1 Die reellen Zahlen?!

1.1 Der Korper R

1.1.1 Definition: R

Es gibt eine Menge IR, — die Menge der reellen Zahlen — und darauf sind eine Addition = + y und
eine Multiplikation z - y erklart, so daf folgende Regeln (Axiome) erfiillt sind:
Seien x,y, z € IR beliebig

1. Assoziativitdtsgesetz:
(+y)+z=a+(y+2)
(-y)-z=a-(y-2)

2. Kommutativgesetz:
rT+y=y+x

3. Existenz von 0 und 1
Esgibt e Rmit 0+x ==
Esgibt le Rmit1-z ==z

4. Existenz der Inversen:
Zu jedem z € IR gibt es ein (—z) € R mit x 4+ (—x) =0
Zu jedem z € R\ {0} gibt esein 7' € Rmit x- 27t =1

5. Distributivgesetz: z- (y+2)=x-y+z -2

1.1.2 Bemerkungen

(1) Jede Menge, in der eine Addition und eine Multiplikation erklért sind, so dafl 1-5 gelten, heift
Korper.

(2) z.B. ist Q ein Korper.

(3) Statt x + (—y) schreibt man = — y.
Statt 2~! schreibt man %
Statt « - 5y~ schreibt man %

1.2 Anordnung von IR

1.2.1 Definition

IR ist angeordnet, d.h. es gibt eine Menge P C IR mit:

1.) Fiir ein beliebiges = € IR ist z = 0 oder x € P oder —x € P.
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2.) Firz,ye Pist x +y € P.
3.) Firz,ye Pist x -y € P.
P ist die Menge der positiven reellen Zahlen. Statt « € P schreibt man auch x > 0 oder 0 < z.

r<ysy—xrxeP, dhy—ax>0:y>x

1.2.2 Bemerkungen
(a) x € P heiit: = ist positiv, —z € P heifit: x ist negativ.

(b) Jeder Kérper mit den Eigenschaften 1.), 2.), 3.) heifit angeordneter Korper, z. B. ist Q ange-
ordnet mit P = {%: p,q € ]N}

(¢) R wird geometrisch gedeutet als Zahlengerade.

1.2.3 Regeln

Seien x,y, z, t,u,v € IR:
) z<y=zs+z<y+z
2 z<yundy<z=zx<z
B)z<yundu<v=z+u<y+ov

(4) z<yund z >0 [z < 0] = zz < yz [xz > yZ]

(5) * #0= 22 =z -2 > 0. Insbesondere ist 1 > 0

6) r<yundO<t<l=z<tz+(1—-t)y<uy. Insbesonderegilt:r<xT+y<y
(7)

1 1

1.3 Die Volistandigkeit von R

1.3.1 Definition

Sei M CIR, M #0,({ eR

(a) & heifit obere bzw. untere Schranke von M, wenn fiir alle x € M gilt: © < & bzw. z > €.

(b) Gibt es eine obere bzw. untere Schranke, so heiit M nach oben bzw. nach unten beschrénkt.
Existieren beide Schranken, so heif3t M beschrankt.

(c) Ist & obere bzw. untere Schranke mit £ € M, so heifit £ das Maximum max M bzw. das Minimum
min M von M.
1.3.2 Bemerkung

1. Sei £ untere Schranke von M.
Dann ist jede Zahl & € IR mit & < £ ebenfalls untere Schranke von M.

2. Sei & obere Schranke von M.
Dann ist jede Zahl &’ € IR mit & > £ ebenfalls obere Schranke von M.



1.3 Die Vollstandigkeit von IR

1.3.3 Beispiel

Sei M ={z: 0 <z < 1}. Esist 0 = min M und 1 ist obere Schranke von M, aber 1 ¢ M. = max M
existiert nicht.

1.3.4 Vollstandigkeitsaxiom

Jede nach oben beschrinkte Menge M C IR besitzt eine kleinste obere Schranke, das Supremum
von M: sup M. Genauso besitzt jede nach unten beschrankte Menge M C IR eine grofite untere
Schranke, das Infimum von M: inf M.

Fir sup M bzw. inf M gilt:

(a) s ist obere bzw. untere Schranke
(b) £ < s bzw. £ > s = es existiert z € M mit z > & bzw. z < &.
Gelten (a) und (b) dann ist s = sup M. bzw. s = inf M.

Beweis: s ist obere Schranke (a)
& < s = £ ist keine obere Schranke

(0)
= s ist kleinste obere Schranke, also s = sup M.

1.3.5 Beispiel
Sei
M:{x_y:0<y<1,0<x<y2}
T4y
Es ist

r+y>0undz—y<y’ —y=yly—1)<0
r—y
rT+y

= < 0 = obere Schranke

Behauptung: supM =0

Beweis:
(a) s =0 ist obere Schranke.

(b) Sei —3 <¢{<0,y=14+fundz=142=0<2<y<l1
0<i<az=1+2<1+2{+&=y>

Gilt nun
TV S g
x+y 243
Es ist ) ¢
243¢>2+3(--)=1= 1=
+3E>2+ < 3) TR ST

(b) ist erfiillt
— supM =0¢ M

1.3.6 Existenz des Infimums

Jede nach unten beschrankte Menge M C IR besitzt immer eine grofite untere Schranke, das
Infimum von M: inf M.
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Beweis: Sei M nach unten beschrénkt, N := {—z|x € M} sup N = —inf M

1.3.7 Archimedische Eigenschaft

IN ist nicht nach oben beschrankt.

Beweis: (Indirekter Beweis)

Annahme: IN ist nach oben beschrankt. Damit existiert sup IN = s.

= s—1 ist keine obere Schranke. D. h. es gibt n € IN, sodal n > s—1ist. = n+1 > s. Widerspruch
zu supIN = s.

1.3.8 Folgerung

inf{%:nE]N}:O

Beweis: Das Infimum ist > 0, weil % > 0 ist fur alle n € IN.

(a) 0 ist untere Schranke
(b) Sei & > 0.
Dann gibt es ein n € IN mit n > % =Llccef{ }=>mf{.}=0

1.3.9 Satz

Gilt M C N und ist N nach oben bzw. unten beschrankt, so gilt:

sup M < sup N bzw. inf M > inf N.

Beweis: s = sup N ist insbesondere obere Schranke fiir IV, also auch fir M.
= sup M < s. Fiir das Infimum genauso.

1.3.10 Satz
Seien M, N C R. Setze —M :={—z:x € M} und M + N :={z+y: x € M,y € N}. Dann gilt:

1. sup(M + N) =sup M + sup N, falls M und N nach oben beschrankt sind.
2. inf(M + N) = inf M + inf N, falls M und N nach unten beschrankt sind.
3. sup(—M) = —inf M, falls M nach unten beschréankt ist.

4. inf(—M) = —sup M, falls M nach oben beschrankt ist.

Beweis: von (2):

Setze m := inf M und n := inf N

zeM,ye N=zxz>m,y>n

= x +y > m + n, also ist m 4+ n untere Schranke fiir M + N.

Wiéhle & > m + n.

Dann existieren Zahlen z € M und y € N mit x +y < & (£ =& + &2,& > m, & > n).
Finde x € M und y € N, so dal x < & und y < & ist. = m +n = inf(M + N).



1.4 Absolutbetrag

1.4.1 Definition
Fur z € IR heif3t

2] T firx>0
z| =
—x furx <0

absoluter Betrag und
1 fiir x > 0

sign(z) == <0 firx =0

-1 firz<0
Vorzeichen von z.
Es gelten:
v<lal, —w<lal, |o| = max{z, 2}
xr =sign(z) - x|, |z|=sign(x)-

|| <e <= —e<z<e

|z| <e <= —e<z<e

1.4.2 Dreiecksungleichung

Fir alle z,y € R gilt:
|z +y| <[z + [yl

|z = [yll < [z =yl

Gleichheit gilt genau dann, wenn x -y > 0 ist.

Beweis:
(1) z+y<|z[+]y|

z+y <|z|+
@) —<z+y>:—x—ys|x+ry|}‘ yl< lzl + 1l

Gleichheit genau dann, wenn in (1) oder (2) Gleichheit ist.
2] = [(z —y) +yl < o —y[+ |yl = |2[ = |y| < [z —y]

ly| — |z| genauso.

1.4.3 Intervalle

Seien a,b € IR mit a < b. Setze

(a,b) = {z:a<xz<b} offenes Intervall

[a,b] = {x:a <z <b} abgeschlossenes Intervall
[a,b) = {x:a <z <b} halboffene Intervalle
(a,b] = {z:a<z<b}

1.4.4 Bemerkung

Fir jedes dieser Intervalle [ ist sup! = b, inf I = a.

1.4 Absolutbetrag
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Beweis: b ist obere Schranke fiir I.

§<b,a<§<b:x:¥
= <z <)
= x€el
= £ ist nicht obere Schranke

1.4.5 Definition

Fir z € IR heifit [z] die groBte ganze Zahl< x, d. h. [z] = sup{n € Z: n < z}. Es gilt [z] <z <
[z] + 1.

1.4.6 Satz

In jedem Intervall (a,b) gibt es ein r € Q und s € R\ Q. (,Q und IR\ Q liegen dicht in IR*)

Beweis: Fiir r € Q (spéter in 1.6.5 auf Seite 15 fir s € R\ Q).

e Zunichst: b—a >1
[b] fir b ¢ Z

[b] —1 sonst

Setze r =

o Allgemein: Wéhle ¢ € IN so, dal ¢(b — a) > 1 ist (archimed. Eigenschaft).
Das Intervall (ga, gb) enthlt p € Z. = (a,b) enthélt g € Q,
denn: qa<p<qbéa<§<bé§€(a,b)

1.4.7 Erweiterungsmoglichkeiten

Erweiterung von IR: Man setzt IR = IR U {—00,00} (—0o0, 0o sind keine Zahlen).
Sinnvolle Relationen und Operationen:

—o00 < x < oo fiur alle z € IR

T+ o0 =00 }fﬁrallexGIR
T —00=—00
x-00=00, - (—00)=—00 fiirz>0
x-00=—00, - (—00) =00 fiirz<0

izizofﬁrxeﬂ%
0o —0
%:oofiiraz>0,%:—oofﬁr:z<0

Erweiterung des Intervallbegriffs: (—oco,b] = {z € R: z < b}.
Analog sind (—o00,b), [a,0), (a, 00), (—00, 00)

Erweiterung des Supremum-/Infimum-Begriffs:
Ist M C IR, M # () nicht nach oben bzw. unten beschrankt,
so setzt man sup M = oo bzw. inf M = —o0.
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1.5 Volistéindige Induktion

1.5 Vollstandige Induktion

1.5.1 Induktionsprinzip

Gegeben seien A(n), Aussagen fiir n € IN.

(1) [Induktionsverankerung/-voraussetzung] A(1) sei wahr.

(2) [Induktionsschritt] Aus der Giiltigkeit von A(n) folgt die Giiltigkeit von A(n+1) fiir alle n € IN.

Dann sind alle A(n) wahr.

Beweis: Sei M = {n: A(n) falsch}, 1 # M.

inf M = m = min M = A(m) ist falsch, A(m — 1) ist richtig. Widerspruch zu (2)!

1.5.2 Beispiel

Esist 1424 ---+n = "0,

Beweis:

. _ 12 _
LA: 1=12=1

n(n+1)

1S 1424 - 4ntnt1="200 4 = nedDfatndl)  (nb])(nt2)

2

1.5.3 Induktive Definition von Summe und Produkt

Seien m,n € Z, a, € IR

falls n < m (leere Summe)

n 0
Z a, = n—1
= ( > al,) + a, sonst

v=m

n 1 falls n < m (leeres Produkt)

H a, = n—1
il I] a, ) -a, sonst
v=m

Fir m < n gilt:

n
Zau::am+am+1+"'+an

vr=m
n
H Gy =: A - Qg1 - - - On
rvr=m

n
Potenz (a € R): a" := [[a=g-a...qafirn e N
U1 N———
n—mal
a’ =1 und [a”:n#ﬁir —ne]N,a;éO]
Fakultdt: n! :== [[v=1-2...nfirne N, 0 := 1.

v=1
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1.5.4 Binomialkoeffizienten

Fir a € IR und k£ € INy definiert man

() =T122 et

v=1

k k!

[« ale—1)...(a—k+1) ala—1)...(a—k+1)
helN: () 1-2... B

3
Fiir n € INg und k£ € INj ist (Z) =0, falls n < k.

<;>_%(§—1>(§—2>_...

(n) _nn=1)...(n—k+1) (n—k)! _ n!
(n=k): <k:) = il =) K-k
Es ist (Z) =1 und (8) =1
1.5.5 Pascalsches Dreieck
1
1 1
1 2 1

Beweis von (§) + (%) = (*1):

<Z>+<ki1> _ a(a—n..].d(a—kﬂ)
ala—1).. (a—(k—1)+1)

+ k- 1)
_Jala=1) . (a—k+2)(a—k+14+k)
B k!
_ ala—1)...(a—k+2)(a+1)
%l

@+ D)(a+1—1).. . (a+1—k+1)

k!
_ a+1
N k
n>k: (Z) =Zahl der Moglichkeiten, aus n Objekten k auszuwéhlen, ohne Bercksichtigung der
Reihenfolge (,n iiber k“ = | n choose k) (engl.)

1.5.6 Binomischer Lehrsatz

Fiir a,b € IR und n € INy gilt:
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Beweis: Induktion nach n.

en=20 (a+b)0 =
1 =

en=1
(a+b) =

at+b=b+a
e ni—n-+1:
(a+b)"t (a+b)(a+b)"
(a+0) Z <Z> akprk
k=0
— (n k+1pn—k — (n kpn—k+1

Z k)a b + <k>a b
k=0 k=0
n+1

1.5 Volistéindige Induktion

-£()

k=0

(”) (—1)k =0 fiir n > 1

o

k=
n n+1bn7n71+1
<n +1- 1>a
n

= Kk - 1) + (Z)] dhg

”) a0
n
n Z (n ‘]: 1>akbn—k+1 n (g) ptl
k=1
n+1
(n—]i_ 1> akbn+1—k q.e d
k=0
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1.5.7 Nachtrag
(1) €N, falls n > k, n,k € N

Beweis: Induktion nach n:

1 1
n—n+1: nt =1= m
0 n+1

veeens () = () ()

Nach I.V. werden 2 ganze Zahlen addiert, die eine ganze Zahl ergeben.

1.5.8 Bernoullische Ungleichung

Firn € IN und z > —1 gilt:
(14+2)">1+nx

Gleichheit gilt genau in folgenden Fallen: n =1,z > —1, bzw.n > 1,z =0

Beweis:
n

1
n n k n k
1+ = > =14+

k=0 falls 2>0
Induktionsbeweis fir z > —1:
n=1: (1—}-:5)1 = 14+1z
n—n+l: 1+z)" = Q+2)1+z)"
—_—— ——
>0 >1+nz
(I1+z)(1 + nx)

v

1+ nz + z + na?
>0
1+ (n+1)x

Y

1.6 Wurzeln
1.6.1 Beispiel

Fiir r € Q ist r? # 2.

Beweis: Annahme: r = " erfiillt r? = 2 (m,n ohne gemeinsamen Teiler, m,n € IN). Es ist dann
m? = 2n?, also ist m = 2p, m ist gerade.

= 4p? = 2n? = 2p? = n? = n = 2q ist gerade. Widerspruch!

1.6.2 Satz

ZujedemaZO,aeIRunldnelNgibtesgenauein{GIR,520mitf”:a.

Schreibweise: £ = {/a = an

Beweis der Eindeutigkeit: Sei 0 < 2 < y = 22 < %2, mit Induktion 2" < 3", d. h. 2" = a und
y" = a unmoglich.
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1.6 Wurzeln

Beweis der Existenz: Fiir a =0, { =0 == o.k.

Ab jetzt seia > 0. Sei M = {x: x > 0, 2™ < a}.

M # 0, da 0 € M. AuBerdem ist M nach oben beschriankt durch s = a+ 1, denn fir z > s = a + 1
gilt: 2" > (a+1)" >a,d. h. z ¢ M.

Behauptung: £ = sup M. Zeige £" =a

Beweis: Sei 1 > ¢ > 0 beliebig. Dann existiert ein x € M, x > £ — ¢

la =& <e(s+1)"=a=¢"

1. 1 > € > 0 beliebig.
Dann existiert ein x € M, x > £ — ¢

< (ztet = " +) (T?)ij”j

n

~— o,

< a+e(s+1
=" —a < g(s+1)"

2. 1>e>0beliehigtx =+ ¢ M, E+e>0
a<(E+e)" << +e(s+1)
=a—E"<g(s—1)"

Aus 1.) und 2.) folgt: |€™ — a] < e(s+ 1)™, e > 0 beliebig
= [£" —a| <0, also £" = a.
1.6.3 Fundamentaler SchluB3 der Analysis
Ist b € IR und gilt fiir jedes (hinreichend kleine) e: b < e = b <0

Beweis: indirekt, Annahme b > 0: Wihlee < 5, e>0: b<e <5 W!

1.6.4 Bemerkung

Q ist nicht vollstandig

Beweis: Wenn Q vollstindig wiire, so ex. £ = sup{z € Q : z > 0, 22 < 2} in Q. = wie oben
€2 =2. V2 ¢ Q. Widerspruch!

1.6.5 Nachtrag

Jedes Intervall (a,b) enthilt ein s € IR\ Q.

Beweis: (a,b) enthélt ri, 7o € Q, r1 < ro.

(\/5-7’1,\/5‘7’2) enthalt r € Q,
d.h. V2-ri<r<v2-ry: a<r1<%zs<r2<b

=s€(ab),s=5-vV2eR\Q

1.6.6 Allgemeine Potenz

Seia>0,r= % € Q. Dann gilt: a" := ¥/a?. Diese Definition ist unabhéngig von der Darstellung

r=2&
q
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Beweis:
Sei £ = {/a.
Dann ist
und
g = (")t = ((vVa)™)"
also gilt:
(Yay" = am
Setzerzgz%,m:k‘p,n:kq.
Dann ist
(%a)kP = Nakv = Var = a”
a’ =1
a" = aP = (Ya)P, falls L =r, g€ N, p € Z

p

1.6.7 Regeln fiir Potenzen

Seien a,b > 0, r, s € Q. Dann gilt:

a"a® =a""?%, — =a" 7 a"b" = (ab)"

1.6.8 Ungleichung zwischen dem arithmetischen und geometrischen Mittel (AGM)

Sind a1, ...,a, > 0, so gilt
YVay...an <

geometrisches arithmetisches

Mittel
»=" genau dann, wenn a; = --- = a, ist.
Beweis: fiir a; = 0= o.k.
Seien jetzt alle a; > 0, a = % >0
o= it tan=n
Gilt a1 - a, <17
1.6.9 Hilfssatz
Sind a1,...,q, >0 mit oy + -+ o, =n,
so gilt: a1 - -y <1 und ,=* genau dann, wenn a1 = - -+ =
Beweis:

en=2:a1=1—-s5<1
as=1+s>1
arae =(1—-8)(1+s)=1-52<1
=1, genau dann, wenn s =0 = a; =as =1
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en—n+lag+--+ay+ap1=n+1
z.B.seiay,=1—-s<lund apy1=1+t>1
(sonst wird umnumeriert)
Br=a1,...,0n-1=n-1,80 = Qn +apt1 >0
i+ +fp=n+1-1

Ay Q-1
2. ani1 = Bio.Bpo1fn —
— [
<1
- 1.(1—5)(1—i-t)
- 1—s+1¢
>0
_l=s+t-7s-c
B 1—s+t
< 1—s+t:
- 1-s+t
»,=" genau dann, wenn By ...06, =1 und st =0
<— fi=--=0,=1und st =0
— aj=-=ap1=1L, a,+tapr1=2und s=0VvVi=0

§=0: an=1 apy1=2-1=1

t=0: apy1=1, a0,=2-1=1
Beweis (AGM) Fortsetzung:

n
ai+---+a
a...apn=0q...0pa" < a"=——"
~~ n

<~ Yai...ap <

Gleichheit, wenn Gleichheit bei ¥ <= a1 =---=a, =1, d. h. alle a; = a.

1.6.10 Beispiel

Seia>0,r=2¢€(0,1)
Dann gilt: " <1+7(a—1) (z. Bia=1+2z: (14+2)" <l+4+rzfir0<r<1)

Q|

Beweis:

a =+va? = a...a- 1...1
N—— =

p-mal g — p-mal
a+...a+1+...1

<
S~~~ q
AGM

_ mr%@*p):1+rm_1)

q

1.6 Wurzeln
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