2 Folgen und Reihen!

2.1 Konvergente Folgen

2.1.1 Definition: Folge

Eine Folge (ay) ist eine Abbildung IN — IR, n — a,. Sie heifit konvergent gegen a € IR, wenn es
zu jedem € > 0 ein ng € IN gibt mit: |a,, — a| < ¢ fiir alle n > ng. Schreibweise: a,, — a (n — 00)

oder lim a, = a
n—oo

2.1.2 Bemerkungen

(a) Manchmal betrachtet man Folgen (a,,), die fiir n > p definiert sind, mit p € Z fest.
Nicht konvergente Folgen heiflen divergent.

Gilt a, — 0, (n — 00), so heifit (a,) Nullfolge.

)
)
d) Gilt a, — a, (n — 00), so heiit a Grenzwert oder Limes der Folge (ay,).
) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.

)

Es gilt a,, — a fiir n — oo genau dann, wenn es eine Nullfolge (b,,) gibt mit |a,, — a| < b, fiir
alle n.

Beweis:

(e) Gelte ap, — a, ap, — b
Seie>0:3ng: |a, —a| <e (n>np)
dng @ |ap, — bl <e  (n>ng)
la—bl=(a—ap)—(b—ap)|<|la—ap|+b—ayn| <e+e=|la—-b<2e=a=b

(f) (Andeutung)
W= by = |ay, — al, zeige b, — 0.
= lap—al <b, (n— o0)

2.1.3 Rechenregeln fiir konvergente Folgen

(1) Der Grenzwert ist eindeutig bestimmt.

(2) Konvergente Folgen sind beschrankt, d. h. es existiert ein & > 0 mit |a,| < k fiir alle n. D. h.
{an: n € IN} ist beschrankt.

(3) Aus a, — a folgt Aa, — Aa (A € R).
(4) Aus a, — a und b, — b folgt a,, + b, — a +b.

(5) Aus a,, — a und b,, — b folgt a,, - b, — a - b.
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2 Folgen und Reihen

(6 Ausbn—>b,b;éOfolgtbn;éOfiiranundéﬁ%.

(7) Aus ay — a, by, — b, b # 0 folgt §= — ¢.

)

)
(8) Aus a, < b, fir alle n € IN, a,, — a, b, — b folgt a <b.
(9) Aus a, < b, < ¢, fir alle n € N, a,, — a, ¢, — a folgt b, — a.
)

(10) Aus a,, — a > 0 folgt al, — a" (r € Q)
[r € IN: a € IR beliebig; r € Z: a # 0 beliebig; r > 0: a = 0, a,, > 0]

Beweis:
(1) siehe oben unter (e)

(2) Gelte a, — a:
Zue=1ex. ngmit |a, —a|] <e=1,
lan| = |(an — a) + a| < lan, —a| + |a| < 1+ |a| fiir n > ny.
lan| < max{|ail,...,|an|,|a] + 1} =: k fir alle n € IN

(3) A=0=:0. k.
A # 0: Zu jedem £ > 0 ex. ng mit |a — ay| < P\I fur alle n > ny.
= [Aan, — Aa| = A - |an —a| < |A]- % e fiir alle n > ny,
d. h. Aa,, — Aa.

(4) Gelte ap, — a, b, — b:
Sei € > 0: Dazu ex. ng mit |a — a,| < § und |b — b,| < 5 fiir alle n > ny.

(an + bn) — (a+b)| (an — a) + (bn — b)|
lan, — a| + |by, — b

_|_

IN

A

€ € .
5 §:5furallen2no
(5) Gelte ap, — a, b, — b:

(an) und (by,) sind beschrankt mit |a,| < A, |b,| < B fiir alle n

lan - by —a-b = |(an — a)b, + a(b, — )|
< |bn(an —a)l + |a(bn — )]
NF NF
—— ——
< Blan —a|+|al [by — ]
NF nach (3)  NF nach (3)
NF nach (4)
also: a,b, — ab
(6) Gelte b, — b, b #0:
Zus—m>0ex ein p mit: |by, —b\<s—@fr n>p
\b|—|b —b) 4+ > [b] = |b —b] > b = B =2 > 0 fir > p
b—by|
i‘_‘b bn—|\b\ _b2|b bp| — 0 (n — 00)
1 1 =
d. h i 3
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(7) ai:an.%—uz-%nach(@ und (6)

def. fiir n>p

(8) an < by, fiir alle n:
e>0:|a, —al<e (n>no)
|bp, —b] <e (n>ng)
a—b=a—apn+a,—b,+b,—b<2 (n>np)
—— = =
<e <0 <e
=a—-0<0,a<bd

(9) (,,Sandwich-Theorem*)
len, — an| = ¢n — an = (¢ — a) — (a, — a) = Nullfolge
‘bn - an| =by,—ap<cp—a,= Nullfolge
= by —a =bp —an+an —a =NF
—— =

NF NF
=b, —a

(10) e Seir € IN: Induktion.
r=1:(o. k.: ay, — a)

r—r+1:at=a, a) —a-a" =a*!

e Sei —r € IN und a # 0:

Dann existiert a, # 0 fiir n > p
1 LTeil und (6) 4
_ %

r T
n —r a- .

or:%,qG]N: a>0,a,>0
1

an: q/an:a57a:\‘ya

anp—a = al—af

[(an — @) (i + af %o+

> oy, —al-a?7!
1 1 _
1 Gp — Q
g1
. rzg,pez,qE]N
a, o werden wie vorher definiert.
L P
T _ T _ q _ g — p _ D
a, —a =ap —al =q;, —

Da ay, — « folgt of, — o (siehe oben, r € IN)
d. h.:a), —a”

=a, —a firreQ, a,a, >0
r>0,a=0,a,>0: .

Zu € > 0 existiert ein ng : |ay| <er (0 > ng)
lay | <(5%)T:5 (n>mnp),d. h.a), - 0=0"

2.1 Konvergente Folgen

...+aq—1)|
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2 Folgen und Reihen

2.1.4 Beispiele

1. Beh.: /n—1 (n— o)
Beweis: {/n=1+h,, h,>0

f— n f— n n 2 ... n n
=0+h)" o 1+<A>hn+(é>hn+- —+<n>hn

bin. Satz

alle Te;:ne >0
n(n—1)
2

Y

1+ h?

S
|
—
[\

2 _
”ZZhnSZZT*—E
0—0<h, <\/>—>O n>2,n=1
= hp, — 0
= Yn=1+h,—140=1

2. Beh.:a” — 0 (n — o0), falls \a| < 1
Beweis: |a| = 1+1h)" < 1+nh <31
= la|” =0 (n— c0)
Gilt a" — 0?7 Allgemeiner (Satz (11)): Wenn b, — b = |b,| — |b]
Beweis: ||bn| — [b]| < |bp, —b] — 0 (n — o0)
Umkehrung gilt fir b=0:|b, — b| = |b, — 0| = |bp| — 0

3. Beh.: a, = ¥a— 1, falls a > 0
Beweis: Wahle m so, dafl a < m und % < m.

1 1 ) ..
—<a<m:n>zm = — <a<ngiltnurfirn>m
m n

1
= 1<—T\L[<c/&<c/ﬁ—>1
n

= Va—1
4.
2 1— 2 1

n( /?4_1_”) _ n\/n + n o vni+l4mn
1 vni+1+n

n?+1—n?

= nN—

vnZ+1+4n

Ji+L+1 2

2.2 Monotone Folgen

2.2.1 Definition

Eine Folge (a;,) heifit monoton wachsend [fallend], wenn a,, < api1[an > ap41]
Eine Folge (ay,) heifit streng wachsend [fallend], wenn a,, < apt1[an > ant1]
kurz: a, T, an |
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2.2 Monotone Folgen

2.2.2 Monotoniekriterium

Ist (a,) monoton (wachsend oder fallend) und beschréankt, so ist sie auch konvergent. Es gilt
) sup{a,: n € N} falls a, T

lim a, =
inf{a,: n e N} fallsa, |

Beweis: Fiir a,, 1. Sei a = sup{a,: n € IN}
Sei € > 0: Damit existiert ng mit a,, > a —¢
Firn>ny=a—-ec<ap, <ap<a

la, — al < e fiir n > ng

d. h. a, — a.

Bemerkung: a, 1 [a, ] = an > a1][a, < a1
Eine monotone Folge ist einseitig beschrankt.

2.2.3 Aufgabe

Sei by > ag > 0, a1 = Vanb, und b, 1 = an—2l-bn
Zeige: an T, b, |, an < b, und

lim a, = lim b, = M(ag, bo)

n—oo n—oo

2.2.4 3 Beispiele
Le=1lm (1+21)"=1lm (1-1)"=2718...
Zeige mehr: a, = (1 + %)n, n>1
bo=(1-23)""n=2

O < Gpt1 < bpy1 < by
an 1, bp |, a1 <ap < b1, a1 < by, < by

<

Beweis:

1
( ) (1+3)
n—mal
+1
- SN E A
~~ n—|—1
AGM
n+1
B —i—l—i—nf
a Cn+1l
n+1
_= 1 =
<+n+1> An 41
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2 Folgen und Reihen

1 1 1
[ — 1—=)...[1=Z2 1
- () (-3)
1 1 n+1
_ (0= 4+ (=) +1
~~ n+1
AGM
N n+1
_ 1
bn+1
n n
SN
bn, n n
1 n
= 1—— <1
(1)

=a, < b,

lim a, < lim b, existieren
n—oo n—oo

an __ 1 1 _ 1
r=(1-z)>1-nz=1-3
1
:>bn<1—><an< by,
n v
—b
—b
=a, —b

2. Newton-Verfahren zur Berechnung der Wurzel ¢/a, a > 0, p > 2 ganz.

ag > 0 beliebig, api1 = %
Behauptung: a, — ¥/a
Zeige mehr:
1) a, > 0 (Aufgabe fiir uns)
2) ah >afirn>1
3) an | und a, > 0= lim a, = « existiert
n—oo
Beweis:
2)
1 a \?
P _
a = 1—-J)a =+ _)
n (( p> " pah!
1 p
- (36 5)
b Gn
1 a
> 1-p--(1-2))a
< Py ( a%)) L
Bernoulli
a
= aﬁg = Qa
<0
P
—1)ab a—a
3) ang1 = an = % —On = panp—rll <0

d. h.:apy1 <ap
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2.3 Teilfolgen

—aP
p
(p—1) @, +a

a = lim a, existiert = lim anp4+; = lim —
n—oo

n—oo n—oo pa’%’)],
—ap—1
—1)aP
a:(pm)# = —a’+a=0 <= a=Ya, daa>0

3. O<a0<%,an+1:ai+i
Zeige: 0<an<%

n=20:o0.k.
1 1
n—n+l: apy1 = ai"‘i <24>0>
< 1+1_1
- 4 4 2
1 1
Unt1 — Ap = ai—i—z—(ai_l)—l-z
= a,—a;

= (an - anfl) (an + anJrl)
—_———

>0

(ay) ist monoton. Fiir uns die Aufgabe: in welche Richtung T|?
a= lim ap, = lim ap41; = lim a%—l—i:aQ—ki
n—oo n—oo n—oo
— a=ao’+ i
— (a-1)*=0
==

N[

2.3 Teilfolgen
2.3.1 Definition

Sei (ay,) eine Folge. Ist (ny) eine streng monoton wachsende Folge in IN (n; € IN, ng < ng41), dann
heiBt (an, ) eine Teilfolge von (a,) (k — ap,). a € R heiit Haufungswert von (a,), wenn es eine
Teilfolge (ap,) gibt mit a,, — a fir k — oo.

2.3.2 Beispiele

1. an, — a konvergiert, a ist einziger Haufungswert:
an, — a fir jede (ng).
Beweis: ¢ > 0 : |a, — a|] < ¢ fiir n > my
Wahle kg so, da8l ng, > mg :
k>ko= ng>ng, >mo:|a,, —al <e
2. ap=(-1)"+1
azkzl—l—i%l (k — 00)
agk1 = —1+ 5 — —1 (kK — o)
Die Haufungswerte sind —1, 1.

4a, falls a, <4
1<a0§2:an+1: 1
yan falls ap >4
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2 Folgen und Reihen

(ao, 4a0, 2&0, 8@0, 4(107 . )
Haufungswerte sind 2aq, 4ag, S8ag

2.3.3 Satz von Bolzano-Weierstral3

Jede beschrénkte Folge (a,) besitzt mindestens eine konvergente Teilfolge, d. h. mindestens einen
H&aufungswert.
(Zu-)Satz: (ay,) entélt eine monotone Teilfolge, und besitzt einen gréBten und einen kleinsten
Haufungswert.

Beweis: (von Polya)
m € IN heifit Gipfelpunkt, wenn fiir alle n > m a, < a,, ist.

1. Fall: Es gibt unendlich viele Gipfelpunkte m; < mo < .. ..
(am, ) ist streng monoton fallend, beschrankt.
lim a,,, =:a existiert
k—o0
Sei (an,,) eine konvergente Teilfolge mit a,, — a
Fiir n; > my existiert dann My, mit Mg, < Mg < Mg 41-
Damit gilt: a < an; < Uy, — a
=a<a a ist grofiter Haufungswert.

2. Fall: Es gibt nur endlich viele (oder gar keine) Gipfelpunkte.
= 3 Gipfelpunkt m; mit m; > alle Gipfelpunkte.
Waihle mg > m; minimal aus, so dal a,,, > am, ist. ma ex., da m; kein Gipfelpunkt ist.
Wahle m3 > mg minimal aus, so dafl a,,, > @y, ist. ms ex., da ma kein Gipfelpunkt ist.

; usw.

(@m,) T und ist beschrénkt.

= (am, ) ist konvergent, also a,,, — a (Haufungswert).

Sei a irgendein Haufungswert mit a,,; — a fiir (j — o0). Zu j mit n; > my ex. ein k; : my, <
n; < ME;+1

a4 Qn; < Ay — G

a<a a ist grofiter Haufungswert

Beweis fiir den kleinsten Haufungswert: selber machen iiber (—a,,).

2.3.4 Cauchysches Konvergenzkriterium

Eine Folge (ay,) heiBt Cauchyfolge, wenn es zu jedem e > 0 ein ng gibt, so da8 fiir alle n > m > ny
gilt: |a, — am| < €. Jede Cauchyfolge in IR ist auch eine konvergente Folge, und umgekehrt.

Beweis:

o ,<“ Seia, —a((n— o)
e > 0: es existiert ng : |a, — a| < ¢ fiir alle n > ng
n>m>ng: |ap — am| < |an —al+lam —a] <e+e=2¢

o .=“ (ap) Cauchyfolge.
e=1: lap —ap| <1firn>m >nyH
= |an| = [(an — any) + ang| < 1+ |ao| fir n > ng
(an) ist beschrankt.
(an) hat konvergente Teilfolge, a,, — a.
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e>0: Dannex. ko : |an, —a| <e fir k> ko
Esex. ng: |ap — ap| <efirn>m>ng

lan — al = |ap, — an,, + an, +a| < |ap — an, | + |an, +al < 2¢
fir n > ng, k > ko, nx = no
=a, —a

2.3.5 Definition: Limes superior, Limes inferior

Sei (ay,) eine beschriankte Folge.

Der grofite Haufungswert heifit oberer Limes oder limes superior,
kurz: lim sup,, ., a, oder lim a,.

Der kleinste Haufungswert heifit unterer Limes oder limes inferior,
kurz: liminf,,_.~ a, oder lim a,,.

2.3.6 Bemerkungen

(a) (an) ist konvergent <= lima, = lim a,.

(b) lima, = a ist charakterisiert durch:
Fiir jedes € > 0 gilt:

(i) an > a+ ¢ gilt nur fiir endlich viele n.

(ii) an, > a — e gilt fir unendlich viele n.

(¢) lima, = a ist charakterisiert durch:
fiir jedes € > 0 gilt:

(i) an < a — ¢ gilt nur fiir endlich viele n.
(ii) an < a+ € gilt fiir unendlich viele n.
Beweis: (von (b))

»<="1 Sei a = lima,.

2.3 Teilfolgen

a ist der grofite Haufungswert von (a,) , d. h. es gibt keinen groferen Haufungswert, d. h. es

gilt (i).
Da a Haufungswert ist, existiert (ap,) mit ap, — a.
Zu e > 0 ex. ko mit |a — ay, | < e fiir k > ko.

»="1 a € IR erfiille (i) und (ii).
Sei e > 0:

1. < kein Haufungswert von (a,,) ist > a + €.
Da € > 0 beliebig war, ist kein Haufungswert > a, also sind alle < a.

2. Fiir unendlich viele n gilt a, > a — €.
Es gibt also einen Haufungswert > a — .
Also gibt es einen Haufungswert > a.

Aus (i) und (ii) folgt: @ = lim a,,.
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2 Folgen und Reihen

2.3.7 Beispiel

Sei a, = v/2" + 3n+(=1)"n_ Setze n = 2m. Dann gilt

A9y, = Zm, /22m + 32m+2m
_ /92m 4 34m

fiir n = 2m + 1 gilt:

gmy1 = N/ 22m A1 430
_ 27n+vm

1
_ 2m—+1
=2 T+ oo — 2

Es ist lima, = 9, lima, = 2 und es existieren keine anderen Haufungswerte.

2.3.8 Rechenregeln

(1) Aus a, < b, fiir alle n folgt: lima,, < limb,, und lima,, < limb,
(2)

lima, +limb, < lim(a, + by)
~~

©
< lim(ay, + by)
<

lim a,, + lim b,

~

<~
(i)
Wenn eine der beiden Folgen konvergiert, so gilt ,=* in (i) und (ii)
(3) lim(—ay,) = —lima, und lim(—a,) = —lima,

Beweis: als Aufgabe.

2.3.9 Erganzungen
Sei (ay) eine beliebige Folge.

(a) ap, — ¢ [a, — —o0] oder lim a, = oo [—o0] bedeutet folgendes:
n—oo
Zu jedem K > 0 gibt es ein ng mit a, > K [an, < —K] fiir alle n > ng. (Man sagt: (ay)
divergiert gegen o0.)

(b) oo [—o0] ist Haufungswert von (ay,), wenn es eine Teilfolge (ay, ) gibt, die mit a,, — oo [—o0]
divergiert.
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2.4 Unendliche Reihen

(c) lima, = co [~00], wenn oo [—oc] Hiufungswert ist, d. h. wenn die Folge nicht nach oben [unten]
beschréankt ist.

(d) lima, = —oo, wenn a,, — —o0, beziehungsweise lim a,, = +00, wenn a,, — +oc.

2.3.10 Satz

Sei (ay,) eine beschriankte Folge, «,, := sup{am, : m > n}, B, := inf{a,, : m > n}.
Dann gilt folgendes: «, |, 3, T beschrankt, und

lim «,, = lima,
n—od
lim G, = lima,
n—oo

Beweis: fiir (a,): Sei @ = lima,, M, = {amn: m > n}

M1 € My = any1 < ay

es gibt K : |a,| < K fiir alle n, also insbesondere a,, < K fiir alle n, K ist obere Schranke fiir
My, an < K

(genauso: +a, > —K, also a,, > —K)

= a<lima,
= |a< lim o
n—oo

Sei e > 0: Dann gilt fiir allen > ng:a, <a-+e

n>nyg: = oap<a+e¢
= lma,<a+e

n—oo

= | lim o, < a
n—oo

= lim «, = lima,.
n—oo

2.4 Unendliche Reihen

2.4.1 Definition

Sei (an)n>0 eine Folge und s, := i ag.
k=0

o0
Die Folge (sy,) heifit unendliche Reihe. Schreibweise: Y ay,

k=0
o0
Die unendliche Reihe > aj heiit konvergent, wenn lim s, = s existiert. s heift dann Wert der
n—oo
. k=0
Reihe Y a = s.
k=0
oo
sp heifit n-te Partialsumme von ) ag.
k=0

Nicht konvergente Reihen nennt man divergent.
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2 Folgen und Reihen

2.4.2 Beispiel: Die geometrische Reihe

o0
Die geometrische Reihe ist Y a* (a € IR gegeben).
k=0

(o]
fir |a| < 1 ist kzo ak = ﬁ, fir |a| > 1 ist diese Reihe divergent.

Beweis: Es ist

sn = l4+a+a®+-- +a"
l+a(l+a+---+a" ' +a" —a")
= 1+as, —a"!

= (1-a)s, = 1—a"!
1— n+1
=58, = e ,a# 1
1—a
S, = n+1 ,a =1
la| < 1:a™ — 0,8, —» X
la] > 1: |a|"™! — oo, (sy,) nicht konvergent,
auch fir a =1 und a = —1 (beia = —1ist 59 = 1,51 = 0,59 = 1).
2.4.3 Beispiel: Teleskopsumme
by — 0, ap="b,—byi1
o o
Z an = by = Z(bn —bny1) (,Teleskopsumme*)
n=0 n=0

Beweis:
Sp = (bo — bl) + (bl — bg) + -+ (bn_1 — bn) + (bn — bn+1)

= by —bpt1 — bo

Beispiel fiir eine Teleskopsumme:

[e.9]

L, 1 _ 11
n2—n" n2-n n-1 n

n=2
o0 o0 o0

1 1 1 1 1

= —_ — = — — :]_

So=3(51-0) =2 (1 wv3) =0
n=2 n=2 n=0

2.4.4 Beispiel: erweiterte Teleskopsumme

Sei b, — 0 fiir n — oo und p € IN fest.
ap = by — bpyp. Dann gilt >~ ap =bo+b1+ -+ bp_1.

n=0
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2.4 Unendliche Reihen

Beweis:

Sn = bo—0bp+br—bpr1+ - +byp+buyyp
= bo+bi+- - +bp—1— (bpy1+ -+ bpyp)
— bo+b1+"'—|—bp71

Beispiel fiir eine erweiterte Teleskopsumme

o

1 1 1 1 1 1, 1. 3
Z%m+1xn+$ 2§%n+1 nrs - alotb)=5045) =7

[e.e]

Hier ist b, = n%rl und p = 2

2.4.5 Satz uber den Reihenrest

o0 o0

Ist > ai konvergent, so gilt: a,, » O und r,, = > ap — 0 fir n — co. 7, heiit Reihenrest.
k=0 k=n+1

Beweis:

Ap =Sn — Sp—1 —S—5s8=0

Tm=8—58, >8—s=0.

2.4.6 Cauchykriterium

o0 n
Die Reihe ) aj konvergiert genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein ng gibt mit: | > ax| =
k=0 k=m+1

|, — sm| < e fir alle n. > m > ny.

o0
Beweis: s, = ) aj
k=0
(sn) konvergiert <= zu jedem ¢ > 0 ex. ein ng mit

n

>

k=m+1

= |sp —sm| <€

fur alle n > m > nyg

2.4.7 Beispiel: Die harmonische Reihe

&8
Die harmonische Reihe ) % divergiert.
k=1

Beweis:

S FEE SIS EUURI B
kﬁﬂk_m+1 m+ 2 2m 2m 2

Da es fiir € < 1/2 kein ng mehr gibt = Divergenz nach Cauchykriterium.

31



2 Folgen und Reihen

2.4.8 Hilfssatz: Abelsche partielle Summation

n n—1 k
Z arbr = an By, + Z (ak — axs1)Br, (By = Z bj)

k=m k=m j=m

Beweis:

n

> arby = Y ax(Bp — Bi1)
k=m

k=m

n n
= > aBi— Y aBi
k=m k=m
n n—1
= Z ax By — Z ag+1 By
k=m

k=m—1
n—1
= apnBn + Z (ak’ - ak—l—l)Bk — am Bm—1
——
k=m -0

2.4.9 Dirichlet-Kriterium
Es sei (ax) eine monoton fallende Nullfolge, (bx) eine Folge mit beschrankten Partialsummen

(d. h. |3 by
k=0

oo
< B fiir alle n). Dann konvergiert > aybg.
k=0

Beweis: Setze

Dann ist

n—1
= Gn (Bn - Bm) + Z (ak - ak—f—l)(Bk: - Bm)
>0 k=m+1 >0

z (Ikbk

k=m+1

n—1

|(By, — Bm)| an + Z | By — B|(ar — ap41)
k=m+1

n—1
2B (CLn + Z (ak — ak+1)>

k=m+1
= 2B(an + amy1 — an)
= 2Bam+1

IN

IN

e > 0: Man wihle ng so, daf ap,q1 < 55 fiir alle m > ng

n

Z arby,

k=m+1

3

< 2B =
2B

e firn>m>ng

= konvergent nach Cauchykriterium.
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2.4 Unendliche Reihen

2.4.10 Leibniz-Kriterium

Es sei (a;) eine monoton fallende Nullfolge. Dann konvergiert die alternierende Reihe > (—1)*ay.

k=0
Thr Wert liegt zwischen sg, und sg,41 fiir alle n.
k
Beweis: Setze by = (—1)* und By = > bj. Es ist By, = 0 oder By, = 1, d. h. By, ist beschrénkt,
§=0
also konvergiert
o0
D (=1)Fa.
k=0
Sont2 — San = (—1)*"ag,p0 + (—1)*"Mag,y
= an+2 — a2n+1 <0 Son |
Sont1 = Son 4 (1) ag, i

= Sop — a2p+1 < Son

51 <83<s55<---<s<---<5y4<53< 5

2.4.11 Die alternierende harmonische Reihe (1)

-1 k—1
Z <k): konvergiert nach Leibnizkriterium.

e
k=1

z. B. 5100 — 0,688

5101 — 0,698. ..

2.4.12 Rechenregeln fiir konvergente Reihen

[o.¢] o
Sind 3" ag, Y. b konvergent, ¢ € IR, so gilt:

k=0 k=0
o0 o0
Z(cak) =c Z ag
k=0 k=0
o o0 o0
Z(ak +bk) = Zak +Zbk
k=0 k=0 k=0

Beweis: Dies hier sind Folgen von Partialsummen

2.4.13 Die alternierende harmonische Reihe (2)
1-1/24+1/3—1/4+1/5—1/6+1/7—1/8+1/9—+...

Reihenwert s: s <1—-1/241/3=5/6

k—1
Umordnung von "0 -1 41/3 - 1/241/5+1/7—1/4+1/9+1/11 = 1/6 + ... hier: s > 5/6,
d. h. Umordnungen bei Reihen kénnen den Reihenwert verandern
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2 Folgen und Reihen

2.5 Absolute Konvergenz

2.5.1 Definition

o0 [e.e]
Die Reihe Y ay heifit absolut konvergent, wenn die Reihe ) |a| konvergiert.
k=0 k=0
Beispiel:
= ()t
Z I konvergent, aber nicht absolut
k=1
2.5.2 Satz

Jede absolut konvergente Reihe ist auch konvergent

Beweis:
n

>

k=m+1

n

< Z lag| < e fiir alle n > m > nyg,
k=m+1

e> 0.

also Konvergenz nach Cauchykriterium

2.5.3 Majorantenkriterium

(o] oo
Gilt |ag| < ¢ fir alle k, und ist ) ¢ konvergent, dann ist ) aj absolut konvergent. (Man nennt

k=0 k=0
o0 o0
> ¢k eine Magjorante fiir »_ |ag|!)
k=0 k=0
Beweis:
n n o0
lar] <D e <D e
k=0 k=0 k=0
o0
Beispiel: >’ IT12 konvergiert:
k=1
1 1 1 1 1
= - < = - = k>2
W=k TR S k-1 k-1 % (k=2)

2.5.4 Wurzelkriterium

_ o0
Gilt lim {/]a,| < 1, so konvergiert Y aj absolut.
k=0
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2.5 Absolute Konvergenz

Beweis: Wihle ¢ so, da8 lim {/]a,| < ¢ < 1 ist. Dann ist fiir n > ng

Vlan| < q fir n > ng.

Damit ist |a,| < ¢" fir n > ng bzw.
lan| < C-q¢"

fiir alle n. Dabei wird C' geeignet gewahlt. Setze nun ¢, = C - ¢". Damit ist

oo

> en
n=0

als geometrische Reihe eine konvergente Majorante.

2.5.5 Quotientenkriterium

(e8]
< 1,soist ) aj absolut konvergent.
k=0

Gilt a, # 0 fiir alle n und ist lim

An41
an

Beweis: Wihle ¢ so, dafl lim QZ—:l <gqg<l1
a
ntl <gq firn>ng
an
Multipliziere diese Werte nun fir n = ng,ng + 1,...,m — 1 auf:

Ap+1 <gq m—ngo

e

Ausgeschrieben ist dies:

am

Ano+1  Gno+2 ~ Om-1  Om < qm_no

Qny Ano+1 Am—2 Am-—1 Qny

lam| < |an,lg~"0q™ fir m > ng

lim Vl]am| <q lim {/|an g™ =g <1
m—00

m—0o0

2.5.6 Beispiele

o0
(1) > n%qg™ ist absolut konvergent fiir & € IR und |g| < 1

an

Beweis Wurzelkriterium:

Vian = Va7 gl — gl <1
im {/Jan] = |q] < 1
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2 Folgen und Reihen

o0
(2) > ‘;—7: konvergiert absolut, fiir a € IR

n=0

Beweis: a =0 o.k.

200 D20 | o] 0 (1 o)
a L = |al - — n — oo
n! an, n+1
Tim | 2+ = 0
Gnp,
o
(3) Die Binomische Reihe Zo (¢)a™ ist absolut konvergent fiir « € R und |a| < 1.
n=
Beweis:
Y g ala=1) @)
n!
A1 1 ala—=1)---(a—n)
= la
an n+lal@—1)---(a—n+1)
= ol la—nl = Jol <1

—1

Sonderfélle: a = 0 trivial, & € INy: endliche Summe.

2.5.7 Satz
Fir p € IN,p > 2 hat jedes a € IR eine Darstellung der Form

a = sign(a) (HGH + ; pn>

mit a, € {0,1,...,p — 1}. Diese Darstellung ist eindeutig, wenn man ,a, = p — 1 fiir n > ny*
verbietet.

Beweis: fir0<a < 1.

a
setze a1 = [pg|,r1 =a— —
p
a
az = [P27”1]77°2=7“1—*2
p
as
az = [pPralirs =12 — —
p
a
an = [pnrnfl]arn:'rnfl_%
p
ax al ag ay as a
a=—+4r=—+ S +r=—+—F -+ —try=
p p p p p p
"~ a
. k
1 bl
dn ) o

Mit Induktion: a, € {0,1,...,p—1}, 0<7r, <p™, 7> 7Tpi1
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2.5 Absolute Konvergenz

n=0:
ag:=0,r9:=a,dh0<rg<1= p_0
a
r=a— - <0
p
n—n+1: a,1 = [p"*t'r,] >0,dar, >0
dar, <p " =p"r, <p"pT =p

= apy1 <P, also app <p—1.

o an+1
T'n+1 —Tn*TH_Tn
——
>0
0< n+1 _ n+1
>p Tm+1 = P Tn — An41

= e, — ] < 1

1

O§rn+1<W

Eindeutigkeit:

=

oo
ag
a=2,
=P

Annahme: Es gibt verschiedene Darstellungen.
Dann ex. m: ap = by fir 1 < k <m, ay, # by, 2.B. Sei an,, > by,

) by
_;pk

>1 >—(p-1)
> b b > b
ap — O Qm — Om ap — O
0=2 pr R ) -
k=1 k=m+1
1 <1
> —={@-1) o*
k=m+1
1 1 <=1
p™ prT i Y
1 1 1
= — — -1 =0
pm pm+1 (p )1 _ 1/]9

= am—bm =10, —bpy=—(p—1) fir k>m:
ar, =0,bp =p—1firk >m

2.5.8 Satz

IR ist iiberabzahlbar. Eine Menge ist endlich oder unendlich: Eine unendliche Menge M, heif3t
abzdahlbar, wenn es eine injektive Abbildung von M auf IN gibt, sonst heifit sie dberabzdhlbar
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2 Folgen und Reihen

Beweis: Annahme: IR ist abzahlbar

10, 1[NR = {z1, 2, z3,...}

=3 T

k=0

weindeutige“ Darstellung)

8, wenn a,, =0
ap =
0, wenn a,, # 0

(e.)
Z& 10,1[, d.h. z = =, fiir ein m
k—llOk

= ap = Gy ) flr alle k

Widerspruch: die neue Zahl ist nicht in der Menge von oben.

2.6 Mehrfachreihen

o0
Bisher wurden Reihen der Form ) aj betrachtet.
k=0
Dabei war die Summationsreihenfolge vorgegeben und wesentlich. Hier im Abschnitt 2.6:

o0
e allgemeine Reihen, etwa > a;;
1,5=0

e Zusammenhang zwischen ,absoluter Konvergenz“ und ,,Umordnen der Reihe“

2.6.1 Definition

Sei A eine beliebige Indexmenge und fiir jedes A € A sei ein a) > 0 gegeben.

Fiir jede endliche Menge E C A sei S(E) := Y. ay (dabei ist s(0) = 0).
AEE
Falls {S(E)|E C A endlich} beschrankt ist, so sei

A) = Zm\ :=sup{S(F): E C A endlich}
AEA

2.6.2 Beispiel

oo

Sei ar, > 0 und > aj < oo. Hier also: A = INj.
k=0

Dann ist

oo
Sos Y a-Ya
k=0

AEA k€elNg

Beweis: Sei E C A beliebig, endlich. Dann existiert ein n mit £ C {0,1,2,...,n}

[o.¢]
d. h. Z ay = Z arist wohldefiniert und ist < Zak
AEA k€elNg k=0
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2.6 Mehrfachreihen

k=0 kelNg
00
= }E:ak < }E: a
k=0 k€lNg

2.6.3 Folgerung

oo
Ist ar > 0 und ) ax konvergent und ¢ : INg — INy bijektiv, dann konvergiert auch
k=0

Z Ay () mit dem Wert Z ag
= k=0

Bemerkung: Die Reihe Z Ay (z) heit ,Umordnung*
k=0

Beweis:
o

Z =D a= D Ay = Za

=0 kelNg k‘)Eﬂ\Io

2.6.4 Umordnungssatz

Ist ) ay absolut konvergent und (a,x)) eine beliebige Umordnung von (ay), dann ist auch » a, ()
k=0 k=0

absolut konvergent und es ist
o0 oo
Z Ap(z) = Z Ak
k=0

k=0
Schreibweise: Fiir ¢ € R sei ¢ := max(c,0) und ¢~ := max(—c,0)
Damit gilt: ¢ = ¢t — ¢~ sowie ¢t <|c|, ¢™ < |¢]

Beweis: Da Z ay, absolut konvergiert und a; < |ay|, a; < |ag| gilt:
k=0

(e 9]

Z ap , Z a, konvergieren
k=0
oo o0
+ __ZE: +
= as a
k=0 k=0
n n n
=D aw=) ai =) o
k=0 k=0 k=0
(0.9} oo
S STE STED ST S
k - e(k) p(k)
k=0 k=0 k=0
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2 Folgen und Reihen

n n n

S ILECED DO
k=0

k=0 k=0
o0 [o¢] o0
DR SRED Y
e(k) (k) — k

k=0 k=0 k=0

2.6.5 Hilfssatz

Sei A= |J Aj mit AjNAp =0 fiir j # k. Dann gilt:
=0

Beweis: Zuerst ,,<“: Es ist

e > 0: Wahle zu jedem j = 0,1,2,... eine endliche Menge F; C A; mit
S(Ej) > > ay—e-27
AEA,;

E=FEyUFEiU---UE, CA endlich.

n
d. h.: Z Z ay < Za)\—i—% fir alle n und alle ¢ > 0
7=0 AEA; AEA

00
:ZZMSZ@,\+25

7=0 A€A; AEA
o

P IPIED A
j=0 AeA; AEA

Umkehrung: >
E C A endlich

Ej:EﬂAj (1=0,1,2,...)
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2.6 Mehrfachreihen

Nur endlich viele E; sind # ()

D o
SE)=)_ax=>_ Y a<) > a
\EE j=0 \eE; §=0 AeA;

2.6.6 Definition

Sei ¢ € R: ¢t = max{0, ¢} positiver Anteil, bzw. ¢~ = max{0, —c} negativer Anteil
c>0:ct=c,c =0
c<0:ct=0,¢c =c
ct—c =c

c
Sei A # 0, ¢y € IR fiir jedes A € A

Z c;\r und Z c, seien erklart

AEA AEA
Man setzt Z = Z c;r — Zc;
AEA AEA AEA

2.6.7 GroBer Umordnungssatz
Sei A = JA; (endlich oder unendlich) mit A; N Ay =0 (j # k). Dann gilt
J

2= 2. ¢

AEA J AEA;

sofern eine der beiden Seiten existiert.

Beweis:
Z cf = Z Z cf (Hilfssatz)
AEA J AEA;
+ - _ + -
ZCA _ZCA —Z ZCA - ZCA
AEA AEA i \XeA; AeA;

2.6.8 Speazialfall: Doppelreihensatz
(A = ]1\]0 X mo)

[e.9] (e 9]
E Cik = Z ZCM Zeilensummen

(j,k’)EIN()XIN() j=0 k=0

= Z Z ¢jr Quadratsummen

n=0 (j,k):max(j,k)=n
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2 Folgen und Reihen

falls eine der 5 Summen existiert, mit ¢;, durch |c;, | ersetzt.

Beweis: A =Ny x INg
1 Aj={(j.k): keNo}
2. Ay ={(j,k): j € No}
3. Ap={(k): j+k=n}={0n),(Ln—1),...,(n0)}

4. A, ={(, k) : max{j,k} =n} =
{(0,n),(1,n),...,(n—1,n),(n,n),(n,0),...,(n,n—1)}

2.6.9 Beispiele

o0
(0) > % konvergiert

n=1

(1) . > ‘ﬁ existiert nicht
(4,k)EINXIN
Beweis: Quadratsummen

n>1: Z ﬂﬁ < %-Anzahl der Summanden
max(j,k)=n

> %-Anzahl der Summanden

o0

(> Jzﬁ) divergiert,

n=1 max(j,k)=n

weil >° L divergiert, > 7oz konvergiert

1 c .
(2) Z 7 existiert
Jk>1
Beweis: Quadratsummen

1 1 2
D e R
max(j,k)=n
00 1 0o
DEDINEIS SR
n=1 max(j,k)=n n=1

42



2.6 Mehrfachreihen

2 (- B

(m,n)EINOXINO n=0

2.6.10 Reihenmultiplikation/Cauchyprodukt

o0 o0
Sind > ag und > b, absolut konvergent, so gilt
k=0 n=0

(5] (£e) -5

n n
mit ¢, = Z ajbn_j = Z an_jbj
J=0 Jj=0

o0
¢n, konvergiert absolut und heifit Cauchyprodukt

n=0

Beweis:

Z an - Z b, = Z anby,
n=0 k=0

(n,k)eINg xINg
0o 0o
= Z Z anbk = Z Cm.
m=0n+k=m m=0

> anbk = aobm + arbmo1+ - + @m-1b1 + ambo
n+k=m

m
= E ajbm,j = Cm
J=0

Gerechtfertigt, weil Y |a,||bx| existiert
n,k

N K
S aalltel = 3 Janl 3 fowl
k=0

0<n<N n=0
0<k<K
o0 o0
SRS
n=0 k=0
= Y ek < M

(n,k)G]NO xINg
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2 Folgen und Reihen

2.6.11 Beispiel
L a" = a” e~ a7 pl
Lo T LT
B 1 & /n n_oo(2a)"
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