3 Grenzwert und Stetigkeit!

3.1 Grenzwerte bei Funktionen

In diesem Abschnitt gilt: I ist immer ein beliebiges Intervall, zo € I oder einer der Endpunkte.

3.1.1 Definition

Sei I Intervall, o € IR und 2o € I oder Endpunkt von I und f: I\ {zo} — IR.
¢ € R heifit Grenzwert oder Limes von f fur © — xo, geschrieben lim f(x) = c oder f(z) — c fiir
Tr—x

x — xg, wenn es zu jedem £ > 0 ein 0 > 0 gibt mit |f(z) —¢c| < e fur alle x € I mit 0 < |z — x| < 6.

3.1.2 Bemerkungen

(1) Der Grenzwert c ist eindeutig bestimmt.

(2) lim f(x) = c bedeutet: f ist definiert auf I = (a,00) oder [a,o0) und zu jedem & > 0 existiert

ein k > a mit |f(z) — | < e fur alle z > k.

(3) entsprechend: lim f(x).
Tr——0Q

3.1.3 Folgenkriterium
lim f(z) existiert genau dann, wenn fiir jede Folge (x,) in I\ {z¢} mit z, — xo lim f(z,)
T—x0 n—oo

existiert. Dieser Grenzwert ist dann unabhéngig von (z,,) und gleich lim f(z).
T—T0

Beweis:

»=" lim f(x) = c existiere, d. h. zu jedem ¢ > 0 gibt es ein § > 0 mit |f(z) —c| < e firallexz € I

T—x(

mit 0 < |z — x| < 6.

(xy,) ist Folge in I\ {xo}. &y, — 0 = es gibt ein ng mit 0 < |z, — x| < J fir n > ny.
= |f(zn) —¢| < e flir n > ng, d. h. f(z,) — c fir n — co.

yAlle lim f(x,) existieren*
Setze ¢ := lim f(zy). ((zy) ist feste Folge in I \ {zo} mit =, — xp).

(&) ist Folge in I\ {xo} mit &, — xo.

Die Mischfolge (z1,&1,%2,&2,...) = (yn) ist Folge in I\ {zo} mit y,, — zo.
lim (y,) existiert und ist = lim f(z,) =c= lim f(&,).

n—oo n—oo n—oo

Also: f(&,) — ¢ fur n — co.

Annahme: lim f(z) existiere nicht (oder ist # c).
T—T(

= Es gibt ein € > 0 und fiir n = 1,2,3,... ein z, € I \ {zo} mit |z, — x| < %,
aber |f(xy) —¢| > ¢, d. h. z, — xp, also f(z,) — c fiir n — oo.
Widerspruch!

Wersion 194 vom 14. Februar 2006
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3 Grenzwert und Stetigkeit

3.1.4 Rechenregeln

Wenn f(z) — o fiir # — zo und g(z) — 8 fiir £ — xo, so gelten
(1) f(z) +g(x) = a+p.

(2) Af(z) — Aa.

(3) f(x)g(z) — ap.

4) [f(@)] = |al.

(5) o< B, falls f(z) < g(x) in I\ {zo}-

(6) L9 — 5 falls B #£0.

9(x)
Genauer: Es gibt ein o > 0 mit g(z) # 0 in (xg — 0,20 + o) NI\ {x0}.
% ist dort definiert und hat den Grenzwert % fiir x — 9

Beweis: von (1)—(5): Folgenkriterium
von (6): Wahle e = £ - |3 > 0.
Dazu ex. ein 0 > 0 mit |g(z) — B8] < 5|3] fiir 0 < |z — x| < 0, x € I.

= lo(@)| =18+ (o)~ A)] = 18]~ lolx) ~
181~ 2161 = 5161

Dann Folgenkriterium.

3.1.5 Beispiele
(0) Ist f(x) = c fir alle z € R, dann ist lim f(z) =c.

T—xo

(1) f(z) =2 fir x € R, dann ist lim f(x) = zo (Zu e > 0 setze o = ¢).

T—T0

(2) Ist f(z) = ap + a1 + a2x® + - - - + a,aP ein Polynom vom Grad p mit a, # 0 und a; € R, dann
ist lim f(z) = ao+ a1@o + agazd + - + apzh = f(x0)

T—X0

Uber Induktion: lim 2% = x’é .

T—x0

(3) Ist f(x) = [z] = die grofite Ganze Zahl < z, so ist lim f(z) = f(xo), falls 29 ¢ Z. Der Limes

T—xQ
existiert nicht fir xg € Z.

(4) Es gilt: lirri “;__11 =r firr e Q.
Tr—

Beweis: Fiir r € IN:
1= 42" 1)
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3.1 Grenzwerte bei Funktionen

3.1.6 Einseitige Grenzwerte

Sei I = (a,b), zg € (a,b) und f: I\ {zo} — IR.
Setze f_(z) = f(x) fir a < x < xp und fi(z) = f(x) fir zp <z < b.
Dann ist f(xg+) := lim fy(x), falls der rechtsstehende Grenzwert existiert.
T—T0
Schreibweise: f(zg+) = lim f(z).
=T+
Bezeichnung: linksseitiger bzw. rechtsseitiger Grenzwert.
Beispiel: f(x) = [z]: lim f(xg+) und lim f(zq-) existieren immer.
T—x0 T—x(

3.1.7 Satz

f(ao+) = f(xo-) =¢ < lim f(z) =c

Tr—T0

Beweis: Seic > 0. Esist |f(z)—c¢| < € fiir 29 < < 29+ (rechtsseitig) und fiir o —d2 < & < xp
(linksseitig).
Setze 0 = min{dy, d2}. Dann ist |f(z) —¢| < e fir z € I\ {zo}, |z — zo| < 0.

3.1.8 Monotone Funktionen

f: I — IR heiBt monoton wachsend [fallend]|, wenn aus z <y (x,y € I) folgt:

f(x) < fy) [f(x) > f(y)]-

f heiit streng wachsend [fallend], wenn immer < anstelle <, bzw. > anstelle > gilt.

3.1.9 Satz

Monotone Funktionen haben in jedem Punkt zg € I einseitige Grenzwerte.
Sei z. B.: a < zp < bund f wachsend: f(zg-) < f(zo) < f(xg+).

Beweis: Sei (z,) Folge in (a,z¢) mit z,, T und z,, — .

Dann ist (f(x,)) wachsend und beschrankt: f(z,) < f(xo). Damit existiert lim f(zn) < f(xo).
Nach dem modifizierten Folgenkriterium folgt dann: e

Existiert nlLIglo f(xy,) fur jede Folge (xy,) in (a,xg) mit z, T xg, so existiert auch f(xq-).

Bei monotonen Funktionen, fir die lim f(x) existiert (a < zg < b), ist er = f(zo).
T—T(

3.1.10 Cauchykriterium

Es sei f: I\ {xo} — IR. Dann existiert lim f(z) genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0
T—x(Q

gibt mit [f(x) — f(y)| < e fir alle z,y € I, 0 < | — x| < I, 0 < |y — xo| < J.

Beweis:

=" mlirg f(x) existiert) wie Folgen.
—Z0
w=" Sei (x,) Folge in I\ {zo}, x,, — wo.
(f(xy)) ist eine Cauchyfolge, weil zu € > 0 aus der Voraussetzung ein > 0 existiert.
Da z,, — ¢ fiir n — oo gibt es ein ng mit |z, — xg| < fiir n > ny.
Fir n > m > ng gilt: | f(zp) — f(zm)] <e.
Damit ist (f(x,)) eine Cauchyfolge und nh—>H<;lo f(zy) existiert.

Jetzt das Folgenkriterium anwenden = lim f(z) existiert.
T—T0
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3 Grenzwert und Stetigkeit

3.2 Stetigkeit

Sei [ stets ein Intervall, f: I — IR.

3.2.1 Definition

f heifit stetig im Punkt xg € I, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt mit |f(z) — f(zo)| < € fiir
alle x € I mit |x — zg| < 4.

f heift stetig (in I), wenn f in jedem g € I stetig ist. Kurz: f € C(I) oder f € CO(I).
Bemerkung: [ ist stetig in g <= xli_>119’010 f(x) = f(x0).

3.2.2 Rechenregeln

Sind f, g stetig (in xg oder in ), so sind auch folgende Funktionen stetig:
(a) f+g.

(b) Af fir A € R.

(c) f

(d) g (falls g(z) # 0 (in z¢ oder fiir x € I)). Genauer: g(zg) # 0.

= esex. ein 0 > 0 mit g(x) # 0 in (zg —o,z0+0) NI =1 und g als Funktion von I’ nach IR
ist stetig in zg.

(e) Das Kompositum:
Ist g: I — J stetig (in xg € I oder in ganz I) und ist f: J — IR stetig (in yo = g(zo) oder im
ganzen Intervall J), dann ist auch die Komposition fog: I — R, (fog)(z) := f(g(x)) stetig
(in g oder in I).

Beweis: Nur fiir das Kompositum:
Sei € > 0: Dann ex. ein § > 0 mit |f(y) — f(yo)| < e firy € J, |y —yo| <.
Zu diesem ¢ existiert ein o > 0 mit |g(x) — g(zo)| < 0 fur alle x € I, |x — o] < o, d. h. fiir x € I,

|z —zo| <o gilt: [(f og)(x) = (fog)(xo)| <e.

3.2.3 Beispiele

(1) Polynome sind stetig in IR.

(2) f(x) = ¥z ist stetig in [0,00) (p € IN).

(3) f(z) = 2" ist stetig in (0, 00) fiir beliebige r € Q.

Beweis:
(1) Klar.
(2) Sei xg € [0,00), (x5,) Folge in [0, 00) mit x,, — xg.

f(zn) = ¢z, — ¢/xo (Beispiel bei Folgen).
= lim f(z) = f(zo) = f ist stetig.

T—x0
(3) Seirz%mitqé]NundpEZ.
g(z) = aP ist stetig in (0, 00), falls p € IN ist; g ist auch stetig fiir p <0 (2P = x%p)

Setze ¢" = ¥/aP = h(g(z)), h(y) = ¢y ist stetig nach Beispiel (2).
= f(x) ist stetig.
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3.2 Stetigkeit

3.2.4 Satz vom Minimum und Maximum

Ist f: [a,b] — R stetig, so hat f Minimum und Maximum, d. h. es gibt z, € [a,b] und z* € [a, b]
mit f(z.) < f(z) < f(a*) fir alle z € [a, b].

Beweis: Fir das Maximum:

Setze M = sup{f(z): a < x < b}. Dazu existiert eine Folge (z,) in [a,b] mit f(z,) — M fir
n — oo.

Da die Folge (z,,) beschrénkt ist, enthélt sie eine konvergente Teilfolge (z, ) mit z,, — z* € [a, b].
Es ist dann f(z*) = khj& f(zn,) = HILIEO f(zn) = M = Maximum.

Fiir das Minimum analog.

3.2.5 Nulistellensatz

Sei f: [a,b] — IR stetig und f(a) < 0 < f(b) [f(a) > 0 > f(b)]. Dann gibt es ein £ € (a,b) mit
(&) = 0. (¢ ist Nullstelle von f.)

Beweis: Zeige: Es gibt eine kleinste (erste) und eine grofite (letzte) Nullstelle in (a, b).
Beweis (fiir f(a) < 0 < f(b), kleinste Nullstelle):
Setze M = {z: f(t) <0 fira <t <z} CJa,b] und { = sup M € [a,b]. Es gilt:

(i) M #0, weil a € M.

(ii) £ > a, da f(a) < 0 und damit f(¢) < 0 in [a,a + §), fir ein § > 0.
(iii) £ < b, da f(b) > 0 und damit f(¢) > 0 in (b — 4, b], fiir ein 6 > 0.
(iv) a<z<&= f(t)<0fira<t<uz, d h f(z)<0in [a,¢§).

)

(v) Nach Definition von ¢ gibt es eine Folge (z,,) in (£, b] mit z, — £ und f(z,) > 0.
Es ist f(§) = lir? f(z) <0und f(§) = lim f(zy,) > 0.
= f(§) =0, f(x) <0 fir a <z <& = & ist kleinste Nullstelle.

3.2.6 Zwischenwertsatz

Ist f im Intervall I stetig, so ist J = f(I) ein Intervall, insbesondere gilt: Ist f(z1) <y < f(z2), so
gibt es ein x € (21, x2) (falls z1 < x9), baw. © € (xe,x1) (falls x1 > x9) mit f(z) =y, y € J.

Beweis: Setze m = inf{f(z): z € I} und M = sup{f(x): x € I}.

Zeige: (m, M) S f(I)=J.Dannist J = (m, M), (m,M], [m, M) oder [m, M].
Beweis von ®: Sei y € (m, M). Dann existieren x1,z9 € I mit f(x1) <y < f(z2).
Dabei ist z. B. 1 < zo (oder z1 > x2).

[ [z1,z2] — R ist stetig, g(x) = f(z) — y ist ebenfalls stetig.

g(z1) = f(z1) —y <0 _ . . B o
o(w2) = flwa) —y >0 } = es existiert ein £ € (z1,22) mit g(§) =0, d. h. f(§) =y.
Falls m = M ist = f ist konstant, (m, M) =0 C f(I) = {m} =: [m,m].

3.2.7 Bemerkung:

Ist f: [a,b] — R stetig, so ist f([a,b]) = [m, M] mit
vl p@ase <)
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3 Grenzwert und Stetigkeit

3.2.8 Beispiele
(a) Sei f(z) = 2 in I =(—-1,1). Esist f(I) =10, 00).
(b) Sei f(x) = 1in I =(0,00). Esist f(I) = [2,00).

(c) Sei f(x) = ag+aix+---+asge122! mit agyy > 0 ein Polynom vom ungeraden Grad 2d + 1.
Esist f(R) =R 1nsbesondere hat f eine Nullstelle.
Beweis
(a) Esist f(z) >0, f(0) =0 und sup{f(z): —1<ax<1}=+oo (Esist f 7 in [0,1).
1

(b) Es ist f(x)—2:x—2+%:(\/5—\/5)2ZOfﬁrallea:und:Ofﬁrarzl.
Fir x — 0 gilt: f(z) — 4o00: sup{f(z): 0 < x < 00} = +00

(c) Setze M =sup{f(z): x € R} und m = inf{f(z): x € R}:

. flz) . asq aop
lim ( :hm<a + — +- +7):a >0
f—oo p2d+1 2d+1 x p2d+1 2d+1 )
——
—0 —0

d. h. es existiert ein K > 0 mit f(z) > $agqp 12?4 fiir 2 > K = M = 0.
Gleicher Beweis fiir m = —oo.

3.2.9 Satz uber die Umkehrfunktion

Ist f im Intervall I streng monoton und stetig, so existiert die Umkehrfunktion f=': J = f(I) — I
und sie ist stetig und streng monoton im gleichen Sinn wie f.

Beweis (Fiir den Fall, dafl f wachsend ist):

Aus z1 < 9 folgt, daBl f(z1) < f(x2), d. h. da f injektiv ist.
f~1 ist definiert auf dem Intervall J = f(I).

Zeige nun die Stetigkeit von f~! in yo = f(x):

Sei (y,,) Folge in J mit y,, — yo fiir n — oc.

Es ist y, = f(xn)a Yo = f(a;())a T, 2o € I.

Zeige: T, — g fur n — oo.

Wenn nun z, /4 zo (nicht konvergent gegen zp), dann existiert eine Teilfolge (zp,) mit z. B.
Ty, > xo + ¢ fiir alle £ und fiir ein € > 0.

= f(2n,) = Yn, — yo = f(x0) = f(zo + ) > f(x0) Widerspruch!
Also gilt f~(yn) = 20 — z0 = f " (10)-

Bemerkung: Fiir [ = [a, b] gilt:

Man kann man eine Teilfolge (z, ) mit ,, — z{ € [a,b] auswéhlen.

Dann ist f(z() = lim f(zn,) = yo = f(z0) = f ist injektiv und z( = zo.
Tr—00

Es bleibt noch zu zeigen, da8 f~! streng wachsend ist:

t wachsend
fler) =y <yp = flaz) T ERN g <oy also f () < ().
3.2.10 Definition: gleichmaBige Stetigkeit

Eine Funktion f: I — IR heiflt gleichmdfig stetig, wenn gilt: zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0 mit
|f(z) — f(y)| <e firalle x,y € I, |z —y| <.
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3.2 Stetigkeit

3.2.11 Bemerkungen und Beispiele

(a) GleichméBig stetige Funktionen sind stetig in I.

(b) f(z) =L istin I = (0,1] stetig, aber nicht gleichmiBig.
F3) = £ (k)| =m-m+1i=1

_ 1 _ 1 . _ _ 1
T=0 Y= e ’.CE y’ — n(n+1)

€= % Suche hierzu ein § =7 Dieses ex. nicht.

Beweis:

(c) Lipschitz-stetige Funktionen
f:I— Rmit |f(x) — f(y)] < Lz —y| fir alle z,y € I (L > 0 Lipschitzkonstante).
L-stetige Funktionen sind gleichméfig stetig mit 6 = & fiir € > 0.

(d) f(z) =1+ 22 ist Lipschitzstetig in I = [0, 00):

£(@) = f)l = | (VI+a2 = VT+2)|
_ 2% — y?|
VIt 2+ T+ 2
Tty
VIi+a?2+\/1+y?

<2 |z —yl

= |z —yl

(e) f(x) =+/x ist in I =[0,00) gleichméafig stetig, aber nicht L-stetig.

Beweis: Es ist f(z) — f(y) = \/gjf/y Fiir z. B. x > y gilt:

_ __*~Yy
@) - Tl = 2

- V'TY
IRNENG Y
——

<1
<Vl]z -yl

Setze nun fiir € > 0 § = e. Also ist f gleichméBig stetig. (nicht L-stetig als Aufgabe).

3.2.12 Satz von Heine

Jede stetige Funktion f: [a,b] — IR ist gleichmé&Big stetig.

Beweis: Nehme an, daf} die Behauptung falsch ist, d. h. es gibt ein € > 0 und zu jedem § gibt es
x,y € I, so daB |z —y| < ¢, aber |f(x) — f(y)| > e.

Zu § = L existieren p,y, € I, so daB |z, — yn| < 1, aber [f(zy) — f(yn)| > €.

Die Folge (z,) in [a, b] besitzt eine konvergente Teilfolge (zy, ), wobei z,, — xo € [a,b], Yn, — Zo.
Mit der Stetigkeit von f in zg gilt dann:

0= [£(z0) = flwo)| = Jim |f(zn,) = f(yn,)| > & Widerspruch!
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3 Grenzwert und Stetigkeit

Aufgabe: f: (a,b) — IR ist genau dann gleichméfig stetig, wenn es eine stetige Funktion F' gibt
mit F': [a,b] — R und F(z) = f(x) in (a,b).

3.3 GleichmaBige Konvergenz

Sei [ ein Intervall, und f,: I - R firn=0,1,2,....

3.3.1 Def.: Punktweise und gleichmaBige Konvergenz von Funktionenfolgen
Die Funktionenfolge (f,,) konvergiert
(a) punktweise gegen f: I — IR, wenn lim f,(x) = f(x) fiir alle z € I.

n—oo
(b) gleichmdfig gegen f: I — IR, wenn es zu jedem € > 0 ein ng € IN gibt, mit |f,(x) — f(z)| < e

fur alle n > ng und alle x € 1.

o0
Ebenso heifit Y  f,(z) punktweise oder gleichméfBig konvergent, wenn die Funktionenfolge (s,),
n=0

n
sSp = Y. fr(z), punktweise bzw. gleichméafig konvergiert.
k=0

3.3.2 Beispiele
(1) Sei fp(z) =2™in I =]0,1]. Es ist

Ofiro<z<1

he) = { V=<t =@,

d. h. f,, ist punktweise konvergent. f,, ist aber nicht gleichméflig konvergent.

r=1—

fule) — f)| "= (1—1) - 0t - .

n

= keine gleichméfige Konvergenz.

o0
(2) Y- 2" = {1 konvergiert gleichméBig in jedem Intervall [-r,r], 0 < r < 1, aber nicht gleich-
n=0

miBig in (—1, 1).
Beweis: Sei |z| < r: Dann gilt fir n > ng

k _ k kE_
N e S DRI B S
k=0 k=n+1 k=n+1
da 0 < r < 1. = gleichmaflige Konvergenz.
Nun fiir (—1,1): Es ist
n r=1—-—1_ nq
doak = Tt
1—2
k=0
1 n+1
()
- 1
n+1
1 n+1
=(n+1) (1—<1— ) >—>oo
~—— n+1
— 00 ~~
—1-1
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3.3 GleichméBige Konvergenz

3.3.3 Satz

Gegeben seien f,: I — IR und es gelte f, — f gleichméfig in I.

Firn =1,2,... existiere lim f,(z) = a,. Dann existiert auch lim f(z) = lim a,, d. h.
T—T0 T—x0 n—oo

lim f(z) = lim (nm fn(:v)> — lim <lim fn(x))

T—T0 T—To \N—00 n—oo \ T—xg

Beweis: Sei ¢ > 0. Dann existiert ein ng mit
|fn(z) — f(x)| < € fir alle n > np und alle z € I. (3.1)
Weiter existiert ein 6, > 0 mit
|frn(z) —ap| < e fur |z — x0| < 0p, und = € I. (3.2)
Fir n > m > ng gilt dann:

|an — am| = [(an = fu(2)) + (fu(z) = f(2)) + (f(2) = fin(2)) + (fm(2) — am)]

= & tetet & =4k
fir |[z—xo|<ép ~n2no  m2no  fiir [z—z0|<dm
Solche = € I existieren = (ay,) ist eine Cauchyfolge, a,, — a fiir n — oo
= la, —a| <efirn>n (3.3)
Sei m > ng und m > ny fest. Dann gilt:

[f(2) = al = [(f(2) = fm(@)) + (fm(2) = am) + (am — a)]

< —
< e 4+ & 4+ ¢ 3e

m2ng  0<|z—z0|<dn  m2n1
=(3.1) =(3.2) =(3.3)

= |f(z) —a| < 3e fir 0 < |z —z9| <6, =:0,d. h. lim f(z) =a.

T—T0

3.3.4 Satz

Gilt f, — f gleichméfig in I und sind alle f, stetig (in zp oder in I), so ist auch f stetig (in zo
oder in I).

Beweis: Sei xg € I:

i f() = tim ( Jim £, (0)) = fla).
T—T0 n—oo \ T—xo
—_——
=fn(x0)

d. h. f ist stetig in zg.

3.3.5 Cauchykriterium

Die Funktionenfolge (f,) mit f,,: I — IR konvergiert genau dann gleichméfig, wenn es zu jedem
€ > 0 ein ng gibt mit

| fn(z) — fm(z)| < € fiir alle n > m > ng und alle z € I. (3.4)
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3 Grenzwert und Stetigkeit

Beweis:
»=" (gleichméBige Konvergenz = (3.4)) wie immer.

w=" Sei e > 0 und (3.4) gelte fiir festes x € I. Dann ist (f,(z)) eine Cauchyfolge, d. h. f, — f
punktweise.
Aus (3.4) folgt fir n — oo, dal |f(x) — fm(z)| < e fiir m > no und alle z € I, d. h. fr, — f
gleichmafig.

oo
Bemerkung: Fiir gleichméafiige Konvergenz von > fi(x) lautet (3.4) so:
k=0

< ¢ fir alle n > m > ng und alle x € 1.

> @)

k=m+1

3.3.6 Majorantenkriterium

o0

Gilt |fn(2)| < gn(z) und konvergiert Y gn(z) gleichmdfig in I, dann auch > f,(x).
n=0 n=0

o0
Speziell dann, wenn |f,,(z)| < ¢, fiir € I und ) ¢, konvergiert.
n=0

o0
Beweis: Seie > 0. Dazu ex. ein ng mit Y, gr(z) <efirn>m > Iy und z € I.

k=n+1
n n n
Yo @< D @IS D] gz) <e
k=m+1 k=m+1 k=m+1
fir n >m > ng und x € 1.
3.3.7 Beispiele
oo o0
(1) 21 ﬁ (z € IR) ist gleichméBig konvergent, weil WIHQ < % und Zl # konvergiert (Ma-
n= n—
jorantenkriterium).

o.9] n
: 1 : . 1 :
Jim ) e = (3520 2 M) =g, 0=0
= =

oo

(2) > 2¥(1 — 2) konvergiert punktweise in [0, 1], aber nicht gleichmiBig.
k=0
Beweis:

1— xn+1

Zxk(l—x):(l—x)- 1—x
k=0 n+1 firx =1

firo<z<l1

=1— "t

1 furo<z<1
_
0 firxz=1

ist unstetig, also kann keine gleichméaflige Konvergenz vorliegen.
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3.4 Potenzreihen

(3) > 2F(1 — )2 konvergiert gleichmiBig in [0, 1].
n=0

Beweis: Sei € > 0. Dann gilt:

1— n+1
sn(x)xil(l—a;)Q- 1fa: =(1—z)(1—2") fir0 <z < 1.

n

Z 2*(1 — z)?

k=m+1

= [sn(z) — sm(2)|

— |(1 _ $)(xm+1 o mn+1)|

(i) Fiir 0 <2 <1 —¢ist dies < 1(1 — &)™t < ¢ mit m > ny.
(ii) Fur 1 —e <2 <1ist dies < e -1 fur alle m.

= gleichméaflige Konvergenz.

o0
(4) >~ ;775 ist nicht gleichméBig konvergent in IR.

n=
Beweis: Sei z > 0. Dann gilt:

% T wm a2 L
n2+a22 = 4m24+22  8m?2 4

n=m+1

Aus dem Cauchykriterium folgt dann, dafl keine gleichméflige Konvergenz vorliegt.

o0
(5) >_ pate ist gleichméfig konvergent.
n=
Beweis: Mit dem Majorantenkriterium. Es ist

2
1
x n—4]x| < - fir 2] <n? 1
4 2| = - 2
ntte — fiir [] >n? "
n
o0
(6) 21 —rrr2 ist gleichméBig konvergent fir r > 0.
n—=
Beweis: L+ (r/2)
T
x nT fiir |z| < n't0/2) 1
2 " = 1+(r/2)
n2tr 42| . 1+(r/2) N
W fur ‘CE| Z n

(18

n% ist konvergent fiir o > 1. Hier ist a« = 1 + 3.
1

n

3.4 Potenzreihen

3.4.1 Definition: Potenzreihe
Eine Reihe der Form

o0
Z an(x — x0)"
n=0

heifit Potenzreihe. Die Folge (a,) heifit Koeffizientenfolge, und ¢ ist der Entwicklungspunkt.



3 Grenzwert und Stetigkeit

3.4.2 Satz, Konvergenzradius

Die Potenzreihe (3.5) konvergiert absolut in (zg — 7, z¢g 4+ r) und gleichméfig in jedem Intervall
[zo — 0,20 + 0] C (xo — r,x0 + 7). Sie divergiert fiir © > x¢ + r und fir z < zy — r. Dabei ist

1

= T e

n—oo

der Konvergenzradius (Formel von Cauchy-Hadamard).

Sonderfalle:

1. Fiir lim {/|a,| = co ist » = 0 und (3.5) heifit nirgends konvergent (obwohl konvergent in
n—oo

T = xp).

2. Fiir lim {/|a,| = 0 ist 7 = co und (3.5) konvergiert iiberall.

Beweis: Es ist o o
lim {/|an(z —2z0)"| = | — x| lim {/|ay].
n—oo

n—oo
Daraus folgt absolute Konvergenz nach dem Wurzelkriterium fiir |z — zo| < 7.
Sei nun (3.5) konvergent im Punkt z. Dann gilt a,(x — z9)” — 0 fiir n — oo, insbesondere ist
|an(x — x0)| < M fiir n € No. o
Damit gilt dann: |z — xg| - lim {/|a,| < lim VM = 1.
n—od n—oo
Daraus folgt |x — 2| < r und damit Divergenz fiir |x — zo| > 7.
Zeige nun noch die gleichméfige Konvergenz in [z¢ — 9,0 + 0] C (z¢g — r,x0 + 1):
Wihle € = zo + &* (falls 7 > 0, r < c0).

Dann ist |ap(§ — x0)"| = |an] - (9;7")” < M beschréankt und fir |z — zo| < o gilt:

o+ n 2 n
_ n < .o .
ol a0 < laal- 0" (457) - (555

2 n
<M-< 2 )

o+

——

=:q<1

M - q ist eine Majorante.

3.4.3 Satz

Hat (3.5) eine positiven Konvergenzradius, so stellt (3.5) eine im Konvergenzintervall stetige Funk-
tion f dar.

Beweis: Sei I, = [zg— 0,20+ 0] C (zo—7r,z0+7). In I, liegt gleichméfBlige Konvergenz vor. Damit

ist f stetig in I, fiir 0 < o < r. Also ist f stetigin |J I, = (zo — 7,20+ 71).
0<p<r

3.4.4 Bemerkungen und Beispiele

(a) Existiert nh_}n;() Sntl] = A, so ist r = & (Quotientenkriterium, Aufgabe)
) n

(b) > % hat Konvergenzradius r = oo.
n=0
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3.4 Potenzreihen

oo
(c) > na™ hat fiir a € Q den Konvergenzradius r = 1, denn ¢/n® — 1= 1.

n=1

(d) Die Binomische Reihe > (¢)z™ hat den Konvergenzradius r = 1, falls « € R\ INo. Beweis
n=0
iber das Quotientenkriterium (a).

(e) Sei (ay) die Fibonaccifolge mit ap = 1, a; = 1 und ap4+1 = ap, + ap—1 fir n > 1.
Frage: Was ist dann

flx) = Z anx"
n=0

und welchen Konvergenzradius hat die Potenzreihe?
Behauptung: r > @

Versuche zu zeigen: a,, < ¢" mit einem ¢ > 1 (a, ist immer > 1).
Dies ist o. k. fiir n =0 und n = 1.

Induktionsansatz:

?
Antl = Gp + ap—1 < Qn + anl = anl(g + 1) < QnJrl

Das ,,?“ ist in Ordnung, wenn o + 1 < p? ist. Suche nun das beste o fiir o > 1:

o°=0+1
1 1 1++5
e=5=\g T 2
Da /a,, < p ist, gilt:
— 1 2 V-1
lim va < = r> - =
nooo Vin =€ o 1++5 2

Sei nun |z| < r. Dann gilt

= app12"t = zapa” + 2lan_ 12"

o o D
— Z appz" =x. Z an (z" +2? Z ap_12"
n=1 n=1 n=1
f(z)—ao—a1 f(x)—ao f(=)

Wann ist 22 + 2 — 1 = 0? Fiir z = —

Also ist r = @

N[

3.4.5 Satz: Summe und Produkt von Potenzreihen

oo o0
Haben f(z) = > an(x —x0)" und g(x) = > bp(x —x0)" die Konvergenzradien r¢ > 0 und r, > 0,
n=0 n=0

so gilt:
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3 Grenzwert und Stetigkeit

(a) f(z)+g(x) = > (an +by)(x — 20)" mit Konvergenzradius » > min{ry,ry}.
n=0
(b) f(z)-g(x) = > ez —20)" mit ¢y = 3 akbp—k = > an—kby
n=0 k=0 k=0
und Konvergenzradius r > min{rs,r4}.

Beweis:
(a) Summe konvergenter Reihen.

(b) Cauchyprodukt:

= Z Z ak($ — xo)kbn_k(iv - xo)nika

n=0 k=0

falls |z — o] < 7y und |z — 20| < 7.

Beispiel zu (b): Esist f(z) = 1= = > 2" fiir [z| <1 und

n=0
o0
ﬁ = Zo(n + 1)z"™. Frage: Was ist die Potenzreihe fiir ﬁ (p=3,p>3)7
n—=

3.4.6 Identitatssatz

o0
Haben f(x) = Z an(x — z9)" und g(x) = > by(z — x0)™ positiven Konvergenzradius, und es ist
n=0 n=0
flz) = (:z:) fiir z = x1,..., 2, mit 2 — xo flir k — o0, aber zy # x¢. Dann ist a, = b, fiir alle
n=0,1,2,..

Beweis: Annahme: Nicht fiir alle n gelte a,, = b,,. Setze
h(t) =) (an — bo)t" (h(z —x0) = f(z) — 9(x))
o0
= Z cent” (cn = an —by).
n=0
Nach Annahme exisiert ein kleinstes m mit ¢,,, # 0. Es ist also

o0
=) ent” =t"(Cm + Cmpat + Cmprt” +--) =7 (L)

n=m

und fiir ¢ = (2 — z9) # 0, t — 0 gilt:

h(ty) =0= " -h(ty),
~—
#0

also h(t;) = 0. D.h. h(0) = 0 = ¢,, # 0 Widerspruch!
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3.4 Potenzreihen

3.4.7 Beispiele

[e.e]
(a) Sei f(z) = > apz™ mit Konvergenzradius r > 0.
n=0

Ist nun ag, =0 fiir n =0,1,2,..., dann ist f eine ungerade Funktion, d.h. f(—z) = —f(z).
Gilt umgekehrt f(—z) = —f(z) in einem Intervall (-6, ) CKonvergenzintervall,
dann ist a9, =0 fiir n=0,1,2,...

o0

Beweis: f(z) + f(—x)=0= zzjo(an — (=1)"ap)x™.

Aus dem Identitatssatz folgt, daB a, = (14 (—1)") = 0 fiir alle n, insbesondere ist ag, = 0.

[e.e]
(b) Sei f(x) = Y apz™ mit Konvergenzradius r > 0.

n=0
Dann ist f gerade (f(—z) = f(x) in (=4,9)) genau dann, wenn ag,—1 = 0 ist fir n =1,2,....
Beweis: f(x) — f(—x) =0...usw.

3.4.8 Satz uiber die Verkniipfung von Potenzreihen

fly) = i%o b,y™ habe Konvergenzradius R > 0

g(x) = %1 anz™ (g(0) = 0 Entwicklungsmittelpunkt fiir f-Reihe)
Dann hat f(g(x)) eine Potenzreihenentwicklung f(g(z)) = io cpa”

(o]
mit Konvergenzradius r > g, o so, dafi > |a1]e™ < R ist.

n=1

ohne Beweis

3.4.9 Beispiel
Sei f(y) = 20 U7 und g(z) = 20 (g;i)£;!x2n+1‘
Suche die Koeffizienten cg,cq,...,c5 von f(g(z)) = > cpa™. Esist
n=0
1 R 1 3 2
s IO S ARORE G £

1/ 45 _a° 1, 1 4
— —3— R -
+6<m 6>+24x +120x+
=l+z+ 2>+ —l—k1 z?
B 6 6

PR U S YPIS N S T UPI
6 24)" 120 12 120)°

1 1 1
=1+1x+§x2+0x3—§x4—Bx5+-~~
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3 Grenzwert und Stetigkeit

3.4.10 Satz uiber das Reziproke einer Potenzreihe

f(z) = > apa™ habe Konvergenzradius r > 0, ag # 0 (= f(0) # 0). Dann ist f( Z cpx™ mit

n=0
positivem Konvergenzradius, und es gilt:
i 1 firn=0 (3.6)
apCp—f = .
Won—k 0 fuirn>1
o
Beweis: Definiere (¢,,) durch (3.6). Dann hat ®(x) = ) ¢,2" positiven Konvergenzradius. Es
n=0
gilt:
(o0} o
f(z) @(x) = Z anz"” Z
n=0 n=0
n=0 \k=0
0 fiir n>1
1 fiir n=0
— 1
d.h. ¢(x) = o)
Konvergenzbeweis fiir ag = 1 | sonst: Lo— % =1.__1
) T ()

Es gibt ein A > 1 mit |a,| < A" («<=Konvergenzradius r > 0)
Zeige: || < (24)™, d.h. Konvergenzradius > ﬁ
Induktionsanfang: |co| = 1 < (24)°%. v/

Induktionsschritt:

Zan kCh <Z\ank\ \

0 <An- k <(2A)

len| =

n—1
<) okAr = A”ZQ’“ AM (2" —1) < (24)"
Induktionsbeweis v

3.4.11 Beispiel

Sei f(x)=1-322+2%—2°+--- und x™. Suche ¢y, ¢1, ca, 3.

1 o0
IS
o~ 2

apg=1 apcy =1 =co=1
a1 =0 apcr +ajco =0 =c =0
as = —3 agcs + ajcy + ascg = 0 = =3
az =1 apcs + ajcy + ascy + azcog =0 =c3=—1

2. Methode: Fiir [¢t| < 1 ist

1

1—
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1 1
1—-3a2+23 -5+ 1-B22—a3+2°F--+)
=1+ 22> -2 +25+--1)

+ (322 — a3+ b )2

=1432% — 23+ 927 ...

3.4.12 Umentwickeln von Potenzreihen

o0

Sei f(z) = > an(z —x0)" in I = (xg —r,xo + 7).
n=0

Fir z; € I gilt

r—Tog=T—XT1+2x1— X

und es ist nach dem binomischen Satz

Es gilt dann
o n

1) =33 ([ Janten — 20 Ko - )t

n=0 k=0

= Z b(x — x1)"
k=0

Was ist nun b;? Wir sind in |z — x1| < r — |21 — xo| auf der sicheren Seite:

3.4.13 Beispiel
o0

Esist > 2" = & in (—1,1). Umentwicklung von x = 0 auf z; = —3:
n=0

3.4 Potenzreihen
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3 Grenzwert und Stetigkeit

(&)

mit by = 3 () (3)" " =
n=k

1 1 _g 1

l—2 1—(z+3)+35 3 1-3(1+3)
2 o (2 1\\*
526 0)

k=0

o0 ) k+1 1 k
£
k=0

Daraus folgt ein Konvergenzradius r = 5.

3.4.14 Abelscher Grenzwertsatz

Konvergiert Z ayp, so konvergiert Z anz™ gleichmafig in [0, 1] und dabei gilt Z an = hm f(z).

n=0 n=0 n=0 r—1-
(o0}
Beweis: Seir, = > ai. Firn >mund 0 <z <1 gilt:
k=n
n+1
E apz® Zrkx—g rk+1x—2rkx—g r:cjl
k=m+1 k=m+1 k=m+1 k=m+1 Jj=m+2
n
_ Tm+1$m+l - Z Tk(l'k - :L'k_l)
k=m+2

Sei £ > 0. Dann gibt es ein ng mit || < ¢ fiir k > ng. Fiir 0 <z <1 und n > m > ny gilt also:

n
> at

k=m+1

n
’I“m+1CL‘m+1 _ Z T‘k(CL‘k _ xk—l)

k=m+2

<24e=3¢

Also gleichméafiige Konvergenz nach Cauchykriterium.

3.5 Exponentialfunktion und Logarithmus

3.5.1 Definition der Exponentialfunktion exp(z)

x
exp(z) = Z ) ist die Ezponentialfunktion oder Exzponentialreihe

n=0

3.5.2 Satz: Eigenschaften der Exponentialfunktion

Die Exponentialfuntkion ist stetig, streng monoton wachsend, exp(IR) = (0,00) und es gilt die
Funktionalgleichung

exp(z) - exp(y) = exp(r + y) (3.7)
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3.5 Exponentialfunktion und Logarithmus

Beweis: Die Exponentialfunktion ist stetig in IR als eine tiberall konvergente Potenzreihe, (3.7)
war Aufgabe 4a auf Blatt 6.
Monotonie: Sei x < y = x + h mit A > 0:

exp(y) = exp(z) - exp(h) > exp(z), falls exp(xz) >0

oo
exw(h) = 3

Setze nun in (3.7) y = —x. Dann gilt exp(x) - exp(—x) = exp(0) = 1. Also ist exp(—z) =

A" h2
—‘_1+h+5+--->1.

1
exp(z)’
insbesondere ist exp(z) # 0 und exp(0) = 1. Aus dem Zwischenwertsatz folgt dann, dafl exp(z) > 0
ist.

Ist ¢ > 0, so existieren z1,z2 € IR mit exp(z;) < ¢ < exp(z2), denn exp(z) =14z + - >z — ©

fir x — oo. = w9 existiert. Da aber auch exp(—x) = @ 0 fiir x — oo existiert auch x;.

Wende nun den Zwischenwertsatz auf die Ungleichung exp(z1) < ¢ < exp(x3) an. Daraus folgt, daf3
ein x € (r1,x2) existiert mit exp(z) = c. )

3.5.3 Definition des Logarithmus log x

Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion, der Logarithmus, existiert, ist stetig und ist streng
monoton wachsend in (0, 00). Es gilt:

log(z - y) = log(z) + log(y) (3.8)

Beweis: Alles bis auf (3.8) folgt aus dem Satz iiber die Umkehrfunktion.
Seien nun x = exp(s) und y = exp(t). Dann gilt:

log(z - y) = log(exp(s) exp(t)) = log(exp(s +t)) = s + ¢ = log(x) + log(y)
3.5.4 Satz

(a) 14z < exp(x) fir alle = # 0.

(b) 17 <log(l+z) <z fiir z > —1 und = # 0.

(c) exp(l) = lim (1+ %)n =e

n—oo

Beweis:

(a) Klar fiir x > 0 und fiir x < —1. Fiir —1 <z < 0 gilt:

exp(—x) = Z <Z e

n=0
S exp(r) = ——— > 14
exp(z) = oxp(—) x
(b) Es ist log(1l + z) < log(exp(z )) =x,dal+2 < exp(l+ z). Aulerdem ist —log(l + z) =
log (H%) log (1 1+x) < — 145 Daraus folgt, daf log(1+z) > {7 fir  # O und {7 < 1.
Wenn x > —1 und z # 0 ist, dannlst 1+xz>0und z <1+, also ITB < 1.
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3 Grenzwert und Stetigkeit

(c) Multipliziere die Ungleichung 177 < log(1 + z) < x mit 1 fiir z >0
log(1+x)

Sl <2 c1— 1
Fiir 2 — 0+ gilt dann lim 260+ — 1.
r—0+ z
. . . log(1+1
Es ist log(e) = nh_)ngo log (1+1)" = nh_}fg(} w —1.

n

Also ist e = exp(log(e)) = exp(1).

3.5.5 Bemerkung
(a) Fiir n € INg gilt exp(n) = e™.
(b) Fiir n € IN gilt exp(—n) =e™".

(c) Fiir r = 2 € Q gilt exp(2) = ™™ d.h. exp(r) =e€".

Beweis:
(a) Mit Induktion: exp(n + 1) = exp(n) - exp(1) = " - e = "1,

(b) exp(—n) =

xp(n)°

(c) Sei m = 1. Dann ist e = exp(1) = exp(n - 1) = (exp(%))™. Es ist exp(2) = {/exp(1) = elt/n
und exp(22) = exp(m - 1) = (exp(L))m = (l/mym = emin.

Abbildung 3.1: Vergleich der Exponential- und Logarithmusfunktion

Die Exponentialfunktion e* Der Logarithmus log x
ist stetig und ist stetig und
streng wachsend auf IR streng wachsend in (0, 00)
erTY = % . ¥ log(z - y) = logx + logy
e?>x+1firz#0 s <log(l+2) <z
firz>—-1,x#0
lim €1 = | lim e0te) _ g
z—0 ¥ x—0 x
lim e* = lim logx =
r—00 r—00
lim, ,_e*=0 liH(l) logz = —o0
T—
exp(IR) = (0, 00) log(0,00) =R
5 \ \ \ \ 3 \ \ \ \
4+ . 2 - .
3+ — 1r |
0
2 [ - L ]
1+ — 9 _
0 /pw/ L | -3 [ R N
3 -2 -1 0 1 2 3 0O 1 2 3 4 5
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3.6 Die trigonometrischen Funktionen

3.5.6 Definition von ¢* fur x € IR

Fiir # € IR definiert man e® := exp(z) und fiir @ > 0 und = € IR ist a® := e*1°89,

Bemerkung: Fiir r = g gilt:

erloga _ Gloga _ exp(l log aP) = (8% )1 = (qP)1/1 = qP/1 = o
q

3.5.7 Hyperbolische Funktionen

Sinus hyperbolicus:

et — e T & x2n+1
sinhz = —— =
2 ¢ (2n +1)!
Cosinus hyperbolicus:
e 4 e 7 o x2n
h = =
cosh x 5 7;) n)!

sinh z ist stetig, streng wachsend (e” und —e™* streng wachsend), ungerade.
cosh z ist stetig, streng wachsend in [0, 00), streng fallend in (—o0, 0], gerade.
Tangens hyperbolicus:

sinhz e*—e™® e -1

tanhx = = =
coshz e*+e® 2241

Cotangens hyperbolicus:

th coshz e**+1
cothz = =
sinhz 2% —1

Der tanh ist monoton: Es ist tanhx =1 — ﬁ
Damit ist €2 +1 /, 1t und damit =2 /.

Abbildung 3.2: Die hyperbolischen Funktionen

DN W o

-2
3
-4

3.6 Die trigonometrischen Funktionen

3.6.1 Definitionen und Satz

Die Funktionen
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3 Grenzwert und Stetigkeit

(&)

e @iy o — (=D"  2nt1
Sinus: sinz = ngo CIESYES
oo
. —1)"
Cosinus: cosx = ) ((2n))' a2
n=0 '

sind stetig in IR und es gilt:
(i) sin(—z) = —sinz (ungerade Funktion)
) cos(—x) = cosz (gerade Funktion)
(iii) cos(x +y) =cosx -cosy —sinx - siny
) sin(z +

sin y) =sinz - cosy + siny - cosx

Beweis: nur noch fiir (iii) und (iv):

S (_1)71 2n - (_1)n 2n
cos x cosy—zix Z Y
— (2n)! ~ (2n)!
_ f:zn: (=" ok (=1)" § y 2k ((2")!>
= (2k)! (2n — 2k) (2n)!
— ()" ¢ <2”) 2%, 2n—2k
=X | > Ty
—~ (2n) — 2k
— (_l)n Z (2n> 3, 2n—j
n=0 (2%)' 7<2n J
j gerade
. . o > <_1)n 2n+1 - (_l)n 2n+1
s1nw~smy—27(2n+1)!$ '2_4:)(2n+1)!y
Z Z k 22k+1 (_1)n7ky2(nfk)+l ((2n + 2)'
vt 2k+ (2(n — k) + 1)! (2n +2)!
0 _ )n (2n + 2)! . p2ktl ,y2n+2—(2k+1)

:2)@"*2)";:0 (2k+ 1) (2n+2— 2k —1)!

setzen+1=m

j ungerade

COST - CcOSY — sinx - smy—l—i—z @)l Z(j)xjy%]
=0

o0

(-1
(2n)!

(z +y)*"

! (z +1)?" = cos(z + )
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3.6 Die trigonometrischen Funktionen

(iv) selber machen.

3.6.2 Hilfssatz
(a) —% <cos(z)—1< —%2 + % fiir |z < V12

(b) m—%ggsinxgxfﬁrOSxS\/é

Beweis: Mit Leibnizkriterium:

> n
(a) Es ist Cos( )—1=>" (L% 221 Das Leibnizkriterium ist anwendbar,

(Zn)!
2n+2 =1
falls = (2n) > (gn o fir alle n gllt

d. h. falls (2n + 2)(2n + 1) > 22 fiir alle n,
d. h. falls (2 +2)/2 + 1) > 22, also falls |z| < +/12. Dann ist

2 g2 A

x
—?Scos(x)—l T—FE

(b) Hier ist genauso das Leibnizkriterium anwendbar, falls
:L‘2n+1 < $2n—1
(2n + 1) (2n —1)!
— 22 < (2n+1)2n firallen >1
= :L’2§6, alsofallsoga:g\/é

fir allen >1

3
x—ggsmxgscfur()gﬂsg\@

3.6.3 Die Zahl «

Der Cosinus besitzt eine kleinste positive Nullstelle: g Es gilt:
1,4%\/§<g< 6—VI2~1,6

Beweis: Es ist

2 :UQ $4

x
1-—< <1_7 -
5 CoS T —|—24

Die Nullstellen von 1 — % + % sind £v6 — +/12.

Es ist cos0 = 1, cos(z) > 1 — % > 0 in [0,/2] und es ist cos(v/6 —+/12) < 0. Nach dem

Zwischenwertsatz hat cosz eine kleinste positive Nullstelle Z, die in (v/2,v/6 — v/12) liegt.

3.6.4 Einfache Eigenschaften von Sinus und Cosinus

(a) sin®z +cos?x =1

(b) cos(m/2) =0, sin(r/2) =1

(c) sin(x + m) = —sinz, cos(z + ) = —cosx

(d) sin(x 4 27) = sinz, cos(x 4 27) = cosx
sinx cos(x)—1 1

(e) m~>0 - 1 iHO % -2
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3 Grenzwert und Stetigkeit

Beweis:
(a) Setze y = —x in (iii):

cos0=1=cosz - cos(—zx) — sinz - sin(—x) = cos? z + sin’ z

(b) cos§ =0 = sing =1 (oder —1) nach (a), aber sinz > z — % > —1 fiir v = 7.

(c) sin(z + §) =sinz-cos § +cosx-sin § = cosx
cos(x + §) = —sinz -sin § = —sinw
sin(z + ) = cos(z + §) = —sinz
cos(x + ) = —sin(zr + §) = —cosz

(d) sin(z 4 2m) = —sin(z + 7) = sinz. cos genauso.

(e) Si%: > é;}r):)!:c2":1+~-—>1fi'1ra;—>0.

n=0
o0
cos -1 —1)n _ 1 1 1 .o
(;2) =X ((Zn))! 27 = — g 4 gt — =5 firz — 0.
n=1
I ! ‘
1+ . L=

VARV

| | | | | | | |
-m-m/2 0 w/2 7w -m-m/2 0 w/2 7w

Abbildung 3.3: Sinus und Cosinus
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