4 Differentialrechnung!

4.1 Differenzierbare Funktionen

4.1.1 Definition

Es sei f: I — IR (I Intervall) un zg € I.
f heilit differenzierbar in xg, wenn der Grenzwert

i J@) = flaw) _

T—T0 xr — JZO h—0 h

existiert. f'(zp) ist die Ableitung (der Differentialquotient) in x, auch geschrieben als 3—f(x0).

x
f(z) = f(wo)
Tr — X0
von f an den Stellen z und z( schneidet.
f heiBt differenzierbar, wenn f’(z¢) in jedem xo € I existiert. Wenn f’ sogar in [ stetig ist, so heif3t

f stetig differenzierbar: f € C1(I), d. h. f ist differenzierbar und f’ € C°(I).

ist der Differenzenquotient. Er stellt die Steigung der Geraden dar, die den Graphen

4.1.2 Bemerkungen und Beispiele

(i) Wenn f in z¢ differenzierbar ist, so ist f auch stetig in .

(ii) Sei f(x) = ¢ konstant. Dann ist f'(z) = 0.

d
(iii) Es ist %ex =e".

d
(iv) Esist —sinx = cosx, — cosx = —sin .
dz dz

1
(v) Es ist ilog:p = — fiir z > 0.
dx x

Beweis:

(i)

lim (f(2) — f(xo)) = tim LD =TT )
T—x0 T—To T — X
= f(x0)-0=0
(i) klar.
(i)
e"th —e®  em(eh—1) el —1 h0
n h “Th
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4 Differentialrechnung

(iv) Hier nur fiir den Sinus:

sin(z +h) —sinxz  sinxcosh + cosxsinh — sinx

h h
cos(h) — 1 sinh

= sin(x)T + cos(x) -

—1
— sin(z) - 5 0+ cos(z) - 1

=cosz fur h — 0.

(v)
log(z + ) —log(z) _log(x(1 + 1)) — log(x)
h h
:log(m‘) +log(1+ 2) — log(x)
h
_log(1 + by
= @ -

<log(1t+ D gt 0)

1
——furh —0
T

4.1.3 Differentiationsregeln

Sind f und g differenzierbar in xy (oder in /) und ist A € IR, dann sind die folgenden Funktionen
ebenfalls differenzierbar:

(1) f+ g. Dabei ist (f + g)'(xo) = f'(x0) + ¢'(20)-
(2) Af. Dabei ist (Af) (x0) = Af'(x0).

(3) f-g. Dabeiist (f-g)'(zo) = f'(z0)g(z0) + f(z0)g'(x0)-

F talls o(x abei st [ , oy = 4 (@)g(wo) — f(z0)g'(x0)
(4) L. alls g(ao) # 0. Dabei ist (g) (o) e .

1\" —¢
Insbesondere ist () = .

9 9
Beweis:
(3)
f(@)g(x) — flzo)g(wo) _ f(2)(g(x) — g(x0))
S o) () o)
z — 70

— f(x0)g'(z0) + g(0) f' (o).
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4.1 Differenzierbare Funktionen

1
(4) Beweise zuerst den Spezialfall —:
g

g(x) # 0, g stetig in zg, also ist g(x) # 0 in einem Intervall (z, — 0, zo + 9).

11

9@ ~gwo) _ 9(xo) —g(z) 1
T — x0 r—x9  g(x)g(xo)
——g’(x0) e
~ —g' (o)
g%(o)
Nun i:
g

4.1.4 Umformung der Definition
Sei f: I — IR und z¢ € I. Dann ist

_ B) —
QSILIIC}O W - f/(xo) - I%li% f(xo : }1 f(xO)
s gy J@oHR) = flao) = f(z0) _
h—0 h
=:r(h)

< f(zo+h) = f(xo) + f(x0) - h+ h-r(h) mit r(h) — 0 fiir h — 0

f(zo) + f'(z0) - h ist Approximation von f(zo + h) in der Ndhe von h = 0.

4.1.5 Kettenregel

Seien g: I — J und f: J — IR mit Intervallen I und J. Ist g differenzierbar in zg € I und ist f
differenzierbar in yo = g(xo), dann ist f o g, (f o g)(x) := f(g(x)), differenzierbar in z¢ und es gilt

(fog)(zo) = f'(yo) - ¢ (o).

Beweis: Es ist
(1) g(zo+ h) — g(zo) = ¢'(x0) - h+ h-r(h) mit r(h) — 0 fiir h — 0
(2) flyo+k)— f(yo) = f'(yo) -k + k- o(k) mit o — O fiir k — 0

Damit ist

(fog)@o+h)—(fog)(xo)—h- f'(yo)-g'(x0)
= f(g(wo+ h)) — f(yo) =h- f'(y0)g (x0) = (¥)

®

Dabel ist

® = f(g(zo + h)) = f(yo)
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4 Differentialrechnung

mit k = g(zo + h) — g(xo)

= f(yo + k) — f(%0)
2 ' (yo) - (9(wo + ) — g(x0)) + (g(wo + h) — g(z0)) - 0(k)

) (
Y F(yo) - (g'(x0) - b+ - 7(R)) + ¢ (x0) - ho(k)
= f'(y0)g'(x0) - h+h- (f'(yo) - 7(h) + ¢'(x0) - 0(k))

Fir h — 0 gilt dann: k = g(xo + h) — g(zo) — 0 und p(k) — 0. Daraus folgt dann fiir (x):
() = f'(yo)g'(z0) - ho + h - R(h),

wobei R(h) = f'(yo) - r(h) + ¢'(20) - 0(9(x0 + h) — g(z0)) — 0 fiir h — 0.
Also: (f o g)'(z0) = f'(y0)d' (o).

4.1.6 Beispiele

(1)
dﬁ COST _ ,COST | (i) o
T
(2) Fiir z > 0 und o € IR ist
d a __ d alogzr _ _alogzx 1 _ a—1
@.ﬁ = %6 =€ C!; = Q-

4.1.7 Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion

Sei f: I — TR stetig, injektiv und differenzierbar in 2o € I mit f’(z¢) # 0. Dann ist f~': J =
f(I) — I differenzierbar in yo = f(xo) und es ist

v B 1 B 1
U w0) = 7y = F o)

Falscher Beweis: Mit Kettenregel. Es gilt: f(f~1(y)) = y. Differenzieren liefert
d
W) =) (W)

N B 1 1
= (f ) (yO) - f,($_1<y0)) - f/(xo)'

Dieser ,Beweis® ist aber nur richtig, falls sicher ist, dal f~! in g differenzierbar ist.

Beweis: Es ist yo = f(x0) und zg = f~!(yo). Setze yo + h = f(x¢ + k), also ist k definiert durch
k= f""(yo+h) — o #0.

Damit gilt dann:
f (yo + 1) — f (o) 1

h _M’

Fiir h — 0 folgt k£ — 0, da f~! stetig ist, und damit ist

T ypo+h) =) 1
h f!(wo)”
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4.2 Die Mittelwertsatze der Differentialrechnung

4.1.8 Beispiele
(1) Es ist
d 1 1 1 1
——l0gy = = = = -
dy dx ; z=logy ’ z=logy y
(2) Es ist
d 1 1 1 1 1.4
dy % " =y natl =1y ny _% n

4.1.9 Hohere Ableitungen

Sei f: I — IR mit einem Intervall I. Wenn f differenzierbar ist, ist f’ die Ableitung. Wenn f’
differenzierbar ist, ist (f')’ = f” die 2. Ableitung von f und wenn f” differenzierbar ist, dann ist
(f") = f" die 3. Ableitung von f.

Allgemeiner: Es ist (O = f f() = f' Induktiv wird weiter definiert: f(*+1) = (f()’_ Dabei ist
™ die n-te Ableitung von f. Es werden dann folgende Mengen definiert:

Dabei gilt:
Co(N) 2CH 1) 2C*(1) 2 - 2 C=()

4.1.10 Leibnizregel

g™ =3" <Z> 0 gn0)

v=0

Beweis: mit Induktion: Fir n = 1 ist dies die Produktregel. Fiir n — n + 1: Aufgabe. Tip:
Vergleiche mit dem Binomischen Lehrsatz, 1.5.6 auf Seite 12:

i =3 (M)awe

v=0

4.2 Die Mittelwertsatze der Diff.-rechnung

4.2.1 Definition: Minimum, Maximum

Sei f: I — IR und zp € I. f hat in zp ein Minimum bzw. Maximum, wenn f(z) > f(xg) bzw.
f(z) < f(xp) fiir x € I, |[x — x| < 0 fiir ein § > 0. Gilt f(z) > f(xo) bzw. f(z) < f(xg) fir x € I,
0 < |z — xo| < 9, so heifit zp Stelle eines strikten Minimums bzw. Maximums.

4.2.2 Bemerkung

Ist z¢ kein Endpunkt von I und hat f in xg ein Extremum (Minimum oder Maximum) und existiert
f'(wo), so ist f'(x9) = 0.
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4 Differentialrechnung

Beweis: Fiir den Fall eines Maximums. Es gilt f(zo+ h) — f(x0) < 0 fiir kleine |h|. Daraus folgt:

f(zo+h) — f(zo) <0, firh>0 noo <0, fiir h > 0 .o
h >0, fir h <0 f(xo)zo’fﬁrh<0 = [(z0) =0

4.2.3 Satz von Rolle

Ist f: [a,b] — IR stetig, f(a) = f(b), und ist f differenzierbar in (a,b), so gibt es ein & € (a,b) mit
f'(€) =o0.

Beweis: Klar fiir konstantes f. Sonst hat f ein Extremum in £ € (a,b). Dort ist f/(£) = 0.

4.2.4 Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Ist f € C°([a,b]) differenzierbar in (a,b), so gibt es ein ¢ € (a,b) mit
£0) ~ 1(a) = (6~ ) 1(€) bow. TO=IO o)

Beweis: Sei g(z) = f(x) — f(b)_ (“)( a). Es ist g(a) =
und diffbar in (a,b). Nach dem Satz von Rolle existiert ei

g = re- 101

g(b) = f(a). AuBerden ist g € C°([a, b])
¢ € (a,b) mit ¢’(¢) = 0 und damit
@)

4.2.5 Beispiele

(1) Behauptung: sinz < z fir x > 0.
Beweis: N
sinz = sinz —sin0 "= (x —0)-cos§ mit £ € (0,2) <z

(2) Behauptung: log(1 + ) > 7 fir z > —1.
Beweis: Es ist

log(1 4+ ) =log(1+z) —log(l14+0)=(z —0)—— =

Firz > 0,0 < ¢ < z gilt:
1 - 1 T S x
—
1+¢ 1+=z 1+4¢° 1+z2

Fir -1 <z <0, x <& <0 gilt:

1 < 1 x S x
—_—
1+¢ 1+=z 1+4¢° 1+z2

(3) Esist tanx = % der Tangens. Fiir die Ableitung gilt:

ta sinz\’ cosz-cosz —sinx - (—sinx)
— tanx = =
dx CoS T (cosx)?
1 s
= ——=1+(t 2> 1fir0<z< =
(cos 2)? + (tanx) ur T <3

Behauptung: tanz > x fiir 0 <z < 7.
Beweis: tanz = tanz — tan0 = (x — 0) - (tan)’(§) > = mit £ € (0, z).
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4.2 Die Mittelwertsatze der Differentialrechnung

4.2.6 Satz
Sind f und g stetig in [a,b] und differenzierbar in (a,b) mit f* = ¢’ in (a,b), dann gilt f = g+ ¢

mit einer Konstanten c.

Beweis: h = f — g ist stetig in [a, b] und differenzierbar in (a,b). Es gilt A’ = f' — ¢’ = 0. Seien
nun z,y € (a,b). Dann ist h(y) — h(z) = (y — )W’ () = 0, d. h. h ist konstant.

4.2.7 Satz

Sei f stetig in [a, b] und differenzierbar in (a,b) mit f'(z) — ¢ fiir x — a. Dann ist f differenzierbar
in [a,b) mit f'(a) = ¢ = lim f'(x).

Beweis: Sei z € (a,b). Dann gilt

J@) = (@) MWS 1oy g ein € € (a, ).

x—a
Fiir z — a folgt £ — a, alsoM—%.
T—a

4.2.8 Aufgabe

Zeige: Sei f stetig in (a,b) und differenzierbar in (a,c) und (¢,b) mit ¢ € (a,b).
Existiert dann lim f'(z) = ¢, so ist f'(c) = £.

4.2.9 Verallgemeinerter Mittelwertsatz

Sind f und g stetig in [a, b], differenzierbar in (a,b), so gibt es ein £ € (a,b) mit

beziehungsweise

Beweis: (Der Sonderfall g(x) = = entspricht dem Mittelwertsatz)
Zuerst ein FALSCHER BEWEIS: Es gilt:

fb) = fa) = f'(&)(b - a)

g9(b) — g(a) = ¢'(&)(b — a)
Falls g(b) — g(a) # 0, dann kann dividiert werden:
= verallgemeinerter Mittelwertsatz. FALSCH! Denn i. A. ist & # &!
RICHTIGER BEWEIS: Sei h(z) = (f(b) — f(a))g(z) — (g(b) — g(a)) f(z).
h ist stetig in [a, b], differenzierbar in (a,b). Es ist

h(a) = f(b)g(a) — f(a)g(b)

h(b) = = f(a)g(b) + f(b)g(a))

= h(a) = h(b)

Nach dem Satz von Rolle existiert nun ein § € (a,b) mit A'(§) = 0. Damit gilt:

0= 1) = (f(b) = f(a)g'(€) — (9(b) — g(a)) f'(£)
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4 Differentialrechnung

4.2.10 Regel von de I'Hospital

1. Form: Seien f und g stetig in [a,b) und differenzierbar in (a,b).
AuBerdem sei f(a) = g(a) = 0, sowie

lim f(z)
v—a g'(x)

existiere. Dann gilt:
lim —f(x)
v—a g(x)
Sonderform: Seien f und g in (¢, 00) stetig und differenzierbar.
Auflerdem sei lim f(z) = lim g(z) =0 und

L

Dann gilt

Dann gilt:

Beweis:

1. Form:

flx) _ f(x) = fla)
g(x)  g(z) —g(a)
va. Mws f'(§)

g'(€)
Sonderform: Sei F(z) = f(1), G(z) = g(2) in (0,2). Es ist F(z) — 0 und G(z) — 0 fiir  — 0.
f'G)-=

g'(

)- =2

fiir ein € € (a,x).

Fla) _

Gl -t

HM—‘H\»—‘

2. Form: Sei0<e < i:

Es existiert ein ¢ € (a,b) mit ’g:gz)) — L‘ <efira<z<ec

<efira<z<d.

Es existert ein d, a < d < ¢ mit ‘}cé—?‘ < € und ‘

g(x)
Sei nun a < z < d. Dann ist

f@) @ -1 1"
9(@) 9(z) —9(c) 1- 49
va. MWS
_ e 1O

0o "t
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4.3 Anwendungen der Differentialrechnung

179(0)
H(x)zig(m),wobei;r<§<c
1-
(z)
f(e) 9
!
‘f(w)_L‘<5+f(§) [@) ~ 9@
g9(z) g'( ’1_
2
<a+(|Ly+a)-1_E

2e
<5+(|L|+ ) =5
4

=const-efira<z<d=a-+d.

= Behauptung.

4.2.11 Beispiele

(1) 1
1 S
lim ~2% — lim £ =0
T—00 I z—o0 1
(2) , ‘
sinh x . coshz . sinhxz
im = lim — = lim
z—oo coshx  z—oo sinhx  z—oo coshx
direkt:

T _ o . 1— 67213

—2r

e
im — im
z—oo e +e7%  z—ool4e

4.3 Anwendungen der Differentialrechnung
A Monotone Funktionen
I = (a,b), [a,b), (a,b], [a,b]. f: I — IR stetig, differenzierbar in (a,b).

4.3.1 Satz
1. f monoton wachsend [fallend] < f'(z) >0 [f'(z) <0]ina <z <b.

2. Ist f/(z) >0 [f(z) < 0] in (a,b), dann ist f streng wachsend [fallend].

Beweis:

(i) w=" Seiz,x+h, h>0

Also ist f wachsend.

(ii) = f'(¢&) > 0: f(y) — f(x) > 0, streng monoton.
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4 Differentialrechnung
4.3.2 Beispiel: f(z) =z -logx
Sei f(z) =xlogx und I = (0,00). Es ist

1 >0 firz>1
f/(a:)zlogac—l—a:x:log:c—&—l{ s

Es gilt auflerdem: lim f(z) = 0.

x—0

S = N W oA W
I
|

1 L 1 x x
01/e 1 2 3 4

Abbildung 4.1: f(z) =z -logz

B Konvexe Funktionen

I und f wie vorher.

4.3.3 Definition: konvex

f heilit konvex, wenn fiir beliebige z,y € I und 0 < t < 1 gilt:

fly+ (1 —t)z) <tf(y)+ (1 —1t)f(z)

Interpretation: Sei z =ty + (1 — ¢)z. Fiir z < y gilt dann:

tly—z)=2z—ux, t:z—x’ 1-t=9"%
y—x y—x
Umgeformte Definition:
z—x y—2z )
< . : =1(z)1
F6) < 222 p) + 22 (@) = 1(2) e

<0 fir0<az<?l’

(4.1)

(4.2)

Bedeutung der 2. Definition: f ist konvex im Intervall (a,b), wenn fiir beliebige x,y mit a < x <
y < b gilt, dafl der Graph von f unterhalb der Geraden liegt, die die Funktion zwischen den Stellen

a und b verbindet.

4.3.4 Satz
f ist genau dann konvex, wenn fiir x < z < y beliebig gilt:
G~ @) _ f) -~ )
2= B Yy—z
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4.3 Anwendungen der Differentialrechnung

Beweis: (4.2) <= (4.3):

z—x Y —z

J@) < o= )+ = @)
¢:lﬂ@@+%1—ﬂ)§y:zf@%+z:;ﬂ@

Y — 2= Yy—z
= ) e S ) (@)

y—
= fEez—2)+f2)ly—2) < f
= f(2)y—2) = flx)(y—2) < fly)(z—2) = f(2)(z —2)
f(2) = flx) _ fly) = f(2)

z—x Yy—z

W)(z =) + f(x)(y — 2)
)

IN A

IN

—

4.3.5 Satz

(a) Ist f differenzierbar in (a,b), so ist f genau dann konvex, wenn f’ monoton wachsend ist.

(b) Ist f zweimal differenzierbar in (a,b), so ist f genau dann konvex, wenn f”(x) > 0 in (a,b) ist.

Beweis: Zuerst fiir (b): Aus (a) folgt (b), denn: Wenn f” existiert gilt
fle =) =0
Jetzt der Beweis fiir (a):

»=" f sei konvex und differenzierbar: Aus (4.3) folgt:

f(y) — f(=)
Yy—T

f(z) < fir z -z
y—z

Daraus folgt:
f(@) < f(y)

=" [’ sei monoton wachsend. Weise nun (4.3) nach:
Seien £ und 7 beliebig mit x < £ <z <n < y:

)= ) waws g -
— % = (4.
= JEI S 1) > g

C Die Arcusfunktionen

4.3.6 Arcustangens

Definition des Tangens: tanx = g(‘)‘;i Esist tan: (—7, 5) — IR und fiir die Ableitung gilt: 7 4 ~tanz =

1+ (tanz)? > 1 > 0. Also ist der Tangens streng wachsend. Zusétzlich gilt: lim tanz = +oo und

T3
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4 Differentialrechnung

9 L i
T/2 —
L 1 /
0 0
1l _
'W/2*x x Lo
2 T 3 2 1 0 1 2 3

-m/2 0 /2

Abbildung 4.2: Tangens und Arcustangens

lim = —o0.
z——I

2
Fiir die zweite Ableitung gilt:

2

d 0 in (O
tanx:2‘tanx-(1+(tanx)2){> in (0. %)

2
dax? <0 in(-%,0)

Der Tangens besitzt eine Umkehrfunktion, den Arcustangens: arctan: R — (=73, §). Es gilt:

1 1
—arctany = ————— =
dy 1 + (tanx)Z r=arctany L+ y2
d? " —2y
——arctany = ——5—
dy? CENTIE
4.3.7 Arcuscotangens
. . cosx )
Der Cotangens cot: (0,7) — IR ist definiert durch cotx = ——. Es ist
inz

d
o cotz = —1 — (cot z)?

Die Umkehrfunktion ist der Arcuscotangens: arccot: IR — (0, )

_ ty =
a0y arccot y 1542

4.3.8 Arcussinus

Fiir den Sinus gilt: sin: [-F, 7] — [~1,1] und

—sginz =cosx > 0
dzx
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4.3 Anwendungen der Differentialrechnung

2 T 3 2 1 0 1 2 3
|
0 /2 v

Abbildung 4.3: Cotangens und Arcuscotangens

/2

/2 x [
-1.5 -1 -05 0 05 1 1.5

Abbildung 4.4: Arcussinus

in (=%, %). Der Sinus ist also streng wachsend in [—7, 7].

Die Umkehrfunktion des Sinus ist der Arcussinus arcsin: [—1,1] — [, %2] Es gilt:

1
— arcsiny =
dy cosx r=arcsiny
1 1
S - - _in (-1,1)
1- (sma:) r=arcsiny 1- Yy
d2

. 1 _ _
diyz arcsiny = —5(1 — y2) 3/2. (—2y) =y(1 - y2) 5/2

4.3.9 Arcuscosinus

Fiir den Cosinus gilt cos: [0, 7] — [1, 1] und

—cosx = —sinz < 0
dx
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4 Differentialrechnung

Die Umkehrfunktion ist der Arcuscosinus arccos: [—1,1] — [0, 7. Es gilt:

1
—— arccosy = ;
dy —Ssmr T=arccosy
_ 1
1 — 2
m
/2 —
0 | | |

-15 -1 -056 0 05 1 1.5

Abbildung 4.5: Arcuscosinus

D Differentiation und gleichmaBige Konvergenz

4.3.10 Beispiel

Sei f,(z) = || in [~1,1], n € IN. Es ist
! 1 1
x>0: f(x)= 1—1—H xn

2 <0 fl(z) = (1 + i) (—a)i(=1) = — (1 + n) o[
fn(0) =
fate) = (14 1) -sign(o) ol
Betrachte f,,(z) und f} (z) fiir n — oo:

glm.

fulz) = lz| = f(z)
f(z) ist nicht differenziervar in z = 0

fr(x) phtw. 1-1-sign(x)

n

f}(x) konvergiert nicht gleichméafig gegen f'(x).

4.3.11 Satz

Sei f,, € C1(I) im Intervall I, f,(z) konvergiere punktweise in I gegen f(z) und f/ () konvergiere
gleichméBig in I gegen g(z). Dann ist f € C'(I) und f’ = g. Oder

(lim fn(a:)>/: lim f/(x)

n—oo n—oo
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4.3 Anwendungen der Differentialrechnung

Beweis: g ist stetig, wegen der gleichméfiigen Konvergenz von f/ (x). Sei nun € I und ¢ > 0:
1. Es existiert ein § > 0 mit |g(x) — g(§)| < e fiir alle £ € I mit | — x| < § (Stetigkeit von g).
2. Es gibt ein ng mit | f], (&) — g(§)| < ¢ fiir alle £ € I und alle n > ng (glm. Konvergenz f], — g).
3. Es gibt ein ny mit |f(x) — fo(x)| < e fiir n > ny. Gilt fiir A nun 0 < |h| < 4§, so folgt:
(&) = Fal@)] < |h = fiir n > ny
|f(x+h)— fu(x+h) <|h| e fiirn>mn

Fet ) = I o) = | 2RI 1) 4 () — o)
+f($+h) _}lfn(x"i_h) + f(x> _hfn(x)
R
teteete
2. 3. 3.

VS 1) — fo(a)] + 3

= [(f'(€) — 9(&0)) + (9(En) — g(2))

+g(z) — fi(2)] + 3¢
<\5’/+ e —+ 5 +3e = 6¢

2. 1. 2

fiir 0 < |h| < 4, also ist f/(z) = g(x).
4.3.12 Folgerungen

oo o0

Folgerung 1: Seien f,, € C1(I), f(x) = 3 fn() konvergiere punktweise in I und > f!(z) = g(z)
n=0 n=0

konvergiere gleichmifig in I. Dann ist f € C'(I) und f' = g:

@:nm)=§3mw
n=0 n=0

o0
Folgerung 2: f(x) = Y an(x — o)™ habe Konvergenzradius r > 0. Dann gilt:

n=0

(0.9)
= Z nay (z — o)
n=1

= Z(n + Dapt1(x — zo)"

oo
Folgerung 3: Sei f(z) = > an(z — x0)" in I = (2o — r,290 + r). Dann ist f € C*°(I) und fir
=0
m=1,2,... gilt: !

oo
Znn—l (n—m+1)ap(x —x0)"™"
n=m
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4 Differentialrechnung

Beweise:
Folgerung 1: Betrachte z,(z) = > fi(z) und s),(z) = > fi.(x).
k=0 k=0
Folgerung 2: f,(x) = an(x — x0)", fn € CY(I), I = (29 — 7,20 + 7).
Sei0 < o< r, J,=[xg— 0,20+ 0]

[e.°]

Y (n+ 1Dapti(x — zo)™ hat Konvergenzradius r > 0, denn:

n=0

— — 1
lim {/(n+1)|apt1] = lim V/]aps1 = —
n—00 n—00 r

o0
= GleichméBige Konvergenz von ) (n+ 1)ap41(x — xo)" in J,.

n=0
= f e CY(J,) und f' =g in J,.
Dal= | J, = feC(I)und f'=ginI.

0<po<r

Folgerung 3: Mit Induktion nach m. Selber machen.

4.3.13 Beispiele
(1)

n!
n= n=1
o xn—l e " N
= — — =
n—1)! Z n!
n=1 ( ) n=0

(2) Logarithmusreihe: Fir —1 <z < 1 gilt:

X _1yn—-1
log(1+z) = Z Lx”

n=1 n

Beweis: )
o - (_1)11— n
f(@) —nzl a—

hat Konvergenzradius 1. Es ist f(0) =0, log(1 + 0) = 0.

n
n=1
=Yyt
k=0
1 d
= = —log(1
1+x dzx og(1 +2)

= log(l+ ) = f(x) in (—1,1). Fiir z — 1— gilt:

log 2

(—1)n-1 . Abelscher Grenzwertsatz
> ~—— konvergiert

Also:log2:1—%+%_%j:...
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(3) Arcustangensreihe: Fir —1 < x < 1 gilt

[eS) (_1)n
t — E N ) 2n+1.
arctan x Z om T 1(I,'

Beweis:

o - (_1)n 2n+1
f(x)—g%ﬂx "

hat Konvergenzradius 1.

fla) =Y (=1
n=0
=3 ()
n=0
= 71 = arctan x
T 1422 dr

Also ist arctanx = f(z) + ¢ mit einer Konstanten c.
Fiir x = 0 ist arctan(0) = 0 und f(0) = 0. Also ist ¢ = 0.

4.4 Der Satz von Taylor
4.4.1 Beispiele
1. Beispiel: f(z) — iojoanxn in (—r, 7).
fe C“((—r,r;), Fm@) = 3 nn—1)...(n—m+1)ana™m

n=m

Fiir z = 0 gilt: f™(0) = m(m —1)...1 apy,. Also a,, =

m)!

(n)
Frage: Sei f € C*°(I) und a, = f™(a) firn=0,1,2,....

n!
Gilt: f(z) = > ap(z —a)?

n=0
NEIN!

2. Beispiel: Sei

0 firz =0
f) = {61/12 fir x #0

Behauptung: Es ist f € C®°(IR) und f"™(0) =0 fiir n =0,1,2,...

oo f(n)
Damit ist f(z) # > (©)
n=0

Beweis: Zeige

xn
n! '

Pn l 71/332 f
£ (2) = (3)e tlr x#0
0 firz =0

mit P, =Polynom vom Grad 3n.
Beweis durch Induktion:

£ (0)

4.4 Der Satz von Taylor
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4 Differentialrechnung

n=0: FP(zr)=1 lirr(l)efl/m2 =0 = f(0).
r—
n— n+ 1: Fir x # 0 ist nach . V.

F0D () = pr (1> ey p, <1> o1/a? 2
X X X
L) 2 ()
X Xz Xz xr

Poi(y) =—y* Pi(y) +2-y° Puly)
~——

Setze % =y

—
Grad=3n—1 Grad=3n+3
1
lim f™(z) = lim P, < > e V7 = lim Py(y)e ¥ £0
z—0 z—0 xT Y—00

Sei |y| > 1. Dann gilt

1Pa(y)] = |co+ cry + -+ + cany®]
< (lcol + ler] + -+ + |esnl) - 4"

—C. y3n
Gilt nun 33" - e=¥" — 0 fiir y — oo?
3n 3n 22! .
L < = R
€ 2n)! Y

iy—% y y22n
k!
k=0

(2n)!
= lin% f(x) = 0.
Nach einem fritheren Satz existiert dann auch £ (0) = 0.

4.4.2 Hilfssatz

Sei I ein Intervall und a € I. Ist f nun (n + 1)-mal differenzierbar in I mit f(a) = f'(a) = - --
f™(a) = 0, dann gilt fiir z € I und z # a:

f@) e
(x —a)"tt  (n+1)!

¢ liegt dabei zwischen x und a.

Beweis: mit Induktion.
n =20

Tl = 1) aaws g1
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4.4 Der Satz von Taylor

n—mn+1: Sei g = f".
g ist (n + 1)-mal differenzierbar und g(a) = --- = ¢ (a) = 0.
Induktionsvoraussetzung:

fllz) —_ gl@)  g"t(E
(xr —a)*tt  (z—a)*t! (n+1)!
Induktionsschluf:
flx)  wnws f'(&) _ gt
(x — a)nt? n+2)(& —a)l (n+2)(n+1)!
FI2(€)
" (n+2)!

Dabei liegt &; zwischen a und z und & liegt zwischen a und &;.

4.4.3 Definition: Das Taylorpolynom

f sei n-mal differenzierbar im Intervall I und a € I. Dann heifit

(g
Ty(wia) =3 T e o
k=0

n-tes Taylorpolynom von f.

4.4.4 Bemerkung

£ (g
f(x):zf n'( )(:U—a)" <~ Ty(z;a) — f(x) fir n — oo (4.4)
n=0 ’

Es gilt Ték)(x; a)|p—a = f®)(a) fir k=0,1,2,...,n.

4.4.5 Satz von Taylor

Ist f (n+ 1)-mal differenzierbar in I und ist a € I, dann gilt
f(z) =Th(z;a) + Ry(x;a)

mit (nt1)
n
f (5) ({L’ o a)nJrl‘
(n+1)!
Dabei liegt ¢ zwischen a und z. IR,, heifit Lagrange-Restglied. Ist f € C*°(I), so gilt (4.4) genau
dann, wenn R, (z;a) — 0 fiir n — oo.

R, (x;a) =

Beweis: Setze g(z) = f(z) — Th(x;a). g(x) ist (n 4+ 1)-mal differenzierbar und g(a) = ¢'(a) =

o =gM(a) = 0.
Hilfssatz = Es ex. ein £ zwischen a und z, so daf}
(n+1) (n+1)
. . . g (5) _ n+1l __ f (€> o n+1
R, (x;a) = g(x) = EE (x—a)" = CEn (x—a)",
da f(n+1) — g(n+1) +T7(Ln+1).
0
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4 Differentialrechnung

4.4.6 Beispiele
1. Beispiel: Behauptung:

k=0
Sei a = 0:
f0)=1
F'(z) = a1 +2)°!
f'(@) = ala = 1)1 +2)*?
fP@) =al@—1)... (@ —n+1)(1 4 z)*™"
™ ala—1)...(a —=n+1) o
n'( ) - : n! <n>
Damit sind:

Behauptung: Fir -1 <z < 1 gilt

AL

k=0

Beweis: fur—f<:n<1 Zuerst fiir 0 < x < 1: Sei 0 < £ < x und wahle n > a:

(%) (0)

oo
weil Y (¢)a™*! fiir —1 < 2 < 1 konvergiert.
n=0

ntl nooo o

| R (23 0)] = x

n+1| 1_’_€)a n— 1|_
————

(
<(1+40)a—n-1=1

Nun fir —1 <z < 0: Sei x < £ < 0 und wahle n > a:

im0 =| (2 )| e[ <[ 0)] e (L

<(140)an-1=1
R, (x;0) — 0 fiir n — oo, falls %lel <1 < |z| < i Hier:z> -1

2. Beispiel: Die Arcussinusreihe:

Behauptung:
arcsinx = x + z® + L3 z° + L35 z’ +
- 23 2145 2:4-6-7
—1
—§ L R
2n+ 1)
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4.5 Extremwertrechnung

Beweis: Fiir —1 < 2% < 1, d. h. fiir [z < 1 gilt:
, 1
— arCSIN ¥ = —F——
dx V1—2?
= (1- x2)71/2

o0 1
= < 2)(—962)” (vgl. 1. Beispiel)

X /1
f(z) = nz ( ng) (=" an T hat Konvergenzradius 1

f(z) = Z < n2> (—1)"z?" = \/11_7 == arcsin x

Aus arcsin(0) = 0, f(0) =0 und f/(z) = % arcsin x folgt: arcsinx = f(x).
Betrachte nun die Stelle 1:
S T & BUSIE SIES
1-2...n
1-3-5...(2n—1)
2.4-6...(2n)

o0

Z1-3-5...(2n—1) 1,

2-4-6...(2n) 2n+1

n=0
Falls konvergent: Wert nach dem Abelschen Grenzwertsatz

. . ™
= lim arcsinz = 5

,Z‘—)l

Konvergiert diese Reihe?

ZNZI...(in) 1 y M1 2n—1) 22!
. = |lim .
— 2...(2n) 2n+1 o ot 2...(2n) 2n+1
T
< —
=3

= Konvergenz.

4.5 Extremwertrechnung

4.5.1 Definition: relatives Minimum/Maximum

Sei f: (a,b) — R, z¢ € (a,b). f hat in xg ein relatives Mazimum [Minimum], wenn es ein § > 0
gibt mit f(zo) > f(x) [f(z0) < f(z)] fir alle z € I mit |x — zo| < 4.

4.5.2 Satz

Ist f: (a,b) — IR differenzierbar, so gilt:

(1) Hat f in 2o € (a,b) ein relatives Extremum, so ist f'(zg) = 0.

(2) Wechselt f"in zo das Vorzeichen, so hat f in x( ein relatives Extremum.

(i) Ist f'(z) < 0in (zg — d,20) und f/(z) > 0 in (zg, o + d) ist es ein Minimum.
(ii) Ist f'(z) > 0 in (z¢ — 0, 20) und f'(x) < 0 in (9,0 + d) ist es ein Maximum.
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4 Differentialrechnung

Beweis:
(1) Siehe Satz von Rolle (4.2.3 auf Seite 74).

(2) hier fir (i):
f ist fallend in (xg — 0, 2¢) und f ist wachsend in (zg,zo + 0). Das heifit, f hat ein Minimum
in xg.

4.5.3 Satz

1. Ist f € C%(1), I = (a,b), f'(x¢) = 0 und f"(x9) > 0 [f"(x0) < 0], so hat f in z¢ ein relatives
Minimum [Maximum)].

2. Ist f € C*"(I) mit f'(z0) = f"(w0) = -+ = f@" "D (x) = 0 und £ (x0) > 0 [f*")(z0) < 0],

so liegt in ¢ ein relatives Minimum [Maximum].

Beweis: Zu 2. mit dem Satz von Taylor:

f(x) = Ton_1(x;20) + Rop—1(x; 20)

(2n)
— flan) + L (@ = o
>0 fiir z#£xo

mit £ zwischen x und xg.
z. B. f®™)(z0) > 0:
Da f(") stetig ist, existiert ein § > 0 mit £ (&) > 0 in (zg — 6,z + )

f@)— fao) = T g s g0 < e
0) = (x—20)™" >0 fir 0 < |z — x| <.
—— >0

>0 fur |z—z0|<d

Also ist f(z) > f(zo) = relatives Minimum.
Fiir £ < 0 und relatives Minimum genauso.

4.5.4 Beispiele
Beispiel 1: f(z) =z + 2 in (0, 00).
<0 fir0<z<l1
Esist fl(z) =1—5{=0 firz=1

X
>0 firz>1
Also hat f ein Minimum bei 1.

Beispiel 2: f(z) =22 ¢ % in RR.
Es ist f'(z) = (2 — 2?)e™?, sowie f’(x) = (2 — 4z + x?)e™ und f(z) > 0 fiir x # 0.
Es ist f/(z) = 0 genau fiir z = 0 und z = 2. Dabei ist f”(0) = 2 und f”(2) = —2¢72 < 0.
" (z) 20 fiir o =24 /2
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4.5 Extremwertrechnung

Abbildung 4.6: f(z) =z + %

L f"(z)\>0 f(x) <0 f'(z) <0
konvex konkav konvex
x x I —

-1 0 2-2 2 24+/2

Abbildung 4.7: f(z) = z%e™*
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