5 Das Riemannsche Integral®

5.1 Darbouxsche Summen

Sei I = [a,b] mit a < bund f: [a,b] — IR sei beschrénkt (d. h. f(I) ist beschrankt).
Z ={xo,21,...,xp} mit a = x9 < 21 < 2 < -+ < xy, = b heifit Zerlegung von [a, b].

I, = [xg_1, x| ist ein Teilintervall der Zerlegung und es werden definiert: my = inf f(I}) und

My, = sup f(I).

5.1.1 Definition: Darbouxsche Ober- und Untersumme

n

s(Z) = Z(zk — Tp_1)my

k=1
heiBt (Darbouxsche) Untersumme und

5.1.2 Hilfssatz
(a) Ist Z C Z’ (d. h. Z' ist eine Verfeinerung von Z), dann gilt
s(Z) < s(Z")und S(Z2) > S(Z').

(b) Es gilt: s(Z;1) < S(Z7) fiir jedes Paar von Zerlegungen Z; und Zs.

Beweis:

(a) Induktion nach der Zahl p der Punkte in Z’\ Z:

p = 1: Sei Z’' = ZU{¢}. € teile das Intervall Ij,. Es ist dann m), := inf f([zx_1,¢]) = inf f(I}) >

my, und my = inf f([§, z4]) = inf f(I},) > my. Daraus folgt dann
$(Z) = s(Z') =(xx — zp-1)mi — ((§ = Ta—1)my, + (zk — §)my)
= (zx — &) - (my — my) + (§ — 2p—1) - (M — M)
——
>0 <0 >0 <0
0

IA

Zeige genauso S(Z) — S(Z') > 0.
Induktionsschritt als Aufgabe.
(b) Sei Z1 U Zy = Z gemeinsame Verfeinerung von Z; und Zs. Dann gilt:

() € s(2) < 5(2) € 5(2)
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5 Das Riemannsche Integral

5.1.3 Definition: Unteres und oberes Integral

b
7[f(:t) dx :=sup{s(Z): Z Zerlegung von |a, b|}
heiit unteres Integral von f und
b
][f(x) dx = inf{S(Z): Z Zerlegung von [a, b]}

heif3t oberes Integral von f. Es gilt

jf(m)dx g;f(x) dx

5.1.4 Definition: Integrierbar, Riemannintegral

Gilt , ,
[ f@)do = o)

so heifit f (Riemann-)integrierbar. Kurz f € R([a,b]). Der gemeinsame Wert ist das Riemanninte-

gral von f:
b
/f(x) dz

5.1.5 Riemannsches Integrabilitatskriterium

Sei f: [a,b] — IR beschrinkt. f ist genau dann integrierbar, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine Zerlegung
Z gibt mit S(z) — s(Z) < e.

Beweis:

»=" f sel integrierbar, d. h. das obere und das untere Integral sind gleich. Sei nun ¢ > 0. Zu
diesem ¢ existiert eine Zerlegung Z; mit

b
S(Z1)>7[f(:c)da:—5.

Genauso existiert eine Zerlegung Zs mit

b
S(Z2) < ][f(a:) dx +¢.

Sei nun Z = Z; U Zs. Dann gilt:
b b
(a)

S(z) —s(Z2) < S(Zy) —s(Z1) = S(Zy) — /f(a;) dx —|—/f(:c) dx — s(Z) < 2e.

a a
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5.1 Darbouxsche Summen

w=" Sei e > 0. Dann gilt:

b b
3z

][f(x)dxlf(x)dng(Z) —-s(Z) < e

a

b b
iff(x)dx—j[f(x)da:ﬁ@
>0

b b -
:>][f(x)da;:7[f(x)da; = fe R(ab)

5.1.6 Satz: Monotone Funktionen sind integrierbar

Jede monotone Funktion f: [a,b] — IR ist integrierbar.

Beweis: Sei ¢ > 0 und Z, eine dquidistante Zerlegung mit zp = a + b_T“ -kfurk=0,1,...,n.
Seiz. B. f 7
“b—a b—a
S(Zn) = 8(Zn) = Y —— - (f(xx) = flaa-1) = —— > (f(xr) = flar-1))

n n
=1 k=1

k
=({b—a)(f(b)— f(a))% < ¢ fur grofie n

5.1.7 Beispiele

b
(1) Esist [e*dx = e? — e®. Wihle eine dquidistante Zerlegung mit x5, = a + b_T“ -k =a+ hk.
a

k=1

hn_l hyk henh -1

= he’e Z(e )" = hee o
k=0
h h
— . 1ehea(ebfa _ 1) — . 18h(€b . ea)
§(2) = (e — e

eh—1
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5 Das Riemannsche Integral

pp+1 _ gp+l

) p+1
Aquidistante Zerlegung: xp = b*Ta ‘k+a

b
(2) Firpe Nund 0 < a <bist [aP =
a

S(Z)_b;ai<a+b;a

k=1

p
k) =7

Geometrische Zerlegung: ¢ = ¥/b/a, xx = a - ¢* fir k=0,1,...,n:

S(Z) = Z(a " —a-¢" Y at - (¢F)P = Pt Z(q 1) g
k=1

k=1
n

— (g 1) @t LS (g

1=

1 n—1
= (q=1)-a"h =Ty ()"

1 k=0

1

:(q_l).apﬂ.}.qpﬂ.&

q grtt —1
— Pt . prl_ ). 4= 1
= ot g ((b/a) ! ~ 1) o
= PPt — gr ). p(il;ll — 1+ (P — gt

L —
pr+1 _ gp+l

Z) = ...
s(2) == T

5.1.8 Hilfssatz

1. Fir a < ¢ < b gilt:

p+1

]?f(x)dx :]Ef(x)dx —i—]?f(x) dx

2. Ist f(z) < g(z) in [a,b], dann ist

3. Ist f in x € [a, ] stetig, dann ist

F(z) ::][f(t) &, Fla)=0

in z¢ differenzierbar mit F'(z¢) = f(xo).

Entsprechendes gilt fiir das untere Integral.
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5.1 Darbouxsche Summen

Beweis:

(a) ,<* Sei Z Zerlegung von |a, b],
Z1 ={ctU(ZnNJa,c]) und Zy = {c} U (Z Nc,b)):

c b
][f(m) dx+][f(:v) dx < S(Zy) + S(Z3)

= S(ZU{c}) < S(2)

:>]2f(:n) dm+]?f(:r) dx S]?f(:r) dx

»>" Sei Z1 Zerlegung von [a, c] und Zy Zerlegung von [c, b].
Setze Z = Z1 U Zy. Dann gilt:

b
7[ F(z)dz < S(Z) = S(Z1) + S(Z)

a

Fiir festes Zs gilt dann
b c
][f(m) dx — S(Z2) S][f(a:) dz,

also

a a c

(b) klar nach Definition.

(c) Sei f: [a,b] — IR beschriankt und F' definiert wie in der Behauptung.
Zu zeigen ist: f stetig in xg € [a,b] = F'(x0) = f(x0).
Bemerkung: Fiir ¢ € IR ist f: cdr=(b—a)-c
Beweis: fiir den Fall zg < b. Sei h > 0. Dann ist

xo+h
F(xo+ h})L — F(xo) — f(zo) (@) %— f(t)dt — f(xo)
) :cf)i-h
= () oyt
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5 Das Riemannsche Integral

Sei nun € > 0. Dann existiert in § > 0 mit |f(¢) — f(zo)| < € fiir ¢ € [a,b] mit |t — 20| < §. Also
gilt: —e < f(t) — f(z0) < e. Daraus folgt:

e Fzo + h) — F(x0) e
To + h) — I'(Zo — _
Y —f(x0)<h/5dt—£

zo zo

—&?:h/ —edt <

das heif3t:
<efir0< h <.

F(xo+ h) — F(xo)
‘ Y — f(=o)

Genauso fir —6 < h <0, d. h. F'(zg) = f(z0).

5.1.9 Satz: Stetige Funktionen sind integrierbar
Jede stetige Funktion f: [a,b] — IR ist integrierbar, d. h. C([a,b]) C R([a, b]).

1. Beweis: Seifira<z <b
H(x) ::][f(t)dt —7[f(t) dt mit H(a) =0

Nach (c) ist dann in [a, b]
H'(z) = f(z) — f(z) =0,
d. h. H(z) = H(a) =0 fiir « € [a, b], insbesondere ist H(b) = 0, also gilt:

]sz(t) dt:jf(t) dt.

2. Beweis: Sei f gleichméaBig stetig. Dann existiert zu € > 0 ein § > 0 mit |f(x) — f(y)| < € fiir
alle z,y € [a,b] mit |x — y| < 6. Wihle eine Zerlegung Z = {zg,...,x,} mit xx — 21 < ¢ fiir
k=1,2,...,n. Dann gilt:

n

S(Z) = s(2) = (wx — zr-1)(f(&) — ()

k=1

mit mlaxf(:c) = f(&) mit & € I und H}in f(z) = f(ng) mit ng € I. Daraus folgt:
S(Z) = s(Z) <& (ar —zpo1) = (b— a)e.
k=1

Nach dem Riemannkriterium ist dann f € R([a, b]).

5.1.10 Satz
Ist F € C([a,b]) und F' = f, so gilt:
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5.2 Riemannsche Summen

Beweis: Sei H(z ff t)dt mit H(a) = 0. Es ist dann H € C'([a,b]) mit H'(z) = f(x). =
F(x) = H(x) + const. Fur x = a gilt dann F(a) = 0 + const.

b
/f(:n) dx = H(b) = F(b) — F(a)

5.2 Riemannsche Summen

5.2.1 Definition: Riemannsche Zwischensumme
Ist Z eine Zerlegung, so setzt man

n

0(2,6) = > f(&)(xr — xp1).

k=1
o heifit Riemannsche Zwischensumme zum Zwischenpunktsystem (ZWPS) & = (&1, ...,&,), wobei
& € I, ist.
5.2.2 Hilfssatz

Es gilt
s(Z2) <0(Z,§) < 5(2)

und

s(Z) =inf{o(Z,¢£): £ ZWPS}
S(Z) =sup{o(Z,&): £ ZWPS}

Beweis: Die Ungleichung s(Z) < o(Z,¢) < ( ) ist klar.
Sei nun € > 0. Dazu gibt es ein & € I, (k= ,n) mit f(§k) < my + €.

3

0(Z,8) = ) F(&)(xk — zh-1)

k=1
< Z(mk +ée)(xp — xp—1)
k=1
=s(Z)—eb—a)

Die Rechnung ist fiir S(Z) analog.
Aufgabe: Falls f stetig ist, ist s(Z) = min{o(Z,§): £ ZWPS}.

5.2.3 Satz

b
f ist genau dann Riemann-integrierbar und [ f(z)dz = J, wenn es zu jedem € > 0 eine Zerlegung

Z gibt mit |0(Z,§) — J| < ¢ fiir alle ZWPSe €.
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5 Das Riemannsche Integral

Beweis:
b
w=" Sei f € R([a,b]) und J = [ f(z)dx. Zue > 0 existiert eine Zerlegung Z mit S(Z) —s(Z) < e.
Sei nun ¢ ein beliebiges Z{ZNPS. Dann gilt:

o(Z,e)—J<S(Z)—-J

(Z)—s(Z)<e
J—o0(Ze) < J—5s(2) —s

<S8
<S(Z)-s(Z)<e
Daraus folgt: |o(Z,£) — J| < e.

w=" Zu e > 0 existiere nach Voraussetzung ein Z mit —¢ < 0(Z,§) — J < ¢ fir alle ZWPSe &.
Mit dem Hilfssatz 5.2.2 folgt dann:

S(Z)—-J<e
—e<s(Z)—-J
=S2)-s(Z)<e+J—(J—¢)=2¢
= f € R([a,b]).

b
Mit dem 1. Teil folgt dann [ f(z)dz = J.

5.2.4 Satz

Seien (Z,,) Zerlegungen von [a,b] mit |Z,| — 0 fir m — oo (Dabei ist |Z| := max |I;| das
Feinheitsmafi—die Lénge des langsten Teilintervalls—von 7). Dann gilt:

(a)

lim o(Zp, M) = /f(:c) dx
fiir beliebige ZWPSe £(™) fiir Z,,,, falls f € R([a,b]).
Beweis: In 5.2.6.

5.2.5 Hilfssatz

Sei f: [a,b] — IR beschrankt mit |f(x)| < M fir a <z <b. Z und Z seien Zerlegungen von [a, b],
Zy habe p 4+ 2 Teilpunkte. Dann gilt:

S(Z U Zo) < S(Z) + 2pM|Z U ZQ|
S(Z U Zo) < s(Z) — 2pM|Z U Zy).
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5.2 Riemannsche Summen

Beweis: Fiir die Untersumme. Per Induktion nach p:

p=1: Sei Zy = {x,Z,b} mit T € [z_1, %] = Ij. Teile I}, auf in I} = [z_1,7| und I} = [T, xy].
Setze mj, = inf f(I}) und mj = inf f(I})).
Es gilt my, = m), oder my = m}, und es gilt —M < my, m), m} < M. Damit ist

s(ZUZy) — s(Z) = (T — wp—1)m), + (zx — T)m) — (2 — Tp—1)mk
< max{ZT — xp_1, Tk — T} - 2M
<|ZUZ| 2M

p+— p+ 1: Selber machen.

5.2.6 Beweis fiir 5.2.4

(a) Sei e > 0. Dazu existiert ein Zy mit

szf(x) d,

so daBl J — s(Zy) < € ist. Zy habe p + 2 Teilpunkte. Dann gilt:
S(Zn U Zo) < S(Zn) + 2pM|Zn U Z0|
Daraus folgt:

J > s(Zn)
(Zn @] Z()) — QpM‘Zn U Z()’
> S(ZO) - 2pM‘Zn‘

>s
>s

damit ist 0 < J — s(Z,,) < € + 2pM|Z,| < 2¢ fiir n > ng, d. h. |J — s(Z,)| < 2¢ fir n > ng.

(b) S(Zy) genauso.
(c) Sei J = fbf(x) dx. Dann ist:

$(Zm) < 0(Zm, ™) < S(Zn)

$(Zm) = J < 0(Zm, €™ = J < S(Z) — J
—— ———

—0 (m—o0) —0 (m—o0)

= (0(Zm, €™) — J) — 0 fiir m — oo

5.2.7 Regeln fiir Riemann-integrierbare Funktionen

b b b
(a) f,g€ R(I) = (f +g) € RUI) mit [(f+g)(x)de = [ f(z)dz + [ g(z)dz.

a

(b) feR(),ceR = (cf) € R(I) mit f(cf)(x) de = cff(x) dx.

a

(©) f,g9 € R(I) = (fg) € R(I).

101



5 Das Riemannsche Integral

(d) g€ R(I), |g(x)|>c>0fira<z<b=1/g € R(I).

b b
(e) f,g€ R(), f(x) < g(z)fira<z<b= [ f(z)de < [g(x)dz.

b

[ f(z)dx

a

b
(f) feR(I)=|f|l € R(I) und < [|f(x)|dx.

(8) f € B(la, ) und f € R(le,B]) = f € R([a, b])
mit [ f(z)de = [ f(z)dx+ [ f(x)da.

Beweis:

(a),(b),(e): Sei (Z,) eine Zerlegungsfolge mit |Z,| — 0 und ZWPSen £(™. Definiere nun o, :=
0(Zn, ™). Aus den Regeln fiir konvergente Folgen folgen dann die Behauptungen (a), (b)
und (e).

(c).(d),(f): Vorbemerkung: Gilt
f(2) = F)] < C Y lei(a) — ()]
j=1

und ¢; € R(I), dann ist f € R(J).
Beweis: Sei Z Zerlegung mit den Intervallen [Ij. Es ist

My, — my = sup f(Ij) — inf f(I)
=sup{(f(z) — f(y)): z,y € I}

< C-sup {Zsog-(x) —9j(y): z,y € [k}

k=1

< C-) sup;(Ii) — inf (1)
j=1

= S(Z:f) = s(Z; ) < CD_ S(Z;p)) — 5(Z; ;)

Jj=1

< ¢ fiir geeignetes Z
= f e R(I).
(c) Esist

[f(z) - g(x) = f(y) - 9| = (f(z) = f(y)) - g(x) + (f(z) = 9(y)) - f(v)]
<|f(x) = fW)] - M +|g(z) —g(y)| - M

Setze nun @1 = f und o = g. M ist Schranke fiir g und f. Aus der Vorbemerkung folgt
dann: fg € R(I).
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5.3 Hauptsatz der Diff.- und Integralrechnung

(d)
‘ I ‘ _ ’g(y)—g(l‘)
g(z) gy 9(y)g(z)
< 013 “|g(z) — g(y)|
= 1/g € R(I).

(f) Esist ||f(2)| = [f Il < |f(z) = f(z)] = |f| € R(I). Dabei ist

> F(&) @k — wr1)
k=1

0(Z,€, f)| =

<D - (2 — wp)
k=1

=0(Z,&11)
oder mit (e): —|f] < f <|f|.

(g): schon bewiesen in 5.1.8 auf Seite 96.

5.2.8 Satz

Ist f, € R(I) fir n =1,2,3,... mit f, — f gleichméBig auf [a,b], dann ist f € R(I) und
b

/ (i fu()) de = /b f(z)dr = lim /b ful) do

a

Beweis: Sei ¢ > 0. Dazu existiert ein ng mit |f,(z) — f(x)| < € fiir n > ng und = € I. Fiir eine
Zerlegung Z mit ZWPS ¢ gilt:

0(Z,8,f) = 0(Z,& fn)| <e(b—a)
Fiir die Zerlegungsfolge (Z,,) mit |Z,,| — 0 und ZWPSen £(™) gilt:
b
lim 0(Zy, €7, f) = lim [ fu(z)de

= f € R(I) und ff:nan;Offn

5.3 Hauptsatz der Diff.- und Integralrechnung

5.3.1 Mittelwertsatz der Integralrechnung

Ist f: [a,b] — [m, M] Riemann-integrierbar, dann gilt:
b

/f(:n) do < M.

a

1
b—a

m <

Ist f stetig, so gibt es ein £ € (a,b) mit

103



5 Das Riemannsche Integral

Beweis: Aus m < f(z) < M folgt m-(b—a) < [ f(x)de < M - (b— a).

8 — o

Ist f stetig, so ist

b
min f() < ;= [ fo)do < max f(o),

z€la,b] b—a z€la,b]

d. h. es existiert ein £ € (a,b) mit

b
16 =5 [ f@)d.

5.3.2 Definition: Stammfunktion, unbestimmtes Integral

F: I — IR heifit Stammfunktion von f: I — IR, wenn F’ = f in I ist. Statt Stammfunktion nennt
man F unbestimmtes Integral von f, kurz [ f.

5.3.3 Hauptsatz der Diff.- und Integralrechnung
(a) Hat f € R(I) (I = [a,b]) eine Stammfunktion F', so gilt:

b
/ F(@)dz = F(b) — F(a) = F(x)

(b) f € C([a,b]) hat eine Stammfunktion:

F(a:):/f(t)dtﬁiragmgb.

Beweis:
(a) Sei Z, mit :z:,(qn) =a-+ bfTa -k, k=0,1,...,n, eine Folge von dquidistanten Zerlegungen. Dann
ist

n

Fo) - Fla) = Y (Flai”) - F(a™))
S

DEEST ) @ — )
k=1

mit :E](Cn)l < flin) < x,in):

= 0(Zy, M)
b

Eigentlich ist es ,=“ statt ,— ¢, da F'(b) — F'(a) konstant ist.

(b) schon bewiesen in Abschnitt 5.1.9 auf Seite 98.
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5.3 Hauptsatz der Diff.- und Integralrechnung

5.3.4 Beispiel

oo n
> % ist divergent. Wie geht s, = > % gegen oo?
k=1 k=1

n
1
sn<1+/dz:1—|—logn
x

n
.
1

= 0<s, —logn <1
—_———

=:cp

dx =logn

SR

Dabei ist lim ¢, = v die Euler-Mascheronische Konstante. c, ist streng fallend, da

n—oo
1
Cntl = Cn = = —log(n+1) +logn
1
=i [log(n + 1) — logn]
n+1
1 dz
T on+1 T

n

1 1

<
n+1 n+1

I

also ist ¢, konvergent, da ¢, auch beschrankt ist.

5.3.5 Partielle Integration

(a) Sind f,g: I — IR differenzierbar und hat f’g eine Stammfunktion, so hat auch fg¢’ eine Stamm-

funktion und es gilt
/fg'zfg—/f’g-

(b) Sind f,g € C'([a,b]), so gilt

Beweis: (fiir (a), denn aus (a) folgt (b)):

(f9)' = f'g+ fg'
= fg' = (fg9) —

=>/fg—fg /fg

Sei f: I — IR, und ¢: J — I sei differenzierbar.

5.3.6 Substitutionsregel
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5 Das Riemannsche Integral

(a) Hat f eine Stammfunktion F', so hat (f o )¢’ eine Stammfunktion: F o ¢
[ e @it = [ ra)de (51)

(b) Hat (f o )¢ eine Stammfunktion, so auch f und es gilt (5.1), falls ¢/(t) # 0 in J.
(c) Ist f stetig in I = [a,b], ¢ stetig differenzierbar in J = [a, 8] mit ¢([ev, 5]) C [, 5], dann gilt

»(B) Ié;
f@Mmz/ﬂﬂMd@ﬂ-

Beweis:

(a) Mit der Kettenregel: Sei G(t) = F((t)). Dann ist

= F(p(t)) ist Stammfunktion von f(p(t)) - ¢'(t).

(b) ¢ ist injektiv. Die Umkehrfunktion sei .
1 ist differenzierbar mit

Setze
9(t) = f(p() - ¢'(t) und f(z) = g(¢(x))Y' (x)

Wende dann Teil (a) auf g mit Stammfunktion G an.
Dann hat f = (g o) - ¢ eine Stammfunktion F = (G o 9).

(¢) f hat Stammfunktion F', da f stetig ist.
G(z) = F(p(x)) ist stetig differenzierbar mit G'(z) = F'(p(z)) - ¢'(x) = f(e(x)) - ¢'(2).
Es ist also

10))
| 1@)ia=F@)
olo) A
— F(¢(8)) - F(p(a))
— G(A) - G(a)
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5.3 Hauptsatz der Diff.- und Integralrechnung

5.3.7 Beispiel

Substitution:
t =cosz = ¢(x)

/(sin )3 - 5T dg = dt

& =¢ = —sinx
dt = ¢'(z)dx = —sinx dz

:—/et~(1—t2)dt
= —et—i-/tzet dt

— et + 2%t — /Qtet dt

= —el + %! — 2te! + 2/€t dt
=—e +(t* -2t +2)e
=el(t? -2t +1)

= el(t—1)2

COS.’E(

=e cosz — 1)*

5.3.8 Satz von Taylor mit Integralrestglied

f sei (n + 1)-mal differenzierbar in I, a € I. Dann ist

dabei gilt:

1. Ry(x;a) = %(x — a)""! mit & zwischen a und = (Lagrange-Restglied, schon bewiesen

in 4.4.5 auf Seite 87).

2. Ist f(*1) integrierbar, so ist

Ry (z;0) = / &= i) ) gy,

n!

genannt Integralrestglied.

Beweis: mit Induktion nach n.
X

n=0: Esist f(z) = f(a) + [ f'(t) dt (Hauptsatz).

a
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5 Das Riemannsche Integral

(n—1) — n: Esist

=Th-1(z;a) +
=Tn(z;a) + Ry(z;a)

5.3.9 Satz von Bernstein

Ist f € C®((—=r,r)) und ist f™(z) > 0 fiir —r < x < r fiir (fast) alle n, dann gilt in (=7, 7):

o)
k=0

Bemerkung: Der Satz gilt auch, falls (—1)"f((z) > 0 in —r < x < 7 fiir fast alle n.

Beweis: Fiir den Fall ) (z) > 0 fiir alle n und .
Sei zunachst 0 < x < r.
Dann ist R, (x;0; f) >0, d. h. T;,(x;0) < f(z), denn

(n+1)
f (0) X xn+1

(n+1)! =~
—— 20

Tos1(2z;0) = T, (2;0) + > Ty (23 0)
>0

Damit ist auchin 0 <z <r

> < f(@).
n=0

Es gilt:
R (2;0: f) < Ry—1(230; ) < -+ < Ro(;0; f)

Wiéhle nun zu g, 0 < xg < r ein ¢ > 1 so, dafl ¢ - $0<'rlst
Setze F(z) := f(q-z) in [0,7/q). Dann ist F(")(z) = ¢" f™(gz), F™(z) >0, und es gilt

R, (z;0; F) < Ry(z;0; F).

Daraus folgt dann

(z;0; f) = FO () dt

\

Y1) "+1) 2
:/(x 't) ‘ n(q)dt
n! q

0
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5.3 Hauptsatz der Diff.- und Integralrechnung

Einschub: Aus ¢ > 1 folgt é < t.
Es ist F("t1)(s) > 0 und F™ ist wachsend, also ist F("(t/q) < F(™(t).

x

< l/wp(n+1)(t) dt

qn n!
0

1
= q—an(.%'; 0; F)

1
— Ro(z;0; F') — 0 fiir n — oo.
q

IN

Da R, (z;0; f) > 0 ist,
gilt R, (x;0; f) — 0 fiir n — oc.
Alsogilt fir 0 <z < r

Sei nun —r <x <0.

Seit <0.

Dann ist £ (¢) < f0(—t),
da f™ monoton wachsend ist.

i =" .,
Ra(o) = | [ 0
0
Subst
= S:—t
ds = —dt
_xx—i—s” n
= /( n!) FrHD(—s) ds
0
_m(«’L’JFS)n (n41)
< o f (s)ds
0

R, (—x;0; f) — 0 fiir n — oo

= R, (z; f) — 0 fiir n — oo auch fiir —r < x <0.

5.3.10 Beispiel
f(z) =(1—2)* fir « € R\ INg. Es ist

>0 >0
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5 Das Riemannsche Integral

fiir n > o und —1 < = < 1. Also haben fiir n > o und —1 < z < 1 alle Ableitungen immer das
selbe Vorzeichen. Mit dem Satz von Bernstein gilt nun in —1 <z <1

G-a =Y o1 (@t

nl
> o
n=0 "

Weitere Beispiele: log(1 + z) oder arcsinz: Fir —1 < z < 1 gilt:

(arcsinz)’ = (1 — 22)~1/2 = f: <_1/2> (—1)ng2n

n
n=0

n=0

Also ist

[e.@]
_1/9 2n+1
arcsinx:Z( / >(—1)"2:Ij 1
n n

n=0

5.4 Integration von rationalen Funktionen

5.4.1 Problem
P(x)

Sei R(z) = 0@ mit teilerfremden Polynomen P und @, d. h. es gibt kein nicht konstantes Polynom
x
H mit P(z) = Pi(z)H(z) und Q(z) = Q1(x)H (x). Was ist dann

/ R(x) da?

5.4.2 Prinzip

1. Schritt: Polynomdivision mit Rest:

R(z) = Py(z) + Pl(;v) mit Grad(P;) < Grad(Q).

2. Schritt: Zerlege Q in elementare Faktoren der Form (z —¢)” und/oder (22 + 2bx +a)® mit a > b?
(Die Existenz der Zerlegung wird in 6.3.14 auf der Seite 135 gezeigt).

P,
3. Schritt: Schreibe Ql ((x)) als endliche Summe von Funktionen
x
aq (673
r—¢ (x—&r
bzw.
Pr+mz Bs + s
22+ 2bx + a (z2 4 2bx + a)®

(Partialbruchzerlegung, Beweis in 6.3.16 auf Seite 137)

4. Schritt: Bestimme Stammfunktionen fur

Bj + v
(x —&)J (22 +2bx +a)?”
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5.4 Integration von rationalen Funktionen

5.4.3 Beispiele
1. Beispiel:

1. Schritt: entfallt
2. Schritt: Esist 2* — 22 = 22(2? — 1) = 2%(x — 1)(z + 1).
3. Schritt:

A B C D
Re)= s+t 3tom

Was sind die Werte fiir A, B, C' und D?. Es ist
A = lim 2?R(z)

z—0
2
—lim 22— 9
z—0 x4 — 1
C = lim(z — 1)R(x)

J,'—>1

T+ 2 _§

e 1‘ _—
2 22(rx+1) 2
D= lim (x + 1)R(x)

T——
T+ 2 1

= lm ——+=—=
r——1 $2($*1) 2

B ist so nicht berechenbar. Bis hierhin ist folgendes bekannt:

_-2 B 32 -1/
22 o z—1 41

Setze einen speziellen Wert ein, z. B. © = 2:

4 _ 2. B 32 -1
16—4 4 2 1 3
1 1 3 1
B=2-(-4--242)=-1
<3+2 2+6>
4. Schritt:
dz dr 3 dx 1 dzx
:—2 _— _— — _ =
/R(x)dw /x2 x+2/m—1 Q/x—i—l
2 3 1
==-1 —1 —1]—-=1 1
=~ logla| + 5 loglo — 1 - 5 logla + 1
2. Beispiel:

T+ 3
P —xt 4223 — 222+ —1

R(z) =

1. Schritt: entfallt
2. Schritt: Esist Q(z) = 2% —2* + 223 — 222 4+ 2 — 1 = (v — 1)(2® + 1)%
3. Schritt:

A Bx+C Dx+FE

R(I):x—1+x2—|—1+(x2—|—1)2
. . x+3
A=l —DR@) = lin 75— =1
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5 Das Riemannsche Integral

Was sind B, C, D und E?
Der Hauptnenner von R ist (z — 1)(2? + 1)2.

Der Zahler ist A(z% +1)? 4+ (Bz +C)(z? + 1)(x — 1) + (Dz + E)(z — 1).

Fiir den Zahler gilt also

r+3=2*(A+B)+2*(-B+C)+2*(2A—-C + B+ D)

+2(-B+C-D+E)+(A-C-E)

Es bildet sich ein lineares Gleichungssystem mit

ol A +B =0
3 -B +C =
2. 24 +B —-C +D =
xt -B +C —-D +FE =
20 A -C -F =3
Das Ergebnis ist
A=1 B=-1 C=-1 D=—-92
Also ist . ) ) )
T+ T +
R(x) = — —
(z) r—1 2241 (22+1)2
4. Schritt:

dzr 1 2x dzx
Jrwar=[ 555 [ S [
_/ 2z dm—/ dzx
(x2_|_1)2 (.%'2—1—1)2

1
=logl|z — 1| — 5 log(1 4 %) — arctan =

Die letzten beiden Terme sind leider noch nicht berechenbar.

5.4.4 Allgemeines zum 4. Schritt

Typ I
Fir p=1ist

und fiir p > 2 ist
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5.4 Integration von rationalen Funktionen

Typ II:

/ A+ Bz da:—/ A+ Bx de
(22 +2bx+a)p ) (x+b)2+a—b2)

setze a —b?> = D%, D >0
Substitution:
= r+b=Dt
r=Dt—b
de = Ddt
A+ B(Dt —b)
- | o0
_/A+BDt—Bb

o2y D4

dt 2t
~o [t

Nun missen die beiden Integrale berechnet werden. Zuerst
2t
/ 2
@+ 1)

2
—=_dt = log(1 + t?
/1+t2 og(1+7)

Fir p=1ist

und fiir p > 1 ist

/ 2 g — 1 1
(1+t2)p " 1—p (121

Nun die Berechnung von

/ dt _
(1 +e2)p
Fir p=1ist
dt
/ = arctant = J;
1+¢2

und fiir p > 2 ist

dt
%_/@+wp

1
= 1 -——dt
S e
U N ——
v

-t - —/t(—p)(l +t3) P12t dt

(1+t2)
(t?+1) -1

-t | e

t
= m + 2pJp - 2pJp+1

dt

t

= 2pJpi1 = (2p—1)Jp + arep
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5 Das Riemannsche Integral

Es ergibt sich damit die Rekursionsformel

1 1 ¢
—(1-— Lt
Jp < %>%+ﬁp(1+ﬁﬁ

z. B. ist

1 1t
—(1-Z)J +=.
( 2)1+2 1+¢2
Lorctant + !
= — arctan
2 2 1442

5.4.5 Auf rationale Funktionen zuriickfiihrbare Integrale

(a)
/R(e‘“") dz, R rational und a # 0

Subst.:
/R(e‘”) dx = t=e™

dt _ ar __
dx—ae =

at
:i/R(t)idt:/Rﬂt)dt

Beispiel:

3 1
:2/.dt
241 t
?+1-1
=2 | ————dt
/ t2+1

:2/1—1dt
t2+1

= 2t — 2arctant

= 2¢” — 2arctan(e”)

/R(m, \ cw:+b> dr mit n > 2 und ad — bc # 0
cr+d
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5.4 Integration von rationalen Funktionen

Substitution:
ar+b __ tn
cx+d —

R JJax+b\  |ax +b= (cx +d)t"
" Noerrdl = |zla—ct™)y =dt" —b

__ —btdt"

L= G cn

dr _ —ad+bc ,,yn—1
dt — (afct”)Qnt

:/R dt _b,t ~ bc—ad gt
a — ct” (a — ctm)?

Beispiel:

/ R(cosz,sinx) dz

Substitution:
t = tan(z/2)
d 1
dii — (1 + t2)§ )
rrcosa = 152

1—t2 2t 2
= [R , : dt
/ (1+t2 1+t2> 1+ ¢2

:/m@a

/ dx _ |Substitution:
2+cosz |t =tan(z/2)
2

dt
:/%dt:2/2
2 4 1=t 3+t

14+¢2
Substitution:
=| t=v3-u
dt _
w=V3

1
2 34
/3+3w“§“

:2\3/§/ du

1+ u?

/ R(cosz,sinx) dr =

sinx =

Beispiel:
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5 Das Riemannsche Integral

2V/3 2v/3 <

= —— arctanu = —— arctan
3 3

Sl
SN—

/R Vax? + 2bx + ¢) dz mit a # 0

Zuerst quadratisches Ergianzen des Termes unter der Wurzel

2b
a:c2+26x+c:a<a:2+x+c>
a a

A = 0 wurde schon behandelt, denn in diesem Fall handelt es sich um eine rationale Funktion
von .

(i) a>0,A=D?>0:

Substitution:

/R(m,\/ax2+2bx+c) dr = :c—i-g:Dt

dx = Ddt
:/R<Dt—b, a(t2+1)D2> -Ddt
a

:/R<t,\/t2—|—1> dt

(ii) @ > 0, A = —D? < 0: Dann ist

2
ax2—|—2bx+c:a<<x+b> —DQ)
a

Substituiere dann x + 2 = DT, dx = Ddt:

/R(w ax2+2bx+c /R(Dt— aD2(12 ))-Ddt
/A

,\/ 1

:Uz

(iii) a <0, A = —-D? < 0:
Substituiere hier = + g = Dt, dx = Ddt:
b
/R(ﬂ% ar? + 2bx + ¢ R(Dt— -, a(DQtQ—D2)> -Ddt
a

(Dt_ mm) Dt

=y

o f
-
-
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5.4 Integration von rationalen Funktionen

Beispiele zu den 3 Fillen:

(i)
/\/x2+2m+3dx =7

Esist 22 + 22 + 3 = (2 + 1)2 + 2, es liegt Typ (i) vor.
Substituiere z + 1 = tv/2, dz = /2 dt:

/-~-://2(z€27+Dﬂdt:2/Mdt

/\/$2+2x3d:1::?

Es ist 22 + 20 — 3 = (z + 1)% — 4, es liegt Typ (ii) vor.
Substituiere x + 1 = 2t, doz = 2 dt:

/...:/\/m.th:zl/mClt

(i)
/ V=22 + 2z dx =7

Es ist —22 + 22 = — (2% + 22) = —((x — 1)® — 1), es liegt Typ (iii) vor.
Substituiere z — 1 = ¢, dz = dt:

/...:/mdt:/\/ﬁdt

Restliche Integrale in den 3 Fallen:

(i) V12 + 1. Substitution: ¢t = sinhu, dt = coshu du, t*> + 1 = sinh®u + 1 = cosh?
/. o= /R(sinh u, coshu) - coshudu = /R(sinh u, coshu) du = /R(e“) du

Am Beispiel:

2/\/1+t2dt :2/coshu-coshudu

u —Uu 2
5 / <€+e) du
2

—1/ (62“+2+e_2“) du

2
1 1
(26211, _|_ 2u _ 26—2u>

N |

1 r+1 z+1
=—exp | 2arsinh —— | + arsinh ——
1 p( \/§> NG
1 z+1

— —exp | —2arsinh
1 p( ﬁ)
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5 Das Riemannsche Integral

(i) V2 —1.
Substitution: ¢ = coshu, dt = sinhudu, t* — 1 = cosh? u — 1 = sinh? u:

/ = /R(sinhu, coshu) - sinh u du

= /R(sinh u, cosh u) du

Am Beispiel:
4/ V2 —1dt = 4/sinhu -sinhu du

—/(e“—e_“)Qdu—---

(i) v1— 2.
2

Substitution: ¢ = sinu (oder t = cosu), dt = cosudu, 1 — t* = cos? u.

/...:/R(sinu,cosu)~cosudu

= /R(sinu,cosu) =

Am Beispiel:

/\/l—tht:/cos2udu:---

5.5 Uneigentliche Integrale

5.5.1 Definition

Sei I ein Intervall mit den Endpunkten a und b, f: I — IR. Die Funktion f heif3t lokal integrierbar,
wenn sie iiber jedes Intervall o, 3] C I integrierbar ist. f heifit uneigentlich integrierbar iber I,
wenn

[

B b
lim f(x)dac—l—}}igz/f(w)dm ::/f(ac)dx

a—a
o

b
fiir beliebiges ¢ € I existiert. | f(z)dz ist dann das uneigentliche Integral von f {iber I. Man sagt
a

b
auch [ f(x)dz konvergiert (sonst: divergiert).
a

5.5.2 Bemerkungen

(1) Ist I = [a,b] und f auf I lokal integrierbar, dann ist f integrierbar iiber [a, b], insbesondere ist
|f(z)] < M in [a,b].
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Fir a < a < ¢ gilt:

/cf(x)dx—/cf(x)dx = /af(m)d:c

<(a—a)M

—0firo—a

d. h. das uneigentliche Integral ist gleich dem Riemann-Integral.

5.5 Uneigentliche Integrale

(2) Die Sétze beziehen sich meist auf [a,b). Genauso gelten sie fiir (a,b] und (a,b).

(3) Ist f uneigentlich integrierbar tiber (ag,a1), (a1,a2),. .., (@n—1,ay), so heiBt f uneigentlich in-

tegrierbar tiber (ag, a,) mit

LZ f(w) do = ; / (@) da.

5.5.3 Beispiele
(1) [a,b) =10,00), f(z) =€ "

00 B
/ex dr = lim [ e *dz
B—o0
0 0
B
= lim —e”
B—o0 0
= lim(l—ePf) =1
Jim (1 =)

1 1

/ dx ! dx
- — lim ated)
x a—0 \/:E

0 a
1

— lim 27

a—0 a

=lim2—2ya =2
a—0

1

/dac
— =logzx
x

«

1

(e}

divergiert.
(4)

rd

x

/ — divergiert.
x

1

=—loga — oo flira — 0
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5 Das Riemannsche Integral

(5) Fiir welche ¢ ist

konvergent? Sei zuerst ¢ > 1. Dann ist 27¢ > 2! in (0,1] = Divergenz fiir ¢ > 1. Sei nun
c < 1:

= (1-a'™%) —

T 1_Cfi'1rozﬁ0

(6) Aufgabe: Fiir welche c ist folgendes Integral konvergent:

o0

/azc dz

1

5.5.4 Cauchykriterium

b

| f(z) dx konvergiert genau dann in I = [a,b), wenn es zu jedem ¢ > 0 ein [y gibt mit
a

fir Bp < B< B <b.

Beweis: Setze F(z) = [ f(t)dt fir a <z < b:

b
/ f(z) dx existiert <= lin}7 F(z) existiert
Tr—
a

Dann Cauchykriterium fiir Grenzwerte.

5.5.5 Dirichletkriterium

f sei stetig differenzierbar in [a,00) mit f* < 0 und f(z) — 0. g sei stetig in [a,00) und G(x) =
x

[ g(t) dt < M. Dann konvergiert

a

7f(:v) - g(z) da.
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5.5 Uneigentliche Integrale

Beweis:
8 8 4
/ f(@)g(x) dz = f(2)G(x)| — / f'@)G(x) da
15} A I}

,
— F(B)G(B) — F(B)G(B) - / [()G(x) de
B8

Sei nun ¢ > 0. Dazu existiert ein Gy mit 0 < f(x) < € fiir x > fy. Es ist auch |G(z)| < M fiir alle
T > a.
Sei nun Gy < B < 3

B 4
/f(:c)g(fv) dr < 2 - M+/(—f’(x)) - M dz
B 8

=2Me+ M(f(3) - f(5))

< 4Me

Mit dem Cauchykriterium folgt dann die Konvergenz des Integrals.

5.5.6 Beispiele

0 .
(1) Das Integral of SBE dz konvergiert.
. 1 .
Es ist 22 — 1 fiir z — 0, also existiert [ #2Z d.
0

oo

Zeige nun, daf das Integral [ %sinmda: existiert:
1

Setze f(z) = 2 und g(z) = sinz. Es ist dann

x
|G(z)| = /sintdt = |cos1 —coszx| <2
1

und f(z) — 0 fiir x — oo mit f/ <0.
Also existiert das Integral nach Dirichlet.
(2) Das Integral [ ‘Slxﬂ dx divergiert.

0
Sei n € IN. Dann ist

(n+1)m (n+1)m
i 1
/ ’Slﬂdmz —_ / | sinz| dx
x m(n+1)
1 ™
= /Sinxda:
m(n+1)
0
_ 2
C w(n+1)

121



5 Das Riemannsche Integral

Also ist
(N+1)m N
| sin x| 2 1
de < =
/ T = T ; n+1

— oo fir N — oo

Also divergiert das Integral.

5.5.7 Definition: Absolute Konvergenz

b
Ist f lokal integrierbar in I und konvergiert [ |f(x)|dx, dann heifit f absolut integrierbar und
a

b
) dz heifit dann absolut konvergent.
[ f(z) g

a

Bemerkung: Aus der absoluten Konvergenz folgt die Konvergenz des Integrals: Fiir £ > 0 und
Bo<pB<f <bist

g 8
/f(ff)dl” §/|f($)|da:<e.
B B8

5.5.8 Majorantenkriterium

b
Ist f lokal integrierbar iiber I, gilt |f(z)| < g(z) in I und ist [ g(z)dx konvergent, so ist auch
a

b
J 1f(x)| dz konvergent.

a

Beweis: ,bei b“: Fiir fy < 8 < 3 < bist

7f(x) dz| < /ﬂﬁ/g(x) dr < e.
B

5.5.9 Niitzliche Majoranten

[1,00): 7% fiir a > 1

[2,00): 1](logz)~® fiir @ > 1
.11 1 .

[3700)- E@W fir o >1

(0,1 z=*fira< 1

(0,4]: 2|logz|~® fiir a < 1

(0, %] %“O}gz‘ |log(log )|~ fir a < 1
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5.5 Uneigentliche Integrale

Beweis: fiir (logz)~°. Es ist

b log b
d Substt gt
1 ) = r =€ == r
5 z(logz dr = e dt log 2
fiir b — oo ist dann
oo o0
/ dt
x log x)o o’
2 log 2
Dieses Integral existiert, da o > 1 ist (es existiert nicht fir o < 1).

5.56.10 Satz iiber die majorisierte Konvergenz

b
fn sel uneigentlich integrierbar tiber I, |f,(z)] < g(z) in I fir alle n und [ g(z)dx existiere.

a
Auflerdem konvergiere f,, gleichméBig gegen f in jedem [«, 5] C I. Dann ist f absolut integrierbar

und es gilt:
b b

/f(x) dzx = nlLrlgo fn(z)dx

a a

Beweis: [ ist absolut integrierbar, da f iiber jedem Intervall [, 5] C I Riemann-integrierbar ist
und |f(z)] < g(x) ist.
Sei € > 0. Wahle a > a und § < b so, daf

[e7

/g(x)d:r—l—/bg(x)dx<5
B

a

ist. Wahle ng so, dafl firn > ngund a < x <

£
(o) = S @) < 5
ist. Dies ist moglich, da gleichméfige Konvergenz vorliegt. Zusammen ist dann
b o b 5
/f(x)_f”(x)d‘” 5/29($)d$+/2g(m)d:c+/ﬂfadx
’ “ B o

<2+e=3cfirn>ng

5.5.11 Beispiel: Die Gammafunktion
(Benannt nach J. B. Gamma, 1743-1807)

o0
= / e dt
0

(2) I'(z + 1) = 2I'(x), insbesondere ist I'(n + 1) = n! fiir n € INy.

(1) T ist definiert und stetig in 0 < & < oo.
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5 Das Riemannsche Integral

Beweis:

(1) Sei z > 0 fest. Dann ist e~ '#*~! stetig bzgl. t € (0,00) und lokal integrierbar in (0, o). Es ist

. tr=1 fir0<t<1
tyr—1 = _
et s { et fiir t > 1 } =9(t).

g ist eine konvergente Majorante, denn es ist
1
. . ..
o existiert fira <1, a=1—-z <1
0

und
tw—1+2

; —0firt —
e
——
<C fiir t>tg

Also ist e~ ‘=1 < O/t fiir t > ty.

Stetigkeit im Punkt xy > 0:
Zeige, dafl aus z, — x¢ die Aussage I'(z,) — I'(zo) folgt.
Wihle zg, z,, € [a,b] C (0, 00):

F(:'Un) _F(:CO) = /e—ttl'n—l dt _ /e—ttibo—l dt
0 0

KR 0 fir n — oo
Gilt hier also

0/ fu(t) dt — 0/ F(t)dt?

Sei t > 0 und setze () = e *~L. Es ist dann

|e(zn) = ¢(z0)| = |20 — 20| - [¢'(€n)]
<|zp — x| - C fiir alle t € [a, F],

denn es ist 1 d )
’ _ ,—t= 7 xlogt _ _tfl t-t*
ox)=e :cdxe e . og ,
also
11]logal fira<t<l1
() <q _—_—
e t(logp)p® firl<t<p
Setze dann

C — max <|10ga!7 (10gﬂ)ﬁb> '

o €

Damit ist dann fiir a < zg,z, < bund a <&, < b:
—t ZEn—l —t :Eo—l .
le™"t —e 't | < C:lzy —xo] fira<t<p
———

—0

fiir n—o0
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5.5 Uneigentliche Integrale

7ttxn71 7ttmfl

Also konvergiert e gleichméflig in o <t < G fiir n — oo gegen e
Suche nun eine Majorante g(t) fiir f,,(¢):

to—1 firo<t<l1
et flire>1

R
=g(t)

o0
Das Integral [ g(z)dt konvergiert. Fiir die Stetigkeit nun: Majorisierte Konvergenz.
0

(2) Es ist
[e.e]
Dz+1)= /e_ttx dt
0
und
B 3 B
/ e M dt = —e Y| + / e tat* 1l dt
o
o (0%
B
—e %% —e PB4y / et dt
«
— zl'(z) fira - 0und 5 — 0
Also gilt:

Iz +1)=2al'(z)
Induktionsanfang: I'(1) = [e~'dt =1
0
Induktionsschlu: I'(n 4+ 1) = nl'(n) =n - (n — 1)l = nl!
5.5.12 Integralkriterium fiir Reihen

Sei f: [p,00) — (0,00) monoton fallend mit lim f(z) = 0. Dann konvergieren bzw. divergieren
r—00

Zf(n) und /f(a:) dx

gleichzeitig.
Im Konvergenzfall gilt:

> s < [ f@)de < o)

n=p+1

Anwendungsbeispiele:

o0
S
na
n=1
[ee]

1
Z n(logn)®

n=2

konvergieren fiir o > 1.
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5 Das Riemannsche Integral

Beweis: Sein <z <n+1. Dannist f(n+1) < f(z) < f(n) und

n+1
fin+1) < /f(x)dxﬁf(n) firn=p,...,p+1,...,N

und N41 N N N
S s =Y st < [ 1)<y fm)
n=p+1 n=p P n=p

Sei nun die Reihe konvergent. Dann ist

N
> f(n) < C fiir alle N
n=p

N oo
= /f(:r:) dx < C fiir alle N = /f(x) dx konvergiert.
P P
Sei andersherum das Integral konvergent. Dann ist
N
/f(m) dr < C fir alle N,
P
und es folgt

N )
Z f(z) < C fir alle N = Z f(n) konvergiert.
n=p+1 n=p+1
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