6 Komplexe Zahlen und Funktionen!

6.1 Komplexe Zahlen
6.1.1 Einfiihrung

Seien z,y € IR. Dann ist z = = + iy eine komplexe Zahl. Auf den komplexen Zahlen werden eine
Addition

(z1 +iy1) + (w2 +iy2) = (z1 + 22) +i(y1 + y2)

und eine Multiplikation

(1,‘1 + iyl) . (IEQ + iyg) = (xla;g — ylyg) + i(w1y2 + :ngl)
definiert.
C:={z+iy: z,y € R}

bildet mit dieser Addition und Multiplikation einen Korper. R* = {z+i-0: = € IR} wird identifiziert
mit IR. Die Abbildung

r +—x+1-0

{]R ~ R*

ist bijektiv. Diese Abbildung ist ein Isomorphismus fiir IR — IR* und ein Holomorphismus fiir
IR — C. Es gilt:
R={z+i-0:xe€R}CC.

6.1.2 Bezeichnungen
Sei z = x + i -y. Dann heifit Re z = x Realteil und Im z = y Imagindrteil von z. Z = x — iy ist die

konjugiert komplexe Zahl zu z. Es gilt dabei Z = z und

1 _ 1 _
Rez = i(z—i—z) bzw. Im z = Z(Z — Z).

Bei Addition und Multiplikation ist

Fiir z #£ 0 ist
1 4 1z z—iy
—_ =2 = —— =7,
z 2-z2 12+ y?
insbesondere ist B
1 7 .
- = - = —1.
7 1

Bei der Division gilt fiir w # 0:
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

|2z| i =Vz-Z=+a2+y>?

heiBt Betrag von z (Abstand zwischen z und 0. Fiir reelles z = z ist |z] = Va2 = |z| der reelle
Betrag. Fiir den Betrag gilt:

|z w|=|z| - |w| und |i| =1

Es ist

| =zl =zl = li- 2 =[], |Rez| <[z und [Im 2| < |z].

6.1.3 Dreiecksungleichung
Fiir z,w € C gilt die Dreiecksungleichung (vgl. 1.4.2 auf Seite 9):

2+ w] < 2] + [ul.

Gleichheit genau dann, wenn z = 0 oder w = 0 oder w = Az mit A > 0. Auch die umgekerhrte
Dreiecksungleichung gilt:

2] = fw]] <z = wl

Beweis: Zuerst fiir die Dreiecksungleichung. Es ist

lz+w* = (z +w)(z +w) = (z +w) - (2+ )
= 2724 20 4 wZ + w = |2|? + 20 + zw + |w|?
= |2|> + 2Re(zw) + |w|?
< |z|* 4 2|z@| + |w|?
= |2]* + 2 || - Jw] + [w]* = (2] + |w])?
Also ist |z + w| < |z| + |w|. Nun die umgekehrte Dreiecksungleichung:
Esist |z| = |(z —w) + w| < |z —w| + |w|, also |z| — |w| < |z — w|. Genauso wird |w| — |z] < |w — 2|

gezeigt. Zusammen ist dann ||w| — |z|| < |w — z|.
Jetzt der Beweis fiir die Gleichheitskriterien:

1. Fir 2 = 0 oder w = 0 klar.

2. Seien nun z,w # 0: Es ist dann

Re(z@) = |2] - [w| = |2

20
zt€elR>0 «<— — >0
ww

1
250 = S-S mitA>0
w woA

w= Az mit A >0

1111

6.2 Folgen und Reihen

6.2.1 Definition: Komplexe Folge

Eine Abbildung IN — C, n — ¢, heifit (komplexe) Folge: (c,). (¢n) heift konvergent gegen ¢ € C,

wenn lim |¢, — ¢| = 0 ist. Schreibweise: lim ¢, = c oder ¢, — ¢ fiir n — oo. Vergleiche auch 2.1.1
n—oo n—oo

auf Seite 19.
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6.2 Folgen und Reihen

Bemerkung: Sei ¢, = a, + ib, und ¢ = a + ib mit a,,b,,a,b € IR. Es ist
lan, —a| < |ep —c| < an — a| + |bp — b|
b, — b| < |ep — | < an —a|] + by — Y|

Es gilt also: ¢, — ¢ <— a, — a, b, — b.

6.2.2 Beispiel

n—+1 B n+t 14 2n

T T oni 1—2mi 1+ 2ni
n —2n +i(1+ 2n?) —n . 2n? i
= = +1 — —
1+ 4n? 14 4n2 1 4 4n? 2
o = 1+% Regeln 1 _E
L —2i 2

6.2.3 Vererbung der Grenzwertregeln

Alle Regeln fiir Grenzwerte von reellen Folgen gelten fiir komplexe Folgen weiter. Ausgeschlossen
sind diejenigen, die auf der Anordnung der reellen Zahlen beruhen (Es gibt keine Anordnung unter
den komplexen Zahlen).

Beispiel: Gelte ¢,, — ¢, d;, — d. Dann ist
l(en +dn) — (c+d)| =|cn —c+d, —d| <|cp, — |+ |d, —d| — 0.
6.2.4 Definition: Komplexe Reihe
Sei (¢p) eine komplexe Folge und ) ¢;. Die unendliche Reihe > ¢ heift konvergent, wenn die

k=0 k=0

[ee]
Folge (si) konvergiert. Es ist Y ¢x := lim s,,.
k=0 n—00

n n
Bemerkung: Sei ¢, = a,, +ib, mit a,,b, € R. Dannist s, = > ax+1i Y bx. Also ist Y ¢, genau
k=0 k=0
dann konvergent, wenn »_ a,, und >_ b, konvergent sind. Es ist Y ¢, = > an + 1Y by.

6.2.5 Beispiel: Die geometrische Reihe
oo
Was ist > "7 Reeller Versuch: Sei ¢" = ¢, = ay, + ib, und ¢ = a + ib:
n=0
cp=a-+1b
co = (a+ib)* = a® — b* + 2iab
c3 = (a+ib)® = a® + 3ia®b — 3ab® — ib> = a3 — 3ab® + i(3a%b — b%)
Nun ein komplexer Versuch: Es ist
sp=14c+- - +"=1+c(s, —").

Fiir c=1ist s, =n+ 1. Flir ¢ # 1 ist
1— n+1 1
Sp = 1fc —>1_Cfalls]c|<1.

Fiir |¢| > 1 ist die Reihe divergent (selber machen).
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

6.2.6 Cauchykriterium

Eine komplexe Folge (¢,) bzw. Reihe > ¢, ist genau dann konvergent, wenn es zu jedem £ > 0
n
n

ein ng gibt mit |¢, — ¢;| < € bzw. | Y | < e fiir n > m > ng (Vergleiche mit 2.3.4, Seite 26,
k=m+1

und 2.4.6, Seite 31). Dies bedeutet, dal C vollsténdig ist.
Beweis: Aufgabe (Zerlegung in Re- und Im-Teil).

6.2.7 Satz von Bolzano-Weierstral3
Jede beschrinkte (d. h. |¢,| < K fiir alle n) Folge (c,,) besitzt eine konvergente Teilfolge (vergleiche
mit 2.3.3 auf Seite 26).

Beweis: Sei ¢, = ay, + b, mit |ay|, |by| < |¢n| < K. Dann besitzt (a,,) eine konvergente Teilfolge
(an,) und (by, ) besitzt eine konvergente Teilfolge (bnk]_).
Zusammen konvergiert dann Cry, = Gy, + ibnkj.

6.2.8 Dirichletkriterium

Sei (Ap,) eine reelle monotone Nullfolge und (¢;,) eine komplexe Folge mit beschrénkten Partialsum-

n
men ( < M fir allen € ]N>.

> Ck
o0
Dann konvergiert Y  A,c, (siehe 2.4.9 auf Seite 32).

k=0
n=0

7

> ax

k=0

> b

k=0

Beweis: Sei ¢, = a, + ib,. Dann ist < M und

< M, also ist > Agag + 1Y Apbg
e e

konvergent.

6.2.9 Definition: Absolute Konvergenz

[e.e] o0
>~ ¢y, heifit absolut konvergent, wenn ) |¢,| konvergiert (s. 2.5.1, Seite 34).

n=0 n=0

Bemerkung: Es ist |ay| < |enl, [bn] < |en] und || < |an| + |bnl.
> ¢y ist absolut konvergent <= Y a, und > b, sind absolut konvergent.

6.2.10 Regeln
(1) Absolut konvergente Reihen sind konvergent (vgl. 2.5.2 auf Seite 34).

(2) Absolut konvergente Reihen darf man beliebig umordnen, ohne an der Konvergenz oder am
Reihenwert etwas zu dndern (siehe 2.6.4 auf Seite 39).

(3) Cauchyprodukt: Sind > a, und > b, absolut konvergent (a,, b, € C), so gilt:

Zan-an:ch:ZZakbn_k.
n=0 n=0 n=0

n=0 k=0

o0
Dabei konvergiert die Reihe Y |c,| absolut (vgl. 2.6.10, Seite 43).

n=0
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6.3 Konvergenz und Stetigkeit

o0 o0
(4) Majorantenkriterium: Ist |c,| < A, fiir alle n und konvergiert > \,, dann konvergiert »_ ¢,

n=0 n=0
absolut (vgl. 2.5.3, Seite 34).

o0

(5) Wurzelkriterium: Ist lim {/|c,| < 1, so konvergiert Y ¢, absolut (vergleiche mit 2.5.4, Sei-
n—oo n=0
te 34).

(6) Quotientenkriterium: Sind alle ¢, # 0 und ist

Cn+1
Cn

lim

n—oo

<1,

oo
so konvergiert Y ¢, absolut (vgl. 2.5.5, Seite 35).
n=0

6.2.11 Beispiele

o0
(1) ¢" konvergiert absolut fiir |¢| < 1.
n=0
Beweis mit Wurzelkriterium: {/|c,| = /|c|™ = |c|.

o0

(2) Zo Z% konvergiert absolut fiir alle z € C.
n=
Dies ist fiir z = 0 klar.

Fiir z # 0: Quotientenkriterium

Zn+1
() 12 — 0 flirn — o0
e n+1
n!
(3) Cauchyprodukt:
2 = w” B 21 K nlzkwnk B 2 (24 w)”
Dt 2l = 2w 2 Hin R =2
n=0 n=0 n=0 k=0 n=0
=(z4w)"

6.3 Konvergenz und Stetigkeit

6.3.1 Definition: Stetigkeit

Sei D C C, f: D — C. f heifit stetig in zgp € D, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 gibt mit
|f(2) — f(z0)| < e fur alle z € D mit |z — 29| < J (vgl. 3.2.1, Seite 48). Geometrische Deutung von
|z — 20| < §: Kreisscheibe um zp mit dem Radius 4.

Bemerkung: Sei u(z) = Re f(2) und v(2) = Im f(z) fir z € D. Es ist u,v: D — IR C C. Dann

gilt:
f =u+iv ist stetig in 29 <= wu,v sind stetig in zg € D
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

6.3.2 Beispiel
Sei f(z) =22, D =C und 2 € C. Es ist
f(2) = f(z0)] = 12* = 23] = |(2 = 20)(2 + 20)].
Sei nun ¢ > 0. Wahle dazu 0 < § < 1 so, dal § - (2]z0| + 1) < € ist. Aus |z — 29| < 6 folgt dann
|z] <+ 20| <1+ |z0]
Damit ist dann
£ (2) = fz0)] <6 (|2 +[20]) <6 (1+2[z]) <e.

Bemerkung: Die Regeln fiir stetige Funktionen D — C gelten wie fiir reelle Funktionen I — IR.

6.3.3 Definition: GleichmaBige Konvergenz
Sei f,: D — Cfirn=0,1,2,.... Die Folge (f,) bzw. die Reihe ) f,, heifit gleichmé&Big konvergent
in D gegen f: D — C, wenn es zu jedem € > (0 einen Index ng g?bt mit

|fn(z) — f(2)] < e fiirn >npund z € D

bzw.

<efirn>ngund z € D

> falz) = f(2)
k=0

(vergleiche auch 3.3.1, Seite 52).

Bemerkung: Sei f, = u, + v, und f = u + iv. Dann gilt

fn — [ gleichmafig in D <= wu,, — » und v, — v gleichméfig in D.

6.3.4 Satz

Konvergieren die f,, gleichmafig gegen f in D, und sind alle f, stetig in zp € D, dann ist auch f
stetig in D (siehe auch 3.3.4, Seite 53).

Beweis: Wie in IR.

6.3.5 Definition: Potenzreihe
Eine Reihe der Form

[e.e]

ch(z —29)" (6.1)

n=0
heifit Potenzreihe mit dem Mittelpunkt (Entwicklungspunkt) zg. (¢,,) heiit Koeffizientenfolge. Es
sind zp, ¢, € C. Fiir den Konvergenzradius r gilt

B 1
lim {/]ca|
n—oo

(6.1) konvergiert fiir |z — zg| < r und divergiert fiir |z — 29| > r. Sonderfille sind:

(a) r = 0: Nur Konvergenz in zp, ,nirgends*®.
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6.3 Konvergenz und Stetigkeit

(b) r = oo: Uberall konvergent.
(¢) 0 <r <oo: Fir |z — 29| = r ist keine Aussage moglich.

(d) Ist r > 0, so ist (6.1) gleichmé&Big konvergent in |z — zg| < 7.
Siehe auch 3.4.1 und 3.4.2 ab Seite 55.

Beweise: Wie in IR.

6.3.6 Die Exponentialfunktion

o0 n

z

e = Z 1
=0 n.

Die Exponentialfunktion ist definiert und stetig in C. Fir z,w € C gilt die Funktionalgleichung
T = e%.e%. AuBerdem ist e* # 0 in C, da fiir w = —z gilt: 1 = e*-e~* (siehe auch 3.5.1 und 3.5.2
ab Seite 62).

6.3.7 Eulersche Formel

Fiir t € IR gelten die Formeln: '
e’ = cost+isint

eF = "W =% . e = ¢ . (cosy + isiny)

Beweis:

2n+1

— ()" 5 — (="
t+isint = E +" g § —~ 7 ¢
cost + 2s1n 2 (Qn)! +zn:0 (2n—|— 1)!

e @) s @)t S @)y,
=2 (2n)! +nzo(2n+1)! _nz;) nl ©

n=0

6.3.8 Bemerkungen
eFT2M = ¢ . M = ¢ . (cos 2m 4 isin2m) = €7 - (1 +0) = €*

Die Exponentialfunktion ist 2mi-periodisch. Es gilt

€mT+1=0

6.3.9 Additionstheoreme von Sinus und Cosinus
Seien ¢, € R. Es gilt
e’ = cosp +ising und € = cosf + isinf
und damit ist
e . e = cos pcosh — singsinf + i(cos ¢ - sinf + sin p cos §)
e . ¢ = Pt0) = cos(p + ) + isin(p + 0)
Es folgen dann die Additionstheoreme:

cos p cosf — sin psinf = cos(p + 6)
cos psin @ + sin p cos § = sin(p + 0)
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

6.3.10 Polarkoordinaten

Einfiihrung: Es gilt:
€| = |cost +isint|* = cos®t + sin®t =1

= || =1 firt € R
Satz: Jedes z € C\ {0} 148t sich schreiben als

z=|z|- € mit 6 € R.
0 ist dabei eindeutig bestimmt, wenn man sich z. B. auf 0 < 0 < 27 oder —7 < 6 < 7 beschrankt.
0 heifit auch Argument von z: 0 = arg z.
Beweis: Sei |z| =1, z # —1,1. Schreibe z = z + iy, 22 +y? = 1, y # 0. Es existieren genau zwei
Stellen 6, € (0,7) und 05 € (7, 27) mit

92 =27 — 191, sin91 = —Sineg.

lyl = V1—2a%=4/1—cos?0; =|sinb,|

Setze nun 6 = 6, fiir y > 0 und 0 = 6, fiir y < 0. Es gilt dann cos = z, sinf = y. Andere 0’s gibt
es nicht.
Fir z=—-1(0=m)und z =1 (# = 0) ist 6 eindeutig bestimmt.

Sei nun |z| # 1 und z # 0. Es ist z = |z| - ﬁ = |2| - €.
z

Es gilt:

|..]=1

6.3.11 Potenzen

i0 | 10 _ ‘Z|262i0

Fiir z = |z| - € ist 22 = |z| - |2] - € - € z|metd,

und 2" = |
Beweis: Per Induktion (selber machen).

6.3.12 Wurzeln

Problem: Sei a = |a]e’® (0 < o < 27) gegeben und 2™ = a. Gesucht ist 2. Falls a = 0 ist z = 0.
Sonst wird der Ansatz z = 7 - ¥ gemacht:
M= < rneinﬂz ‘a|€io¢
< ™ =qund nf = a+2kr firein k € Z
2k
<~ r=1/l|q undﬁzu
n

Es gilt nun

2k
2z, = V/|alexp <Zoz+77> = zp =afireinkeZ
n

und zxy, = 2z (dies ist selber zu beweisen).

Zusammenfassung: Seia € C\ 0. Dann hat die Gleichung 2" = a genau n verschiedene Lésungen
in C, namlich

R —
n

2k
Va=z, = \"/\a\exp<'a+ W) firk=0,1,...,n—1
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6.3 Konvergenz und Stetigkeit

Bemerkung: Esist argz, = O“fl”r und arg zx41—arg 2 = 2% Die Wurzeln liegen also gleichméfig
auf dem Vollkreis verteilt.

6.3.13 Polynome

Das Polynom z"™ — a mit festem a € C hat die n Nullstellen zg,...,2z,-1 fir a # 0, bzw. 0,...,0

fir a = 0.

6.3.14 Fundamentalsatz der Algebra

Jedes Polynom P(z) = ag + a1z + -+ apz" (n > 1, ap # 0, a, € C) besitzt (mindestens) eine
Nullstelle zg € C mit P(zp) = 0.

Beweis: (nach Gauf}) Sei |z| =r > 9. Dann ist

n—1
|P(2)] = lanz" + (an—12""" + -+ ag)| = |an|r™ = |ay|r”
v=0

n—1
1
— . (,an’ _ Z |aV‘Tn—V> > |P(0)| fiir 7 > rg (7o hinreichend grof)
v=0

Das heifit, daff die Nullstelle immer betragsméfig kleiner als ein ry sein mufl. Auflerdem ist |P(z)| >
|P(0)] fir betragsméBig hinreichend grofies z.
Annahme: Es ist P(z) # 0 in C. Setze

m = inf{|P(2)|: |z| < 7o}

Es existieren dann z; mit |zx| < ro und |P(zx)| — m.
Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf} sei z; OBdA konvergent gegen zg:

m — |P(z)| = [P(20)]
Es ist also m = P(zp) und aus der Stetigkeit folgt m < |P(0)|. Fiir groes z € C ist dann also
[P(2)] = [P(0)] = |P(20)| = m

Jetzt ist noch P(zp) = 0 zu zeigen.
Annahme: Es ist P(zp) # 0. Setze dann

Pz + z)

“O = Th)

Es ist |Q(2)] > |Q(0)] = 1.
Sei nun z = re mit 0 < 6 < 27 und r > 0.
AuBlerdem sei Q(z) =1+ bsz® + - - - + by 2™ mit by # 0. Dann ist

2 is0 ,92
1§|Q(Z)| = 1+bs’l"sezs —|-..._|_bnrn€zn

(es ist |a + b|* = |a]? + 2Re(ab) + |b]?)
‘2

=142 Re(bsTseise + .. ) + bs,r.seise +...

=1+2-|bs| 7 |bs| cos(s6 + Bs) + Terme von r’ mit t > s.
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

Also ist
0 < 2|bs|r® cos(s6 + B3s) + Terme von 7' mit t > s.

Dividiere jetzt durch r°. Dann ist
0 < 2|bs| cos(s0 + f3s) + Terme von =% mit t > s.

Fir » — 0 ist dann
0 < 2|bs| cos(s0 + 3s) fiir 0 < 0 < 27

Also ist cos(sf + 3s) > 0 fiir 0 < 6 < 27 und festes s € IN. Wenn man nun 6§ = %ﬂs setzt, dann ist
aber cos(sf + (3s) = cosm = —1. Widerspruch!
6.3.15 Folgerungen
1. P(z) = apz™ + -+ + ap kann man schreiben als
Pz)=apn(z—21) (z—22)...(z—2zp) =an(z— Q)" ... (2 = ()"
mit r; 4+ -+ - + rs = n und paarweise verschiedenen (;.

Beweis: Es gibt z; € C mit P(z1) = 0. Dann ist

P(z)=Pz) = (21) =Y a;(s =) = (z—21) - Y _a;(z" "+ +27)
j=1 j=1

=(z—2)  Pi(2)

Folgere nun weiter mit Induktion nach n. Fir n = 1 ist die Behauptung klar.
n—1—mn: Esist P(z) =(z—2z1)- Pi(z) und grad P, =n — 1.
Dann ist Pi(z) = ap (2 — 22) ... (2 — 2zp).

n—1 Stiick
Spezialfall: P(z) = ag + a12' + - - - + a,2" heiit reell, wenn ag, ..., a, € IR sind. Ist P reell
und P(zp) = 0 fiir 29 ¢ IR, dann gilt

n n n
P(z) = Zaj%j = Zajzé = Zajzg = P(z)=0=0.
=0 =0 =0

Die zu zy konjugierte Zahl ist fiir reelles P also auch Nullstelle.
2. Ist P(z) = ap + a1z + - -+ + an2" reell, so gilt
P(2) = an(z — &)™ ... (2 = &) (2% — 2c12 + b1)*' ... (2% — 2¢p2 + by) ™

mit (bj — 032) > 0, fj € IR und Cj,bj € IR.
Beweis: P hat die Nullstellen &1,...,&, € IR, paarweise verschieden, und (i, i, ..., (o, G,
jeweils konjugiert komplex und paarweise verschieden:

P(z) =an(z — &)™ ... (2 — &)™
(2= )z = Q) (2 = G (= = ClD)™
Dabei gilt:
(z=G)(z =) = 2" — 201 — 2G4+ (¢ = 2° — 2Re(G)z + |G
b1 —ci =[G = (Re¢1)? = (ImG1)* > 0
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6.3 Konvergenz und Stetigkeit

6.3.16 Satz uiber die Partialbruchzerlegung
Sind P und @ reelle Polynome ohne gemeinsame Nullstellen mit grad(P) < grad(Q) und

k
:H$—§] TJH&U — 2¢cjx + bj)%

J=1

Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen a5, 3,; und 7, mit

k ori—1 ¢ s;—1
P(x) Bui + Yuj
pu— + .71/.
Ao 2 e T e b

Beweis: (von Redheffer) In den néchsten Abschnitten.

6.3.17 Hilfssatz 1

Seien P, (Q und R Polynome mit den Graden p, ¢ und r, wobei r < p + ¢ ist. Auflerdem haben P
und @ keine gemeinsamen Nullstellen. Dann gibt es zwei eindeutig bestimmte Polynome A und B
mit grad(A) < ¢, grad(B) < p und AP + BQ = R.

Beweis: Die Koeffizienten von P, @ und R seien ¢;, dj und e; (¢; =0 fiir j > p, d; =0 fiir j > ¢
und e; = 0 fiir j > r). Die gesuchten Polynome A und B haben die Koeffizienten a; und b; (a; =0
fir j > ¢ und b; =0 fiir j > p).

AP + BQ@ = R ist dquivalent zum linearen Gleichungssystem

k k

> crjaj+ > di_jb; = e (6.2)

J=0 J=0

fir £k = 0,1,2,...,p + ¢ — 1. Dies sind p + ¢ lineare Gleichungen mit den p + ¢ Unbekannten a;
(0<j<q) und bj (0 <j <p). Ist es eindeutig 16sbar?

LINA: Ein LGS Az = b ist eind. 16sbar <= Az = 0 hat nur die Triviale Losung « = 0.

Mache nun (6.2) homogen (setze e, = 0 fiir alle k, d. h. R = 0). Hat nun AP + BQ = 0 nur die
Loésung A = B =07

Sei A, B Losung: Ist Q(z1) = 0, dann ist P(z1) # 0 und damit ist dann A(z;) = 0. Da @ aber
q Nullstellen und hat, A aber weniger als ¢ — 1 Nullstellen hat, ergibt sich ein Widerspruch. Also
muf3 A =0 und damit auch B = 0 sein.

6.3.18 Hilfssatz 2

Seien P, @Q1,...,Qy Polynome, je zwei ohne gemeinsame Nullstellen, ) = @1 - Q2...Q, und
grad(P) < grad(Q). Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome Pi,..., P, mit grad(P;) <

grad(Q;) und

P &P
a 2a
Beweis: Mit Induktion nach m.
=1: (@ =Q): ,op
1
—_ = —=— = P1 =P
Q O
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

m — 1+ m: Wende Hilfssatz 1 (6.3.17) an auf:
AQm + B(Ql . ~Qm—1) =P

Die Voraussetzungen fiir den Hilfssatz sind: @, und @1 ... Q-1 haben keine gemeinsame
Nullstelle (nach Voraussetzung schon gegeben). Es ist

m—1
grad(P) < grad(Q1 ...Qm) = Z grad(Q;) | + grad(Qm)

= grad(Q1 ... Q1) + grad(Qum)

Aus dem Hilfssatz 1 ergibt sich dann A mit grad(A4) < grad(Q1...Qm—1) und B mit grad(B) <
grad(Qp,). Setze P, := B. Dann ist grad(FP,,) < grad(@,,). Es gilt damit

P=AQm+ PnQ1...Qm-1-
Nach Division durch @ ist dann

P A P B Pa R
Q Ql---Qm—l Qm — Qj Qm — 7
® b

Dabei ist ® nach Induktionsvoraussetzung und & nach Hilfssatz 1 eindeutig.

6.3.19 Beweis der Partialbruchzerlegung

Seinun @ = (Hy)™ ... (Hg)™ - (L1)*' ... (Lg)% mit H;(z) = (z—&;) und L; = 2% — 2¢cjx + b;. Dann
ist Q; = (H;)" oder (L;)%. Mit Hilfssatz 2 gilt dann:

P k 4 ~
@ZZ 35—5] +Jz:; —QC]x—H))

j=1
ri—1
Dabei ist grad(P;) < r; und Pj(z) = > ayj(z —&)":
v=0
ri—1
Bl _ Ay
Gy~ 2wy

Damit ist der 1. Teil der Behauptung bewiesen. .
Setze P(x) = Pj(z) und (z? — 2¢jz + b;)% = (2% — 2cx + b)®. Es ist grad(P < 2s. Gilt nun

) s—1
P(z) = Z(ﬁv + 71/55)/1:2 — 2cx +b)”

v=0
Dann ware nédmlich . .
P($) _ SZ: By + v
(22 — 2cx 4+ b)® (22 — 2cx + b)s™V

v=0

Diese Frage ist Aufgabe fiir das konkrete Problem p(x) =2 +22%2 — 23 und 22 —2cx + b= 2> + 1.

Es ist
—:E3—2:E2+2$_( +2)+3x—2
2 —1 -t 2 —1

Also ist P(z) = (=2 +2)(2? + 1) + 3z — 2.
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6.4 Trigonometrische Reihen

6.4 Trigonometrische Reihen

6.4.1 Definition: Trigonometrische Reihe
Eine Reihe

oo

Z Ckez’k;t

k=—o00

heifit trigonometrische Reihe (¢ € C, t € IR). Sie heifit konvergent im Punkt ¢ € IR, wenn
n o
li ikt — ikt
fim Y et = 3 e
k=—n k=—00

existiert.

6.4.2 Bemerkung
(6.3) heifit reell, wenn c_j = ¢ fiir k = 0,+£1,.... Dann ist ndmlich

—ikt

C_p + e = gretht + cpett = 2 Re(ckeikt)
n
= Z Ckeikt =+ Z(Ckeikt + C_ke_ikt)
k=—n k=1

=co+2 Z Re(cre*) e R
k=1

zkt)

Wenn nun ¢, = %(ak — iby) ist, folgt Re(cke %(ak cos kt + by sin kt) und mit c_j = ¢, ist

o
Z cpett = % + Z(ak cos kt + by, sin kt)

\
8
B
,&

6.4.3 Beispiel

Sei a € IR, ag | 0. Dann konvergiert

Z oy sin kt fir alle t € IR

k=1
)

Z ay cos kt fiir alle t ausgenommen moglicherweise ¢t = 0, 27, +471
k=1

Beweis: Mit dem Dirichletkriterium (0 < ¢ < 2). Es ist

sin kt skt| _ | it zt
o] <3 < S
k=1
_ 1 —emn 2
1—et | = |1—et

Die Partialsummen sind beschrénkt, also liegt Konvergenz vor.

(6.3)

Die Sinusreihe ist konvergent fiir ¢ = 0 und cos(k - 0) = 1, hier hangt die Konvergenz also von (ay)

ab.
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

6.4.4 Integration von f: IR — C
Sei f: [a,b] — C und f(t) = u(t) + iv(t). Wenn u,v: [a,b] — IR integrierbar sind, so setzt man

b

/f(t) dt ::/bu(t) dt+z’/bv(t) dt

a

6.4.5 Integrationsregeln

(a)
b b b
Ju®+gwyae= [ swyae+ [ g a
(b)
b b
/cf(t)dt:c/f(t)dt (ceC)
(c)
b b
/f(t)dt:/f(t)dt
(d)

b
< / ()] dt

b
/ F(t)dt

b
Beweis: Setze I = [ f(t)dt. Die Behauptung ist fiir I = 0 klar.

a
Sei nun I # 0 mit I = |[I]e’® und o = arg([):

b
|| = Re(e~iT) = Re (w‘a / (1) dt)
b ’ b
= Re (/ e f(t) dt) —/ Re(e " f(t))

a a <le~ief(t)|=|f(t)|

(e) fn konvergiere in [a, b] gleichméBig gegen f fiir n — oo und alle f,, seien integrierbar. Dann ist

Beweis:

b

/l)un(t)dt+i/bvn(t)dt—>/bu(t)dt—i—z'/bv(t)dt:/f(t)dt

a
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6.5 Fourierreihen

6.4.6 Beispiel
Sei Y cpet™ = f(t) gleichmiBig konvergent. Dann ist
k=—00
/ezmtf(t) dt — Z Ck/el(k m)t dt
-7 e

Fur ¢ € ZZ ist dabei
0 sonst

_1
7]

—Tr

(6i7rZ _ e—iw@) =0

/e_imtf(t) dt = 27cy,.

—T

Also ist

I
= — imt £ (4 dt.
on= e [0

6.5 Fourierreihen

Alle Funktionen in diesem Abschnitt sind vom Typ f: IR — IR und sind 27-periodisch, d. h.
f(z +27) = f(z) fir alle z € IR. AuBlerdem sei f integrierbar iiber [—, 7], also iiber beliebige
[a, b].

6.5.1 Definition
f—-ljf@fmﬁ
R oon

o ~ .
heiBt k-ter Fourierkoeffizient von f (k € Z). Die Reihe Y.  fre* ist die von f erzeugte Fourier-

k=—o00
rethe:

fro Yo fre™ (6.4)

k=—o00

6.5.2 Bemerkung

Es ist fi = E, d. h. (6.4) ist reell, denn

fow = % / F(t)e*t dt = % /f(t)e““ dt

:% / Flt)e i gt — % / F(t)ekt = fy.
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen
Setzt man fk = %(ak —iby), so ist

f~ 24 Z(ak cos kt + by, sin kt)

2
k=1

1 ™

ak:/f(t)cosktdt fir k=0,1,...
T

b = — /f t)sinktdt fur k= 0,1, .

. 1
ak:2Refk: /f t) Re(e ) t:W/f(t)cosktdt

6.5.3 Beispiel
Sei

om-periodisch fortgesetzt. Es ist fi = = fo e at.
Fir k£ =0 ist

A 1
fo= B
und fir & > 0 ist
1 e—ik:t ™
or  —ik

1 1 ( ik 1) i 0 k gerade
= — - —\ e — = —
o 2mk —i 2km | -2 k ungerade

Damit ist ag = 1 und ar = 2Re fk = 0.

A 0 k d
Bsist by = —2Imfy= 32 -4~ 50" Akoist
— ungerade

Die Reihe ist iiberall konvergent nach Dirichlet, insbesondere in ¢ = 0 mit dem Wert %

6.5.4 Satz

(a) Ist f gerade, so ist by = 0 und ay = 2 [ f(t) cos kt dt.
0

(b) Ist f ungerade, so ist ay = 0 und by = 2 [ f(t)sinkt dt
0
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Beweis:
) ) r 0 ' m ' Subst. im 1. Integral
= — s)e” s+ t)e™ t| = s=—1
fo=se | [ fe s+ [ roe
™ Ea 0 ds = —dt
1 ikt ikt 1
= o= | [ f=ear+ [ peetar| = — [ [£(0)
T T
Lo 0 0

dabei gilt + fiir gerades f und — fiir ungerades f

=;]m)
0

[efiktieikt} dt

Dabei ist [...] = 2coskt fiir gerades f und = —i2sin kt fiir ungerades f
cos kt
/ 1) " —isin k:t

6.5 Fourierreihen

Wenn f gerade ist, ist also f = %ak reell. Wenn f ungerade ist, ist also fi = %ibk.

6.5.5 Beispiel

Sei f(t) =|t| in —7 <t <, 2m-periodisch fortgesetzt. f ist gerade, also ist by = 0,

™

1
/tdt:ﬂ'
T

0

ag =
0
und fir k£ > 0 ist
9 T 2 ikt 2 [ sinkt
ak:/tcosktdt:-t-sm —/1-8m dt
T T k 0o T k
0
2

2
= —— coskt|T = —=(cos(km) —1).
0 ki2
T

k- k
D. h. ag =, ag =0 und
—4
m(2k —1)%

2-(=2)
m(2k — 1)2

~pory e

a2k—1 =

cos((2k — 1)t)
(2k —1)2

ist gleichméBig konvergent nach dem Majorantenkriterium. Spater wird gezeigt:

| cos((2k — 1)t)
D=3- %Z (2k — 1)2
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

Fiir ¢ = 0 gilt dann

m=1
Also ist
i 1 4 2 2
—2 = - — = —
k273 8 6
6.5.6 Besselsche Ungleichung
Es ist
S Ihl2<k [y
Rt 27

mit | f|? = 1(a2 +b?) gilt:

Insbesondere gilt: fi, — 0 fiir |k| — oo,
d.h. ap — 0 und by — O fiir £ — oc.

Beweis: Sei

ein trigonometrisches Polynom, ¢; € C. Dann ist

1) = T@)P = (F(2))? — 2f () Re(T(@)) + T2
= (f(2))* = 2Re ( Z f(x)%e_ikQE) + Z cpeget =07

k=—n kfl=—n

144



J11@) - 1P de = [ (1) ds
—2Re Z ck/f )e R dg
k=—n g
—_————
=27 f
+ Z CrCp /ei(k 0% dg
kl=—n “r
—_————

=0 (¢£k); =2m (¢=k)

= [(f@)Pds - 2Re 3 2

g k=—n

n
+ 27 Z lex|?

k=—n
0</f (z)]? dz
: 2do— Y AP
27r F
k=—n
+ Z | /x> — 2Re Z Futr + Z ek |?
k=—n k=—n k=—n
1 r 2 S £ 2
=5 dm—kz |fl? + k_z | fie — cx

—T

>0 (=0 fiir cp=fVk)
Also ist

™

> 1RP < o [

k=—n

—T

Nun Grenziibergang n — oo, dann ist die Behauptung beweisen.
n

Zusatz: Sei s,(z) = > fre*, dann ist
k=—n

/lf — sp( !2dm</\f (z)? d.

6.5.7 Satz von Riemann-Lebesgue

Sei g € R([a,b]). Dann gilt

b eikt
/g(t) sinkt » dt — 0 fir k — +oo.
cos kt

a

6.5 Fourierreihen
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen
Beweis: Fiir den Fall, daf§ [a,b] C (—m, 7]
Setze
g(t) in|a,b
Ft) = { (t) in .

0 in (—m, 7]\ [a,d]

2m-periodisch fortgesetzt. Dann ist

b by
1 ikt gy L ikt
27T/g(t)e dt = 27r/f(t)e dt

—T

=fi—0

6.5.8 Der Dirichletkern

Sei
f'\‘ Z fkeikt-
k=—00

Dann gilt

sa(@) = 3 et = % / Do — 1) £ (1) dt.
k=—n .

Dabei ist D,, der Dirichletkern und ist bestimmt durch

sin ((n +
Dule) = (S(in—r;) )
2

und
D,(0) =2n+1= liIr%) D, (x).

Beweis: Es ist

7r n

sn(x) _ Z ;T/f(t)eikteik:r dt = 217T/ < Z eik(xt)> f(t) dt

k “r Zr \k=—n
=Dn(z—t)
n n
D (.’L‘) _ eikx _ efinx Z ei(k+n)x
n = E =
k=—n k=—n
& ] it
— iz Z T — p—inz 4
; 1—ew
J=0
e—(n-l—% w:(l _ ei(2n+1)x>
ez (1— eir)
1y - . 1 L.
e~(nra)ie _ pilnt3)z _2isin ((n+ 3)z)
- e—iE _ i3 N —2isin g
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6.5 Fourierreihen

6.5.9 Riemannscher Lokalisationssatz

Es ist .
> fee™ = s(x)
k=—o00
<:>/D flx+t)+ f(z —t) —2s(x)] dt — 0 fiir n — oo

fiir ein 6 > 0. Das bedeutet: f bestimmt alle

o 3 [ s

Beweis:

() = o / Dol — £)f(t) dt

T+

/D flz—y dy—/D y) dy

T—7 2m-periodisch in y

_lx—=t=y
C|dt = —dy

1 Im 1. Integral subst.:
=5 | DwSta = dy+/D Nay=|  y=-u
dy = —du
:—/D x—i—u)du—l—%/Dny flx—y)dy
™ gerade 0
B I P
0
Einschub:
1= 5 [ D) )+ fla =) dy?
0
! 7rD 1+1)d
= o [ Da) 4 1y ay
0
[setze f(t) =1 und s,(x) = 1]
Es ist
() — s(a) = 5 / Daly) [f( +9) + f(z — y) — 25(2)] dy
0
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

Zeige nun noch
™

/ Du(y) [f (& + ) + f(z — ) — 25(2)] dy — O fiir . — o0

~~

J =:g9(y)

Dann ist der Beweis erledigt.
Betrachte nun D, (y) - g(y):

ist integrierbar {iber [4, 7]:
™

ZDn(y)-g(y) dy = 5/ <<n+ ;) y> ~h(y) dy = ]diji;ﬁzt‘

w/2
=2 / sin((2n + 1)t) - h(2t) dt — 0 fiir n — oo
572

nach dem Satz von Riemann-Lebesgue (siehe 6.5.7, Seite 145).

6.6 Konvergenz- und Approximationssatze

6.6.1 Satz
Sei f~ S fre'®®. Setzt man g(t) = f(z +t) + f(x — t) — 2¢ bei festem z und konvergiert
k=—oc0
[l
t
0
dann gilt
Z fre™® = c.
k=—00
Beweis: Siche 6.6.3.
6.6.2 Beispiele
1. Sei
0 fir —7<2x<0
flz)=491 fir0<z<nm ,
% flirx =0,7

2m-periodisch fortgesetzt. Es ist
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6.6 Konvergenz- und Approximationsséitze

Nach dem Satz ist iiberall Gleichheit, denn:
Fir x # 0, £m, £27, ... ist g(¢) =0 in [0, J].
Fiir =0 und ¢ = % ist g(t) =1+ 0—24 = 01in (0,0).

2. Sei f(z) = |z| in —7 < & < 7, 27-periodisch fortgesetzt.
Fir 0 <z < mist

fla+t)+ flz—t)—2f(z) =xz+t+ax—t—-2x=0fir 0 <t <4

Fiir x =0 ist
J@&) + f(=t) =2f(0) = [t] + [t| = 0 = 2t] = 2f(t)
é )
/g(t)dt—/th\/
0 ! 0
Also ist
T_4 3 cos(2k — 1)¢ =t|in —7<t<m.
2 7 (2k — 1)2 -

6.6.3 Beweis von 6.6.1

Es ist

Dy (t)g(t) + €n,

V)

3
—
&K
N—

|

@)

1
[\
S ‘H

o\%

wobei &, — 0 fiir n — oo (nach dem Lokalisationssatz) fiir jedes 6 > 0.
Sei ¢ > 0. Dazu gibt es ein § > 0 mit

0
t
0

Zu diesem § existiert ein ng mit |e,| < e fiir n > ny.

by =sin((n3)) (- 1)
—_—
can (e )0)- (20

(Aufgabe: Zeige, dal h(t) in t = 0 stetig ist.)
Nach dem Satz von Riemann-Lebesgue ist

[ Dt =2 [ (o 1)) 22
0 0

+ sin <<n + ;) t) g(t)h(t) dt

—0 fir n—oo
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

Also ist das 2. Integral fiir n > ny betragsméfig kleiner als €. Zusammen gilt also:

|sn(x)—c|2227r/551n(<n+;>t>‘ ‘g(t)|dt+ te
0

mit n > max(ng,n1) bei ©.

6.6.4 Beispiele

1. Sei

h(t) = a f{ll‘ —7T<t<1507
b firtg<t<m

beleibig in ¢t = #y und ¢ = m und 27-periodisch fortgesetzt. Dann ist

oo a fir —m<t<ty
Z ﬁkeikt =4qb firtg<t<m
k=—o00 a+b

flir tg und 7

2. Sei

f’\’ Z fkeik‘t

k=—o00

mit lim f(¢) = a und tE?l+ f(t) = b. Betrachte dann ¢(t) = f(¢t) — h(t):

t—to—
§ fkeik‘t — § hkeik‘t + § gkeik‘t
—_——
atb
2

in tg

g ist stetig in tg, wenn man g(tp) = 0 setzt.

6.6.5 Satz

Ist f in to Dini-Stetig, d.h. gilt | f(¢) — f(to)] < w(|t — to]) mit [ % dh < co. Dann gilt:
0

> fre™o = f(to).

k=—o00

Bemerkung: Beispiele fir die Dini-Stetigkeit:

(a) Lipschitz-Stetigkeit: |f(t) — f(to)| < L|t — to|. Setze w(h) = Lh.

(b) Holder-Stetigkeit: |f(t) — f(to)| < L|t — to|® fiir ein « € (0, 1).
Setze w(h) = Lh® und

T s

/w(hmdh:L/h“‘ldh

0 0

existiert.

(c) Sei f differenzierbar in ¢y3. Dann gilt (a).
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6.6.6 Satz

K

Ist f: R — IR Dini-stetig und 27-periodisch, d. h. esist | f(z)— f(y)| < w(Jz—y|) mit [ % dh < oo.
0

Dann ist fiir alle z € IR

Z fkeikzx _ f(iL')

k=—o00

6.6.7 Satz

S A~ A . ~
Ist f € C'(IR), 27-periodisch, dann konvergiert > |fx|. Da |fre™®| = |fx| ist, konvergiert also

k=—0o0
0 ~ .
> fre*® gleichmiBig gegen f(x).

k=—o00

Beweis: Sei k& # 0. Dann ist

fr = % / F(t)e ™k at

—ik|_ ik ik

) 1|7 A —ikt 1
= o [fOe™ —| + / fH)=—dt| = —c
—
=0
Dabei ist ¢, der k-te Fourierkoeffizient von f. Also ist ¢, = ik fi.
L N
f ~ kaezkm - f/ ~ Z (fkezkx) )

Nach der Besselschen Ungleichung gilt

oo
> lerl? < o0
k=—00
Also ist
o
> B < o0
k=—oc0
Und damit gilt dann
n n
o 1 o
=Nk
el =327 kil
k=1 k=1
csSu "1 n
< AR
k=n k=1

< const., unabhéngig von n.
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6.6.8 Beispiel
Sei f(t) = |sint|. f ist gerade (f(—t) = f(¢)) und Lipschitzstetig:

[f(x) = f(y)] = [[sinz] = [siny|| < |sinz —siny| = [z —y[ - [cos¢| < |z —y].

Suche die ay, fiir die Fourierreihe

o0
|sinz| = % + ;ak cos(kz) fir x € R.

Es ist

™

2 4
a0 _ /smtdt
2 m i

0

und fur k > 0 ist

s

2 . 2| . smkt
ap = — [ sint-cosktdt = — |sint
T

/ sm kt
0

7T
0 _,—/ 0
_ 2 —coskt //—s COSktdt
™
2 2 i 1
=12 —1-(—coskm)+1— [ sintcosktdt| = —m(l + (=" + 73
0
Daraus folgt dann
1 _9 0 fiir ungerades k
1— = )ay=—1+(-1)={ _4
< k2> ) ( (=17 2 fiir gerades k
i
also
—4 —4 1
a = = — —
R R e e
asgy1 =0
und damit

) 4 . cos 2kx
‘Slnﬂf| :; (1_’;4]{:2_1> .

Fiir z = 0 gilt dabei

[e.9]

1
Do =1

k=1
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6.6.9 Satz von Fejer

Ist f: R — IR stetig und 27-periodisch, so gilt
on(x) — f(x) fir n — oo
gleichméfig auf IR. Dabei ist

so(z) + si(x) + -+ + sp(x)

on(@) = n+1
das n-te Fejer-Mittel.
Beweis: Es ist -
@) = 5 [ Dl =) S0y
Damit ist -
Jn(x)—n+1 27r (Zka—t) F(t)dt.
Dabei wird

Fiir 2z = exp(Z) ist

o ((+2)2) - S - ()

:Im(z—l—z + 254 22 = Im(z(1 4+ 22 + 24 4+ 22)

_ (»2\n+1 . 2n+2
Y O et G0 L WY e
1—22 zZ-z

1— 22n+2 i 1— 22n+2
:Im<,> U i

—2i-Imz 2 Im 2
1 Re(1—2*"2) 1 1—cos((n+1)z)
T2 sin 5 T2 sin 5
Also ist . ) (n+ 1))
— COS((Nn x
Fufz) =5 —5- i 1)? >0
und
1 [ 1 [
oala) = £(0)| = |z [ Fule =0 (70 = @) dt) < - [ Fuo—0)-1£0) ~ fla)]de
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

Noch zu zeigen: Fiir € > 0 gibt es ein § > 0 mit
|f(z1) = f(@2)| <e fiir [vy —a2| <6

(gleichméBige Stetigkeit).

waw—fwﬂé]'/ﬁux—ﬁWﬂw—fmﬂﬁ

2
) 44§
_%/Fn(w—t) £(t) - ydt+/+/_11+12+13
r—0 T+

Schétze nun die I,, ab:

26/ (x—t)dt <e- / (x—t)d

=1

= ¢ unabhéangig von = und n

x
1
L <o / Fo(z —t)-2M dt,

da |f(t)| < M fiir alle ¢ ist. AuBlerdem ist

1 2

F.(x—1t
( )_27’L+2 5'112%

< ¢ fiir n > ng.

Dabei ist —m <t < x — 4, also x — t > . Zusammen ist also Io < ¢ fiir n > ng. Mache nun die
gleich Abschétzung fiir I3 und fiir alle Integrale gilt zusammen:

(@) — f(2)] < 3.

6.6.10 Approximationssatz von Weierstral3

Ist f stetig in [a, b], so gibt es eine Polynomfolge (), die gleichméBig auf [a, b] gegen f konvergiert.
Aquivalent hierzu ist, dal es zu € > 0 ein Polynom P gibt mit |f(z) — P(z)| < € in [a, b].

Beweis: Fiir das Intervall [—1,1].

Anderenfalls wird die Funktion f(t) = f(a+ b_T“(t +1) betrachtet. Dann ergibt sich ein Polynom P
mit | f(t)—P(t)| < e in [~1, 1] und fiir das Polynom P(z) = ]5(—14—295 =) ist dann |P(z) — f(z)| < e
fira <z <hb.

Nun der Beweis: f(cost) = g(t) ist stetig auf IR, gerade. Sei o, (t) das n-te Fejer-Mittel fiir die
Funktion g. Es ist 0,, — g gleichméBig auf IR, d. h. zu € > 0 gibt es ein ng mit |0, (t) — f(cost)| < e
fiir n > ng und t € IR. Da g gerade ist, folgt:

on(t) = Z ay, - cos kt fiir n > ng fest
k=0

Frage: Gibt es ein Polynom P,, mit o, (t) = P,(cost)?
Falls ja:
|Pp(cost) — f(cost)] < e furn >mnpund t € R
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6.6 Konvergenz- und Approximationsséitze

|Po(z) — f(z)|<efirn>npund — 1<z <1

Die Existenz von dieses Polynoms wird im folgenden Satz bewiesen. Hier nun 2 Beispiele:
Fir n =1 ist T1(z) = .
Fiir n = 2 ist cos(2t) = cos?t — sin?t = 2cos?t — 1, also ist Tp(z) = 222 — 1.

6.6.11 Satz

Zu jedem n € IN gibt es ein Polynom T,, vom Grad n mit cos(nt) = T,(cost). T,, heifit n-tes
Tschebyscheffpolynom.

Beweis: Zeige mit Induktion:
cosnt = Ty (cost)

und
sinnt = Up(cost) sint mit Polynom U,,.

on=1% Ti(z) und U;(z) = 1.

sn—n -+ 1%

cos((n + 1)t) = cos(nt 4+ t) = cos(nt) cost — sin(nt) sint
= Ty (cost) cost — Uy (cost)(sint)? = T),(cost) cost — Uy (cost)(1 — (cost)?)
= T+1(cost)
Tpi1(x) = Tp(x) -z — Up(z)(1 — 22)

sin((n + 1)t) = n;ll (cos(n + 1)t)" = n+11(Tn+1(cos t))
-1

= ?TT'LH(COS t)(—sint) = Up41(cost)sint
n

1
m ;L+1(='E)

UnJrl =
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen
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