7 Metrische Riaumel
7.1 Der euklidische Raum
7.1.1 Definition von R"

R'=RxRx.---xIR

n-mal

Fir x € R" wird x = (z1,22,...,x,) geschrieben. Dies ist ein n-Tupel. Dabei ist x, die v-te
Komponente oder Koordinate von z.

Im IR? wird allgemein das Paar (z,y) statt (z1,z2) benutzt.

Im IR? wird allgemein das Tripel (z,v, 2) statt (z1, 29, z3) benutzt.

Der IR" ist ein Vektorraum (linearer Raum) tiber IR mit

TFY = ($1+y1,$2+y2,...,xn+yn)
Ax = (A\x1, A2, ..., A\xy,) mit A € IR

Es ist dim IR"™ = n. Die Standardbasis ist

e’ :=(0,...,0,1,0,...,0) mit v =1,...,n

7.1.2 Definition des Skalarproduktes und der euklidischen Norm

Fir z,y € R™ heifit z -y := z1y1 + x2y2 + - - - + £pyn Skalarprodukt (Innenprodukt) zwischen z und
y, und ||z|| := /= - x heiit euklidische Norm von x. Ausfiihrlich:

]| =

7.1.3 Eigenschaften des Skalarproduktes
(S1) z-z >0 fir z # 0.

(52) (Az) -y = A(z-y).
(S3) (x+vy)-z2=x-2+y- 2

(S4) z-y=y-=x.

Version 184 vom 13. Februar 2006
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7 Metrische Raume

7.1.4 Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

(Bunjakowskij)
- y| < [l |yl

und ,,=* genau dann, wenn x und y linear abhéngig sind. Anders geschrieben:

2 n n
< (o) (324)
v=1 v=1
Beweis: Trivial fir z = 0 oder y = 0.

Zunichst fir [|z]| = ||y|| = 1: Fir t € R gilt

n
E TvlYv
v=1

0 < o+ tyl?

= (z+ty) - (z +ty)

= |lz|* + 2t(z - y) + t*[|y|I?
=14+ 2(x-y)+t
=(t+(z-y)+1-(z-y?

Setze nun t = tg := —x - y. Dann ist

(z-y)?

0<1—
2<1=lz] -yl

= (z-y)

»=" genau dann, wenn x + toy = 0 ist, d. h. wenn = und y linear abhéngig sind.
Allgemeiner Fall: Setze

z Y
T =8und = =n = [l =n] =1
] lyll

2 -yl = [Cll1€) - Ayl = =yl &
<1

< [l flyll

»=" genau dann, wenn £ und 7, d. h. z und y linear abhangig sind.
Beachte: Fiir den Beweis wurden nur die Regeln (S1)-(S4) gebraucht!

7.1.5 Eigenschaften der Euklidnorm
(N1) ||z|| > 0 fiir z # 0 (Definitheit).

(N2) ||Az]| = |A|||z] fiir A € R (Homogenitét).
(N3) [lz +yll < [lz]l + [[yll (Dreiecksregel).

(N4) |llz[| = llyll| < llz + || (Umgekehrte Dreiecksungleichung) (folgt aus (N3)).
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7.1 Der euklidische Raum

Beweis:
(N3)
lz+yl*=(@+y) - (z+y) =z 2+22-y+y-y
< lal? + 20 - o] + ]

CSU 9 9
< [lzl” + 2z lly [l + Nyl
= (Il + llyl)?

,= % <= , = “bei (1) und CSU
<= z-y > 0 und z,y linear abhingig
<= x=0oder y=0oder y=Az mit A >0

(N4) Esist x = 2 +y — y. Damit ist

(N3)
lzll =tz +y) =yl < lz+yl+ 1=yl =lz+yl+lyl
Damit ist ||z]| — ||y|| < ||z + y||. Genauso wird ||y|| — ||z|| < ||z + y|| gezeigt und damit folgt
die Behauptung.

7.1.6 Satz des Pythagoras

Fir z,y € R"™ mit -y = 0 ist
lz +ylI* = [l=[* + |y

(x,y orthogonal, z_Ly).

Beweis:
lz +yll* = llzl* + 22 -y +yll* = 2% + yll*.
=0

7.1.7 Definition: Norm, Normierter Raum

Sei E ein Vektorraum iiber IR. Eine Abbildung ||.||: £ — R, z — ||z| heifit Norm, wenn sie
die Eigenschaften (N1)-(N3) hat (Es gilt immer auch (N4)). E, oder genauer (E,|.||) heiit dann
normierter Raum.

7.1.8 Beispiele
(a) Nehme zu E = IR" die Euklidnorm.

(b) Nehme zu E = IR" die Maximumsnorm ||z| o := m%f( |y
Py

Beweis fiir (N3): Fiir festes v = 1,...,n ist
20+ gl < o] + [y] < [@floo + llylloo

Also ist insgesamt || + Yoo < [|7]lco + [|Yl[oo-
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7 Metrische Raume

(c) Nehme zu E = IR" die Summennorm ||z||; := >, _; |z|.

Beweis fiir (N3):
n n n
[Zy + Y| < || + |y

=1
YT <y |

(d) Nehme zu EF = C([a,b]) = Raum der stetigen Funktionen [a,b] — IR die Maximumsnorm

[ flloo := max{[f(?)]: @ <t < b},
Beweis fiir (N3): Fir a <t <b ist

[f@) +a®)] < [fO)] + |9(t)]
< [ flloo + llglloo
= f + gllo < flloc + llglloo

(e) Nehme zu E = s = {(an): ap € R, n > 1, (a,) beschrankt}
die Supremumsnorm ||(ay)/co := sup {|an|: n € IN}.
Beweis fir (N3): Firn=1,2,3,... ist

an + bn| < an| + [bn| < [[(an)lloo + [[(bn) |l

Damit ist dann |[(an + bn)|lco < [[(@n)|loo + 1|(bn)]lco-

7.1.9 Definition: Skalarprodukt

Sei E ein Vektorraum iiber R. Eine Abbildung ' x E — R, (x,y) — « - y, mit den Eigenschaften
(S1)-(S4) heiit Skalarprodukt auf E (Innenprodukt).

7.1.10 Satz

Ist x - y ein Skalarprodukt auf E, so gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung und ||z|| := /x - z
ist eine Norm.

7.1.11 Beispiele
1. Sei E = C([a,b]) mit dem Innenprodukt

b

(flg) == / F(g(t) dt

a

Dann ist
b b

111 = /(f(t))Zdtv Il =V (f1f) = /(f(t))2dt

a a
Es gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung;:

2

b b b
/ f®gt)dt | < / (f(t))*dt - / (g(t))? dt.

160



7.2 Topologische Grundbegriffe

Weise die Eigenschaft (S1) nach: (f|f) > 0, falls f nicht die Nullfunktion ist: Sei ¢y € [a, b],
so daf f(to) # 0 ist. Dann existiert ein § > 0 mit |f(¢)| > k > 0in I = [a,b] N (to — J,t0 + 0)
und damit ist

b
(fIf) = /(f(t))th > k2. Lange von I > 0.

E = {(an): Z a? konvergiert}

n=1
Ist F ein linearer Raum? Zu zeigen ist, daf fir (ay), (by,) € E auch (a, + b,) € E ist. Es
ist (a, + by)? = a2 + 2a,b, + b2. Dies konvergiert, wenn 2a,b, konvergiert, da die anderen
Terme nach Voraussetzung konvergent sind. Es ist

N CSU im R™ N N
Z|an|  [bn] < Z|an‘2‘2’bn|2
n=1 n=1 n=1

IN

i": a? - i b2 =:C
n=1 n=1

o0

Also konvergiert > |anby|.
n=1

Das Skalarprodukt ist hier:

((an)l(bn)) =Y anbn
n=1

Aufgabe: Beweise (S1)-(S4) mit Hilfe der Regeln fiir Reihen.
Bemerkung: Der Raum in diesem Beispiel wird ¢2 (,L-zwei“) genannt und

heiBt ¢2-Norm.

7.2 Topologische Grundbegriffe

7.2.1 Definition: Metrik, metrischer Raum

Sei M # () eine Menge. Eine Abbildung d: M x M — [0, 00) mit den Eigenschaften
(M1) d(z,y) > 0 fiir x # y und d(z,z) = 0 (Definitheit)

(M2) d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)

(M3) d(z,y) < d(z,z)+ d(z,y) (Dreiecksungleichung)

heifit Metrik. Aus (M2) und (M3) folgt

(M4) |d(z,z) —d(z,y)| < d(x,y) (umgekehrte Dreiecksungleichung).

M mit der Metrik d hei3t metrischer Raum.
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7 Metrische Raume

Beweis: Es ist d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2), also ist d(z,z) — d(y, z) < d(z,y). Zeige genauso, daf
d(y,z) —d(z,z) < d(y,x) = d(x,y) ist. Zusammen ist dann |d(z, z) d(y, z)| < d(z,y).

7.2.2 Beispiele

(1) E sei normierter Raum mit der Norm ||.||. Dann ist d(z,y) := ||z —y|| eine Metrik, insbesondere

(2) R™ mit Euklidmetrik:

(3) IR"™ mit Metrik von Manhatten:

n

d(@,y) =Y lew =yl = llz =yl

v=1

(4) Metrik des franzosischen Eisenbahnsystems: Wenn man von einem Punkt zum aderen will, muf3
man entweder iiber P (Paris) fahren, oder beide Punkte liegen an der gleichen Eisenbahnstrecke
nach Paris.

(5) Sei (E,||.||) ein normierter Raum. Dann ist

e =yl
d(z,y) = 2 YL
@) = T e =yl

ebenfalls eine Metrik, wobei d(x,y) < 1 ist.

Beweise (M1)-(M3) als Aufgabe. Tip zu (M3): t — ist monoton wachsend fiir 0 < ¢ < oo.

_t

T+

(6) (M,d) sei metrischer Raum und N C M, N # (). Dann ist (IV, d) ein metrischer Raum (N erbt
die Metrik von M).

A Offene Mengen

In diesem Abschnitt bedeuten immer M ein metrischer Raum, d eine Metrik, A, B,C,... C M,
z,Y,a,... € M und r, 9,¢,9,... > 0.

7.2.3 Definition: Offene Kugel
K(a,r)={x € M: d(z,a) < r} heilit offene Kugel um a mit Radius r > 0.

7.2.4 Beispiel

im R*:

(1) Euklid / \
(2) Manhatten d(z,y) = |v1 — y1| + |z2 — 32| (2)

(3) d(z,y) = max(|z1 — 1], |22 — yof) \ )/

Hier ist jedesmal die Kugel K((0,0),1) dargestellt.

162



7.2 Topologische Grundbegriffe

7.2.5 Definition: Innerer Punkt, Inneres, offen
(1) a € A heifit innerer Punkt von A, wenn es eine Kugel K(a,r) C A gibt.
(2) AY = {x: z ist innerer Punkt von A} heifit Inneres oder offener Kern von A.

(3) A heifit offen, wenn A nur aus inneren Punkten besteht.

7.2.6 Beispiel

Im IR" mit der Euklidmetrik. Behauptung: Fiir a € IR" mit |la]| = 1 und « € R ist
H={zecR":a -z > a}

offen. Sei x € H. Dannist a -z = a4+ 9 > a.

Behauptung: K(x,0) C H.
Sei £ € K(x,6). D. h. { =+ dy mit ||y|| < 1. Ist £ € H?

CSU
at=g g+bay > a+d—d | vl >a

=a+o =1 <1

Also ist £ € H, K(z,0) C H und x ist innerer Punkt.

7.2.7 Satz
(a) 0, M, K(a,r), A° sind offen.
(b) Sind Ay,..., Ay, offen, so ist A; N---N A, offen.

(c) Ist Ay fur A € A offen, so ist |J Ay offen.
AEA

Beweis:

(a) 0, M offen ist klar.
K(a,r): Sei b € K(a,r). Dann ist 6 = r — d(a,b) > 0.
Zeige: K (b,0) C K(a,r).
Sei x € K(b,6). Dann ist
d(z,a) <d(z,b)+d(bya) <d+r—=0=r,
~—— ——
<0 =r—3§
also z € K(a,r).
A9: Sei a € A°. Dann ist a innerer Punkt von A, also existiert eine Kugel K (a,r) C A. Ist
diese Kugel C A%?
Sei b € K(a,r). Dann ist b innerer Punkt von K(a,r), d. h. es existiert ein § > 0 mit K (b,0) C
K(a,r) C A.
Fiir b € A° folgt also K(a,r) C A°, d. h. (A%)? = A°,

(b) Sei AyN---NA;,=A Wenn a € A ist, existieren r; > 0 mit K(a,r;) C A; fir j =1,...,m.
Setze r := min{ry, ..., n}. Dann ist

K(a,r) C K(a,rj) CAjfirj=1,...,m,
also ist K (a,r) C A, A ist offen.
(c) SeiA= |J Ayunda € A, also a € Aj fiir ein A. Dann existiert ein 7 > 0 mit K(a,7) C Ay C A.

AEA
A ist offen.
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7 Metrische Raume

Achtung: Sei A; = {x ceR": ||z|]| < %} =K (O, %) im IR™.

ﬂ A; = {0} ist nicht offen
k=1

7.2.8 Bemerkung

Jede Menge A mit K(a,r) C A fiir irgendein 7 > 0 heifit Umgebung des Punktes a.

B Folgen

In diesem Abschnitt ist M ein metrischer Raum, a € M und a, € M firn=1,2,....

7.2.9 Definition: Folge

Eine Abbildung IN — M, n — a,, heifit Folge, und wird mit (a,) bezeichnet. (a, ) heiit konvergent

gegen A, wenn lim d(ap,a) = 0 ist. Schreibweise: a,, — a fiir n — oo, lim a, = a. Zu jedem € > 0
n—oo n—oo

gibt es ein ng mit d(a,,a) < € fir alle n > nyg.

7.2.10 Eigenschaften
(a) Der Grenzwert ist eindeutig bestimmt.
(b) Aus a,, — a und b, — b folgt d(ay,,b,) — d(a,b).

(¢) Aus a, — a folgt d(a,a,) <const. fir alle n. Konvergente Folgen sind auch beschrankt, d. h.
es existiert eine Kugel, die alle a,, enthalt.

Beweis:

(a) Gelte a,, — a und a,, — b. Dann ist

0 < d(a,b) <d(a,an)+d(an,b) — 0
S——

—0 —0
Also ist d(a,b) =0, d. h. a =b.
(b)

|d(ay, by,) — d(a,b)| = |d(an,by) — d(an,b) + d(ay,b) — d(a,b)|
< |d(ap, by) — d(an,b)| + |d(an,b) — d(a,b)]
< d(bp,b) + d(ap,a) — 0

(c) Seie=1.
Dann ist d(an,a) < € fiir n > ng und d(ay,a) < cfirn=1,2,...,n9 — 1. Setze e = max(1,c).
Dann ist a, € K(a,e) fiir alle n.
Gibt es auch ein r, so daf a,, € K(b,r) fiir alle n ist?

d(an,b) < d(an,a) +d(a,b) < e +d(a,b) = 7
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7.2 Topologische Grundbegriffe

7.2.11 Beispiel

Nehme C([a, b]) mit der Metrik d(f,g) = ||f — glloc = max |f(t) — g(t)|. Dann sind &quivalent:

1. fn — fim Raum, d. h. d(f,, f) — 0 fiir n — oo.

2. fu(t) — f(t) gleichméBig in [a, b].

Beweis:

»=" Sei € > 0. Dazu existiert ein ng, so daf} fiir n > ng gilt:

[fn(®) = fO < [ fn = flloe <&
Dies gilt fiir a <t < b, d. h. es liegt gleichmaflige Konvergenz vor.

=" Sei ¢ > 0. Dazu existiert ein ng, so daB fiir n > ng und alle ¢ € [a, b] gilt:

[f(t) = fu(t)] <e

Wegen der gleichméBigen Konvergenz ist f € C([a,b]), also ist

[fn = Flloo = max [fu(t) — f(#)] < & fiwr n > no.

a<t<b
7.2.12 Satz
Im IR” (mit Euklidmetrik) sind &dquivalent:
1. Die Folge (™)) konvergiert gegen = = (x1,Za, ..., Tn).
2. Die Folgen (x,(,m)) konvergieren fur v = 1,...,n gegen z,.
Beweis:
= Gelte (™M) — 2 fiir m — oo mit z = (x1,...,2p). Dann ist fir 1 <v <mn:

2™ — x| < ]2 — 2| — 0 fiir m — oo,

d. h. a:,(,m) — Xy

=" Gelte xl(/m) — x, fur m — oo und sei x := (1‘1, ..., xy). Dann ist
n 208U &
||Jj(m) _ :EH — Z (x,(jm) — 5Uu) < Z ‘x(ym) — 1’,,‘ — 0 fir m — oo.
v=1 v=1
7.2.13 Regeln

Im IR™ gelten die folgenden Regeln:
(1) 2™ — 2z e R = Az(™ — Az

(3) 2™ — z, 4™ — gy = 2™y .y insbesondere ||z — ||z]|.
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7 Metrische Raume
Beweis: Fiir (1) und (2): Aufgabe. Fiir (3) in der Globaliibung vom 18. April 1994.

Bemerkung: (1) und (2) gelten in jedem normierten Raum, (3) gilt in jedem Vektorraum mit
Skalarprodukt.

C Abgeschlossene Mengen

In diesem Abschnitt ist (M, d) ein metrischer Raum, A, B,... C M und a,,a € M.

7.2.14 Definition: Rand, abgeschlossen, Haufungspkt., abgeschl. Hiille
(1) A C M heiit abgeschlossen, wenn M \ A offen ist.

(2) a € M heifit Haufungspunkt von A C M, wenn es eine Folge (a,) in A\ {a} mit a,, — a gibt.

(3) A’ ist die Menge aller Hiufungspunkte von A.

A
(4) A= AU A’ ist die abgeschlossene Hiille von A.

)
)
)
(5) 0A = A\ A ist der Rand von A, die Punkte von 0A sind die Randpunkte.

7.2.15 Beispiel
Sei A= {z: ||z| <1} im IR" mit Euklidmetrik.

(1) A ist abgeschlossen, d. h. B =1R"\ A4 ist offen.
Sei x € B. Dann ist ||z|| =1+ mit § > 0.
Zeige K(x,0) C B: Sei y € K(x,¢). Dann ist

Iyl =lly —z+zll=lly -z - (o) = [lzf| = [ly -2 >1+5 -5 =1.
Also ist K(x,d) C B, x ist innerer Punkt von B, B ist offen und A abgeschlossen.

(2) Esist A’ = A= A.
Beweis: Sei a € A mit a # 0 und (™ = (1 — Ly.a+#a.
Es ist a™ — a und [ja"™| = |1 — L] |ja| <1l <1, d h.a™ € A.
Also ist a Haufungspunkt von A und damit A C A’.
Jetzt ist noch A" C A zu zeigen:
Sei a € A’. Dann gibt es eine Folge a(™ € A mit ™ — a (baw. a = nlgnoo a™)) und es ist
la]l = lim [la™] <1,
m—>OOH/_/

<1
d. h. a € A. Also ist A’ = A und damit auch A = A.

(3) Esist A = {z: ||z|| < 1} = K(0,1).
Beweis: K(0,1) C AY ist klar, da K(0,1) C A und K (0, 1) offen ist.
Sei umgekehrt x € AY. Dann existiert ein § > 0 mit K (z,) C A. Insbesondere ist ||z| < 1.
Wenn ||z =1 ist, setze y = x(1 + 3) und es ist ||y — z|| = §||z|| < §, d. h. y € K(,9).
Es ist aber [yl = (1+ 3)||=| > 1, d. h. y ¢ A. Widerspruch!
Somit ist AY = K(0,1). Also gilt 0A = {z: ||z| = 1}.
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7.2 Topologische Grundbegriffe

7.2.16 Aufgabe

Es ist bereits gezeigt, daB H = {z: a2 > o} fir a € R", [la]| = 1 und a € IR offen ist. Zeige:
H = {x:a-x > a} ist abgeschlossen. Bestimme die Hiufungspunkte, das Innere und den Rand.

7.2.17 Satz
(a) 0, M, A’, A und OA sind abgeschlossen.

(b) A abgeschlossen <= A'C A <= JACA < A=A,

(¢) a € M ist Randpunkt von A <= Es gibt Folgen (a,) in A und b, in M \ A mit a,, — a und
b, — a.

(d) Sind Ay,..., A, abgeschlossen, so ist auch A; U---U A,, abgeschlossen.

(e) Sind A) fiir A € A abgeschlossen, so ist (| Ay abgeschlossen.
AEA

Beweis:

(a) @ und M Klar.
Beweis fiir A. Esist A= AU A’. Sei B= M\ Aund b € B.
Es gilt: b ¢ A und b ¢ A’. Also existiert keine Folge (a,) in A mit a,, # b und a,, — b. Dann
existiert auch keine Folge (a,) in A mit a,, — b,
d. h. es existiert € > 0 mit K(b,e)NA =0 und K(b,e)N A" =0.

Es ist also K (b,e) C B, d. h. b € B%. B ist offen, A ist geschlossen.
(b) Zeige hier: A ist abgeschlossen <= A=A

w="t A=A, also ist A abgeschlossen.
w="1 Zeige A= A.
LC“ Esist ACAUA = A
w2 Seia€ A= AUA Dannist a € A (0o.k) oder a € A’.
Sei also a € A, d. h. es existiert ein Folge (a,) in A mit a,, # a und a,, — a.
Wire a ¢ A, dann wire a € B = M \ A. Dabei ist B offen.
Somit gibt es e > 0 mit K(a,e) C B.
Fiir n > ng ist dann d(ap,a) < €, d. h. a,, € K(a,e) C B = M \ A. Dann wéren die
an ¢ A. Widerspruch zu a,, € A.
Also mufl a € A sein.

(c) w=" Seia€ dA = A\ A°. Dann ist a € A’ oder a € A.
Fiir a € A’ existiert eine Folge (ay) € A\ {a} mit a,, — a.
Fiir a € A\ A’ Setze a,, = a.
Da a ¢ A, folgt daB zu jedem ¢ > 0, z. B. zu ¢ = % existiert eine Folge b, ¢ A, aber
d(a,b,) < L.

w=": Sei a, € A mit a,, — a (1) und b, ¢ A mit b, — a (2).
Aus (1) folgt a € A’ oder a € A, also a € A.
Aus (2) folgt a ¢ A°.
Zusammen gilt: a € A\ AY = 9A.
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7 Metrische Raume

(d) Nach deMorgan gilt:

M\ (AjU---UA,)=(M\A)NM\ A)N---N (M \ A,y,) ist offen.

offen
(e) Ebenso gilt:

M\ (ﬂ A>\> = UM\AA ist offen.

A€A AEA offen

7.3 Kompakte und volistandige Raume

7.3.1 Definition: Kompakt

Sei (M, d) ein metrischer Raum und A C M. A heifit kompakt, wenn jede Folge in A eine konvergente
Teilfolge mit Grenzwert in A besitzt.

7.3.2 Satz

Kompakte Mengen sind abgeschlossen und beschrankt, d. h. zu a € A existiert ein r > 0 mit
d(z,a) <r fiir alle z € A.

Beweis: Seia € A’, d. h. es existiert eine Folge (a,,) in A mit a,, — a. Nach Definition ist aber
a € A und damit A’ C A. A ist abgeschlossen.

Zeigen noch: r := sup{d(z,a): z € A} < 0.

Es existiert ein Folge (z,,) in A mit d(z,,a) — r.

Es existiert ein konvergente Teilfolge (z,, ) mit z,, — x € A.

Damit ist r = klir& d(zp,,a) =d(z,a) € R, d. h. r < .

7.3.3 Beispiel

b
Sei M = C([a,b]) mit d(u,v) := \/f(u(t) —v(t))?dt = |ju —v| und A = {u € C([a,b]): [Ju| <1}.

A ist beschrankt.v’

A ist abgeschlossen: Sei u € A’, d. h. es gibt eine Folge u,, € A mit u,, — u, u stetig (v € M) und
es ist

b

/(u(t))th: lim |un| < 1,
] 77,—>OO\<1_/

d. h. u € A. Also ist A abgeschlossen.
A ist nicht kompakt (zeige dies hier fiir das Intervall [a,b] = [—m, 7]): Setze

up(t) = - sin nt.

Dann ist
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und

™
1
tn — || =1+ 2% /(sinnt) - (sinmt) dt +1 = 2

=0 fiir n#m
[tn — um| = V2
keine konvergente Teilfolge u,, kann existieren, sonst

0 ¢ ||ttny +4 — Un, || = V2 Widerspruch

7.3.4 Satz von Bolzano-WeierstraBB

(a) Im IR" ist jede beschrankte und abgeschlossene Menge kompakt.

(b) Im IR™ besitzt jede beschrénkte Folge eine konvergente Teilfolge (siehe auch 2.3.3, Seite 26).

Beweis:

(a) Sei A C IR™ beschriinkt und abgeschlossen und (z("™) eine Folge in A. Nach (b) existiert eine

konvergente Teilfolge (™)) mit z("%) — z € AU A’ £ A d h. Aist kompakt. Dabei gilt ®,
da A abgeschlossen ist.

(b) Induktion nach der Dimension n:

n = 1: Siehe 2.3.3, Seite 26.

nn+1: Seix € R™™ 2 = (21, 29,...,Tp41).
Setze y = (x,...,2n41) € IR". Spalte die Folgenglieder (™ auf in z(™ = (x&m),y(m))
mit :pgm) € R und 3™ € IR". Dann ist

m 2
I8 ey < 1 ey = 4] ()

(y(m)) ist beschrénkt im IR", hat also nach Induktionsvoraussetzung eine konvergente
Teilfolge (y™*). Die reelle Folge (xgm"')) ist beschrankt durch |z1| < ||z||, d. h. es existiert

eine konvergente Teilfolge (xlmkj)). (y(m’“i)) konvergiert, also konvergiert (x(m’“j)) auch.

Bemerkung: Spiter wird einfach gesagt: ,OBdA? sind beschrinkte Folgen im IR™ auch konver-
gent. ¢

7.3.5 Definition: Cauchyfolge, vollstandig, Banachraum

Eine Folge (z,,) im metrischen Raum (M, d) heifit Cauchyfolge, wenn es zu jedem & > 0 ein ng gibt
mit d(z,, Ty) < € fiir n > m > ng. M heif3t vollstdndig, wenn jede Cauchyfolge in M konvergent
ist (mit Grenzwert in M ). Ein normierter Raum (£, ||.||) heifit vollsténdig oder Banachraum, wenn
er mit der Metrik d(z,y) := ||z — y|| vollsténdig ist.

230l heifien: ,Ohne Bedenken des Autors. “
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7.3.6 Beispiele/Bemerkungen

(a) Jede konvergente Folge ist Cauchyfolge.
Beweis: Sei x,, — x. Dann ist

d(xn, Tm) < d(xn,z) +d(z, 2) < € fir n > m > ng
—— N —

<eg/2 <e/2
n>ng m>ng

(b) IR mit |.| ist Banachraum (Cauchykriterium).

(¢c) IR™ ist ein Banachraum (vollstdndig mit Euklidnorm).
Beweis: Sei (z(™) eine Cauchyfolge. Dann ist fir v = 1,...,n

l2(m) — 20| < |20 — 20| < ¢ fiir m > k > ko.

Also sind (:L‘,(,m)) Cauchyfolgen in IR mit 2™ x, firm —oound v=1,...,n.
Zusammen ist dann 2™ — z = (z1,...,z,).

(d) C([a,b]) mit ||ullec = max |u(t)] ist ein Banachraum.
a<t<
Beweis: Sei (u,) eine Cauchyfolge, d. h. zu £ > 0 existiert ein ng mit
[un(t) — um ()| < ||t — Um|loo < € fiilr n>m >ngund a <t < b. (7.1)

Also konvergiert u,, gleichméflig gegen die Grenzfunktion u € C(]a,b)).
Noch zu zeigen, dafl u,, — u in der Norm: Aus 7.1 folgt:

|un(t) — um (t)| < e.
Fiir n — oo gilt damit
|u(t) — um(t)| < e fiir m > ng, a <t <b.

Also ist
lu — um || < e fiir m > ny,

d. h. 4p, — v im Raum (in der Norm).

b
(e) C([a,b]) mit ||ul| = 1/f(u(t))2 dt ist kein Banachraum.
Beweis: Fiir das Intervall [0, 1]: Setze

0 713 firi/m<t<1
U (t) = )
nl/3 firo<t<1/n

Sein nun n > m. Dann ist

1/m 1/n 1/m
iy — 2 = / (i (£) — un (£))2 dt = /(n1/3 _m)2 a4 / (113 — /32 gy
0 0 1/n
1/m
1 1/m
< = (n'3)? 4 / tV3H2at = n~V3 4 3¢1/3
n 1 1/n

4\ 3
<n_1/3+3-m_1/3<4m_1/3<6ﬁirm>() )
€
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Also ist (uy) eine Cauchyfolge.

Zeige nun, daf (uy) nicht in C([0,1]) konvergiert.

Annahme: ||u, — u| — 0 fiir n — oo fiir ein v € C([0,1]). Dann gibt es zu € > 0 ein ny mit
|up, — ul| < e fir n > nyg.

Sei nun § € (0,1) beliebig und n so grof}, dafl % < § ist.:

1 1
/(t_1/3 —u(t))?dt < /(un(t) —u(t))?dt < €2
6 0

Esist also u(t) = t~%/%1in [6,1], d. h. u(t) = t~%/3in (0, 1], aber es ist u ¢ C([0,1]). Widerspruch!
Also konvergiert w nicht in C([0, 1]).

7.4 Stetige Funktionen

7.4.1 Definition: Stetigkeit

Es seien (M, d) und (N, g) metrische Réume und f: M — N.
(1) f heiBt stetig im Punkt g € M, wenn es zu jedem £ > 0 ein 6 > 0 gibt mit
o(f(z), f(zo)) < ¢ fiir alle z € M mit d(z,xg) < J.

[Aquivalent ist: f(K(xg,0)) C K(f(x0),¢€).]
—— —
M cN

(2) f heift stetig (in M), wenn f in jedem Punkt zo € M stetig ist.
(3) f heiBt gleichméBig stetig, wenn es zu jedem £ > 0 ein § > 0 gibt mit

o(f(x), f(y)) < e fiir z,y € M mit d(z,y) < 9.

Vergleiche auch mit den entsprechenden Definitionen in IR: 3.2.1 auf der Seite 48 und 3.2.10 auf
der Seite 50.

7.4.2 Bemerkungen

(a) Sei f: M\ {zo} — N.

lim f(z) =yo:<= zu jedem £ > 0 gibt es ein 6 > 0 mit

Tr—T0

o(f(z),yo) < e fur alle x € M mit d(x,zp) < 0, x # xp.

(b) f ist in xg stetig
<= fiir jede Folge (z,) in M\ {zo} mit z,, — zo hat (f(xy)) einen Grenzwert. Der gemeinsame
Grenzwert ist dann lim f(z).
T—T0

(vgl. Folgenkriterium, 3.1.3 auf Seite 45)
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7.4.3 Beispiel
Sei f: R%\ {(0,0)} — IR mit

| - [yl
flz,y) = PRy fir o, 8 > 0.
Behauptung:
lim =0<+= a+0(>2
(z,9)—(0,0)

und der Grenzwert existiert nicht fir a + g < 2.

Beweis: Sei t = max(|z|, |y|). Dann ist

jz|* - |y|?

2 4+ y?
ot

t2
=2 L 0 falls o+ 8 — 2 > 0 fiir (z,y) — (0,0)

[f(z,y) — 0] =

Sei nun o + B < 2. Dann ist

(2.0 =0
f(0,y) =

a+p
L

—_—
400 fira+ <2

Also existiert der Grenzwert nicht.

7.4.4 Komposition

Seien (M, d), (N, o) und (P, o) metrische Rdume, g: M — N sei stetig in 29 € M und f: N — P
sei stetig in yo = g(zo). Dann ist h = fog: M — P, h(z) := f(g(x)) stetig in zo.

Beweis: Wie in 3.2.2 (e), Seite 48.

7.4.5 Satz

Sei M CR", f: M — R", R" mit der Euklidmetrik und f = (f1, f2,..., fm)-
f ist genau dann stetig in £ € M, wenn alle f,: M — IR in £ stetig sind.

Beweis:
= Firv=1,...,n gilt:

[fo(@) = fu(O] < 1f(2) = £

<efir [z —§| < reM

Also ist f, stetig in &.
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If (2 !<Z\fu £.(8)]

<e/m

fiir ||z — &[] < 6y
Gilt nun ||z — || < 6 = min{d,: v =1,...,m}, dann ist

| f(x Z )l <e.

7.4.6 Regeln fiir Funktionen vom Typ R" — IR™
Sei M CRR", f,g: M — R™, £ € M und f,g stetig in £ (in ganz M). Dann ist

(a) f+g
(b) Af fir A e R
(c) das Skalarprodukt f-g = fig1 + -+ fmgm

stetig in & (in ganz M).
Beweis: Wie in IR, siehe 3.2.2 auf Seite 48.

7.4.7 Satz
Ist A C M kompakt und f: A — N stetig, so ist f(A) C N kompakt.

Beweis: Sei (y,) Folge in f(A), d. h. y, = f(x,) mit einem x,, € A. Dann ist (x,) Folge in A und
es existiert eine konvergent Teilfolge x,,, — £ € A. Dann gilt wegen der Stetigkeit von f fiir £ — oo

7.4.8 Satz vom Minimum und Maximum
Sei A C M kompakt, f: A — IR sei stetig. Dann gibt es x,,z* € A mit
fzy) < f(x) < f(2¥) fur alle z € A.

Vergleiche auch mit 3.2.4 auf Seite 49.

Beweis: Da A kompakt ist, ist auch B = f(A) kompakt. Zeige nun noch (als Aufgabe): Aus der
Kompaktheit von B C IR" folgt max B € B und min B € B.
Idee: Nehme Folge b, € B mit b, — sup B. sup B < oo? sup B € B? = max.

7.4.9 Definition: Aquivalenz von Normen

Sei E ein Vektorraum iiber IR. Zwei Normen ||.||o und ||.||g heiflen &quivalent, wenn es A > 0 und
B > 0 gibt mit
|z||g < B||z||q und ||z||o < Allz||g fir alle z € E.
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7.4.10 Beispiel
Sei E = IR"™ mit der Euklidnorm |.|| und der Summennorm ||.||;. Dann ist
" oSU | &
lzfli =D 1-fal < | D 12 2332 V- lz|

v=1 v=1

und
2] <l

7.4.11 Satz
Im IR™ sind alle Normen aquivalent.
Beweis: Fiir Die Euklidnorm ||.|| und eine beliebige Norm |.|x.

Sei S"~! = {z € R™: ||z| = 1} die ,Oberfliiche der Einheitskugel “.
Sei f: S"! — R mit f(z) = |z|y. Behauptung: f ist stetig:

[f (@) = f@)l = [lzly = lyln | < |z —ylx

Z([EV - y:)ey

mit e”, dem v-ten Einheitsvektor

CSU
< A D1l —
v=1
—_——
=:C

Wiihle fiir e > 0 nun 6 = &. Dann hat f Minimum/Maximum auf $"~':
0<m< f(z) <M < oo auf S" 1.

m-||z|| < |z|y < M - ||z| fir z € S*L
Sei nun = # 0, z € IR". Setze £ = II%H € S"~L. Dann ist |¢|y < M und

> [€ln =

|zlN
‘II I ‘N [lz]| ’

also
|z|ny < M - ||z| fir x € R\ {0} (auch fir z = 0)

Zeige genauso: |x|y > m - ||z].

7.4.12 Bemerkung

Die Begriffe ,innerer Punkt®, ,Haufungspunkt“, ,Randpunkt®, A% A, A’. 0A, ,Konvergenz von
Folgen“ und ,Stetigkeit von Funktionen* sind unabhéngig definiert von der verwendeten Norm
(dies gilt fiir alle endlich dimensionalen Réume).
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7.4.13 Beispiel
Betrachte den Raum C([a, b]). Die Normen

Julle = mavs fu(®)] und [fu] =

sind nicht dquivalent!

Beweis: Hier konkret fiir das Intervall [a,b] = [0, 1]: Es ist

1

2 _ 2 1~ 2 _ 1112
Jull? = [ (u(®)? e < g (O = ]
0

also ist ||u|| < ||u]co-
Dagegen ist ||ul|cc < C - ||ul| fir alle u € C(]0,1]) nicht mdoglich.
Annahme: Ein solches festes C' > 0 existiert doch. Setze

() = {t1/3 in [%’1] ‘

n'/3  in [0, %]

Es ist
|tUnloo = n'/?
und
1
1
|un|? < /t‘2/3 dt = 3tV/3| =3,
5 0
also ist

lunl| < V3

und es muf} gelten:
n'3 = |Jup|l oo < Cllun| < CV/3 Widerspruch!

7.5 Mehr uber stetige Funktionen

7.5.1 Satz von Heine

Ist A C M kompakt und f: A — N stetig, so ist f gleichmaBig stetig (vergleiche auch mit 3.2.12,
Seite 51).

Beweis: Annahme: f: M — N [(M,d) und (N, g)] ist nicht gleichmaBig stetig.

Zud =1, %, %, R % existieren die Folgen xy,, y,, € A mit d(xy,yn) < %, aber mit o(f(xn), f(yn)) >
n > 0.

OBdA sei (z,,) konvergent (Kompaktheit, anderenfalls wihle konvergente Teilfolge):

Tp — 2 € Aund y, — x.

Stetigkeit
_

0<n<o(f(zn), f(yn)) o(f(x), f(x)) = 0 Widerspruch!
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7.5.2 Satz uber die Umkehrfunktion

Sei A C M kompakt, f: A — N sei stetig und injektiv. Dann ist f~!: f(A) — A stetig (siehe auch
3.2.9, Seite 50).

Beweis: Seiy € f(A4) mit y = f(z), x = f~(y).

Zeige: lim f~Y(y,) = = = f~1(y) fiir jede Folge (y,,) in f(A) mit y, — .

Setze z, = f~1(yn). () ist Folge in A. Sei (z,,) eine konvergente Teilfolge mit x,, — 2’ € A.
Dann ist

f(@') = lim f(z,,) = lim yn, =y.
k—o0 k—o0

Da f injektiv ist, ist 2 = z. Dann gilt sogar (denn alle x,, — z): x, — .

Wenn f~! nicht stetig sein soll, dann existiert eine Teilfolge (7,) mit

d(x,zn,) >n>0fir j=1,2,3,...

(zn,) hat eine konvergente Teilfolge (zy,;, ), die auch Teilfolge von () ist. Damit ist @, — « fiir
j — oo. Also ist

0 <n < d(z, 2y, ) — 0 Widerspruch!

7.5.3 Definition

Seien fy,, f: M — N gegeben (n =1,2,...). f, heifit gleichmafBig konvergent gegen f, wenn es zu
jedem & > 0 ein ng € IN gibt mit

o(fn(z), f(x)) < e fiir n > ng und fir alle x € M.

Siehe auch 3.3.1, Seite 52.

7.5.4 Satz

Gilt f,, — f gleichméBig und sind alle f,, stetig [in & € M oder in M], dann ist auch f stetig (siehe
auch 3.3.4, Seite 53).

Beweis: Wie bei f,,: [a,b] — IR.

7.5.5 Banachscher Fixpunktsatz

Sei (M, d) ein vollstdndiger metrischer Raum und 7: M — M eine Kontraktion, d. h. zu einem
q€ (0,1)ist d(Tz,Ty) < q-d(z,y) fir alle x,y € M.

Dann hat T genau einen Fixpunkt x* mit «* = Tx*.

Ist x9 € M beliebig und xp 1 = Txy, so ist

d(z1,0)

dlen,a) < g S

i

insbesondere gilt x,, — x*. Man nennt (z,) Folge der sukzessiven Approzimation.
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Beweis:
Eindeutigkeit: Sei x = T'x und y = Ty. Dann ist
d(z,y) = d(Tz,Ty) < q-d(z,y).

Damit ist dann
(1—q)-d(z,y) <0.
>0

Es ist also d(z,y) =0, d. h. z = y.
Existenz: Sei xg € M und z,4+1 = Tx,. Fir n > 2 gilt dann:
d(xp, tpn—1) = d(Trp—1,TTn—2) < q-d(Tpn_1,Tn_2).
Mit Induktion gilt dann: d(zy, xn—1) < "' - d(x1,20).

Sei nun n > m beliebig. Dann ist

n
d(l‘n,l‘m)g Z d(xjv'rj*l) Sd(l’o,xl) Z q]_l
j=m+1 .Y ]
<gI~td(x1,m0)
n—m—1

= d(wo,z1)q™ Y ¢ <d(zo,21)g"-
k=0

Also ist (zy,) eine Cauchyfolge.
Gelte nun z,, — z*. Fir n > m gilt

d(l‘o,xl) L m

d mns m
(Tn, Tm) < 4
und fiir n — oo ist dann
d(z*, zm) < dzo. 1) m
1—¢q

Gilt nun o* = Tz*?

. T ist steti . .
Tx* =T ( lim xn> = lim Tx, = nh_)rglo Tpai1 = a*

n—oo n—oo

7.5.6 Beispiel: Fredholmsche Integralgleichung

Sei g: [a,b] — IR stetig und sei k: [a,b] x [a,b] — IR stetig. Sei

b
f(x) = glz) + / k(. 9)f(y) dy (7.2)

Gesucht ist f € C([a,b]) mit (7.2).

Behauptung: Gilt max{|k(z,y)|: a < x,y < b} < ﬁ, dann hat (7.2) genau eine Losung f €
C(la, 0]).
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Beweis:

(1) Zeige: Aus f € C([a,b]) folgt, daB f(x fk x,y)f(y) dy stetig ist in [a, b].
Beweis: Sei € > 0. Da k gleichmiiﬁlg stetlg ist, gibt es ein § > 0 mit
|k(z,y) — k(2 y)| <efira<y<b a<za <b |z—2a| <.
Auflerdem ist |f(x)| < M in [a,b].

b b

|f(@) = fa') = /(k‘(w,y) — k(' y))f(y) dy| < / k(. y) — k(2. y)|-M dy

a a <e fir |z—2'|<§

<M-eb—a)=M({b—a)- e

(2) Setze

mit 7": C([a,b]) — C([a,b]).

(3) C([a,b]) mit || f]leo := Jmax, |f(x)] ist vollstédndig.
(4) Ist T eine Kontraktion?

Nach Voraussetzung existiert ein ¢ € (0,1) mit |k(z,y)| < ;% fiir alle (z,y).
Seien f,p € C([a,b]):

b

(Tf)(x) = (Te)()] = /k(%y) (f(y) = ¢(y) dy

a
b

s/lk(:c,wl F) — o) dy
N——r _/—’

@<t <yl
< :Hf — #lloo(b = a) = qllf — ¢l

b
Also ist
ITf —Tolloo < qllf —¢lloo

Die Bedingungen fiir den Banachschen Fixpunktsatz sind also erfiillt.
Um die Fixfunktion f* anzundhern, wiahlt man ein beliebiges fy € C([a,b]) und berechnet iterativ

b

fura(2) = glz) + / k(. y) fuly) dy

a

Dabei gilt als Fehlerabschétzung fiir a < x < b:

Ifo—fillso . n
q

[Fale) = ()] < B

178



7.5 Mehr iiber stetige Funktionen
7.5.7 Beispiel: Der Satz von Picard-Lindelof
Sei f: [a,b] x R — IR stetig und

fira <t <bund u,u € R.
Gesucht ist die Losung fiir das Anfangswertproblem (AWP)

u' = f(t,u), u(a) = a.
Fiir die Lésung u gilt: u € CY([a, b]) mit

W () = f(t,u(t)), u(a) = a € R.
Behauptung: (AWP) hat genau eine Losung.

Beweis: (AWP) ist dquivalent zu der Integralgleichung (IGL)

u(t) =a+ /f(s,u(s)) ds,

denn fiir eine Losung u € C*([a, b]) von (AWP) gilt:

u(t) —u(a) =u(t) — «
/u'(s) ds

_ /f(s,u(s))ds

a

u ist also auch Losung von (IGL).
Sei nun u € C([a, b]) Losung von (IGL):

Da u € C([a,b]) ist, ist f(s,u(s)) stetig in [a, b].
b
Also ist [ f(s,u(s))ds stetig differenzierbar, d. h. auch w ist stetig differenzierbar.

Es ist d
%u(t) = f(t,u(t)) und u(a) = a.

Damit ist die Aquivalenz von (AWP) und (IGL) gezeigt.
Definiere nun 7' mit
C([a,b])  — C([a,0])

t
T:

(Tu)(t) :oc—l—/f(s,u(s))ds'

a
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Besitzt T genau einen Fixpunkt? Versuche dies mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes zu zeigen.
Definiere dazu folgende Norm auf C(]a, b)):

Jull = mas {Ju(®)] - exp(~2L(¢t — )}

(Nachweis der Normeigenschaften als Aufgabe).
Behauptung: T ist eine Kontraktion mit g = %
Seien u,v € C([a,b]). Dann ist

t

(Tu)(t) — (Tv)(1)] = / (f(s,u(s)) — f(s,0(s))) ds

< / F(s.u(s)) — F(s,0(s))] ds

SLju(s)—v(s)|

< L/ |u(s) — v(s)| - exp(—2L(s — a)) -exp(2L(s — a)) ds

Su—vll
exp(2L(s —a t
< Lju o] - 22220
exp(2L(t —a
exp(2L(t — a
 fumof . SR2L =)
Also ist )
|(Tw)(t) = (Tw)(#)] - exp(=2L(t — a)) < 5llu -
und damit

[T~ Tol) = maxc{|(Tu) (1) ~ (T)(1)] - exp(~2L(t — )} < lu— ]|

Fiir den Banachschen Fixpunktsatz fehlt noch die Vollstédndigkeit von C([a, b]) mit der Norm ||.|.
Zeige, daB ||.|| &quivalent zu ||.||o ist.
Es ist
lull < [ulloo,
da exp(—2L(t — a)) < 1 in [a,b]. AuBlerdem ist

u(t)] - exp(—2L(t — a)) = |u(t)] - exp(—2L(b — a))

7;%
Damit ist
[u(t)] < Clu(t)|exp(—=2L(t — a)) < Clul.

Da dies fir a <t < b gilt, ist
oo < Cllull.

Insbesondere gilt:

[un — tumlloo < Cllun — |

un — umll < [[un — tm|oo-

Also ist der Raum vollstdndig, der Banachsche Fixpunktsatz kann angewendet werden, d. h. T hat
genau einen Fixpunkt.
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7.5.8 Konkretes Beispiel fiir den Satz von Picard-Lindelof
Gesucht ist u € C([0,t]) mit

v =t +wuund u(0) =0 in [0,] x IR.
Hier ist f(t,u) =t + u.

Setze L = 1 und berechne u nach dem folgenden System:
Wihle ug € C([0,t0]) und berechne dann sukzessive

un(s)ds.

~
)
o\“

t
Upt+1 = /(s + up(s))ds = 5+
0

Speziell: 'Wiéhle ug(t) = 0. Dann ist

t2
u (t) = 5
12 3
U2(t) = 5 + ﬁ
12 3 4

t2 t3 tTH-l
H—=— - vy
wl) =gt st
Zeige dies fiir u,(t) per Induktion.
Es gilt:
n+1l ,;
+
un(t) = ) i
j=2
| !
u(t) = e —1—t

Fiihre eine Probe durch:
Esist u' = e — 1 und t + u = €! — 1, die beiden sind also gleich. Auflerdem ist u(0) = 0.

7.5.9 Definition

Sei (M, d) ein metrischer Raum, A C M, A # () und (O,) sein ein System von offenen Mengen mit
O) C M fiir A € A.
m

(Ox)xen heiBt offene Uberdeckung von A, wenn A C J O, ist. Gilt bereits A C O, fiir gewisse

AEA j=1
Aj, 80 heiit (O);)j=1,.. m eine endliche Teiliiberdeckung.

7.5.10 Beispiel
Sei A= (0,1]CRund I, = (£,2) firn=1,2,...
Es gilt (0,1] € U (£,2) (Aufgabe!)

n=1
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7 Metrische Raume

und (I,,) enthélt keine endliche Teiliiberdeckung, denn sonst wére

"o 1
0,11 C Z2)=(=,2) wid h!
(7]—U(j7> (m’) 1derspruc

=1

7.5.11 Satz von Heine-Borel

A C M ist genau dann kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von A eine endliche Teiliiber-
deckung enthélt.

Beweis:

w1 Zu zeigen ist: (z,) hat eine konvergente Teilfolge (z, ) mit x,, — = € A.
Widerspruchsbeweis:
Sei (z;,) eine Folge in A, die keine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A hat.
Sei a € A. Dann existiert ein r(a) > 0, so daf

hochstens ein x,, enthalt. )
(K(a))aca ist eine offene Uberdeckung von A. Es werden aber unendlich viele U, bendtigt,
um {x,: n € IN} zu iiberdecken, also auch fiir A. Widerspruch!

: Sei A kompakt und (Oy)aen eine offene Uberdeckung.
Sei nun @ € A und

A — R
T .
r(a) :=sup{o<1: K(a,p) C O, fir ein A € A}

Behauptung: r ist stetig.
Beweis: Sei x € A fest. Dann gilt 0 < ¢ < r(x) und d(y,z) < r(z), d(z,y) < o.
Suche nun eine Abschétzung

r(y) 27
Setzt man 0 = d(z,y), so gilt

Also ist

= r(x) <r(y) +d(z,y)
—r(x) —r(y) <d(z,y).

Dies gilt auch, wenn d(z,y) > r(x) ist (triviall).
Genauso gilt auch
r(y) —r(z) < d(z,y).

Damit gilt dann:

|r(z) — r(y)| < d(z,y) Bedingung fiir die Stetigkeit
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7.6 Zusammenhang

Also ist r stetig.
Da A kompakt ist, hat r ein positives Minimum= 2 - rg.
Zu jedem x € A existiert ein A mit

K(z,7m9) C Oy

Also ist (K (x,70))zea eine offene Uberdeckung von A.

Zeige nun noch, daB (K(z,rg))zca eine endliche Teiliiberdeckung enthélt und damit auch
(O)) selbst.

Annahme: Es gibt keine endliche Teiliiberdeckung.

Sei 29 € A beliebig. dann existieren: x1 € A\ K(xg,70)

o €A \ (K((E(), 7’0) U K(xl, 7’0))

xn € A\ (K(z0,7m0)U---UK(2p-1,70))-

() ist eine Folge in A.

Fiir n > m gilt dann d(z,, z,) > ro und x, # K(zm, ro).

Es gibt also keine konvergente Teilfolge in A. Widerspruch!

Also enthélt (K (x,7r0))zca eine endliche Teiliiberdeckung und (O,) enthélt ebenfalls eine
endliche Teiliiberdeckung.

7.6 Zusammenhang

In diesem Abschnitt ist (M, d) ein metrischer Raum, insbesondere meistens IR™ mit der euklidischen
Metrik oder IR mit dem absoluten Betrag |.|.
7.6.1 Definition: Partition, zusammenhangend

Sei EC M, E+#(und A,B C M.
(A, B) heiit Partition von E, wenn gilt:

(1) A und B sind offen
2)

(3) ENANB=10

(4) ENA#0und ENB # 0.

FE heifit zusammenhdngend, wenn es keine Partition von E gibt.

ECAUB

7.6.2 Anschauliche Beispiele
(a) Intervall in IR: [

(b)

~—
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7 Metrische Raume

Die hier gezeigte Menge ist nicht zusammenhangend.

()

Mit Rand Ohne Rand

zusammenhangend nicht zusammenhéngend

7.6.3 Bemerkung

In der Definition des Zusammenhanges kann man ,offen* durch ,abgeschlossen ersetzen.

Beweis: Sectze A= M\ Aund B= M\ B.

A und B sind offen, wenn A und B abgeschlossen sind.
(A, B) ist Partition von E; A und B sind abgeschlossen.
Zeige: (A, B) ist Partition von E.

(I) A und B sind offenv’

(2) Esgilt EC AUB, E¢ Aund E ¢ B (wegen (3), (4))
= F C AUB, denn
wEE:>{ xEA:>x¢B:>x€B;
reEB=>x¢A=>zrcA
(3) Seiz e ENANB.
Dannist z € E, x ¢ Aund x ¢ B.
Das heifit, es gibt ein x € E mit x ¢ A und = ¢ B.
Dies ist ein Widerspruch zu (2), also kann es so ein z nicht geben.

(4) Sei ENA =0 und sei z € E.

Dann ist z € M \ A = A fiir alle z € E.

Das heifit, dafl E C A ist. Widerspruch zu (3) und (4),
da ) # ENBC ENAN B Widerspruch zu (3).

7.6.4 Definition: Gebiet

Eine offene und zusammenhéangende Menge heifit Gebiet.

7.6.5 Satz

Ist f: E— N [(IV, ) sei dabei ein metrischer Raum] stetig und F zusammenhéngend, so ist f(E)
zusammenhéngend.

184



Beweis: Annahme: (A, B) sei Partition von f(E).
Zuy = f(r) € Aund zu ¢ > 0 existiert ein 6 > 0 mit

f(K(z,0)NE) C K(y,e), 6§ =0d(e,z) = 0(x) fiir festes €

A= U K(x,6(x)) ist offene Menge
N——
f(z)eA offen
Genauso:
B= U K(z,0(x)) ist offene Menge
f(z)eB offen

Ist (A, B) Partition von E?
(1) A und B sind offenv’
(2) v nach Konstruktion

(3) Seix e ENANB
Dann ist f(z) € A und f(z) € B
Alsoist ANB #0
Daraus folgt, da AN BN f(E) # 0 ist. Widerspruch zu (3)

Alsoist ENANB = 0.

(4) Wire ENA =0, also E C B,
dann wire B O f(BN E) = f(F). Widerspruch! zu (3) und (4)
Also ist EN A # () und genauso EN B # ()

7.6 Zusammenhang

Zusammen ist (A, B) damit Partition von E. Widerspruch! zu: E ist zusammenhéngend. Es gibt

also keine Partition von f(E), d. h. f(F) ist zusammenhéngend.

7.6.6 Zwischenwertsatz

Eine Menge F ist genau dann zusammenhangend, wenn jede stetige Funktion f: F — IR die

Zwischenwerteigenschaft hat, d. h. wenn f(F) ein Intervall ist.

Beweis:

»<=": Sei E nicht zusammenhéngend und (A, B) Partition von E.
Setze
0 z€e6 ENA

fiE= R, fm:{l reENB

f(E) ={0,1}

Behauptung: f ist stetig.

Seiz. B.xzg € ANE, f(z9) =0.

Dann existiert ein § > 0 mit K (xo,) C A, da A offen ist.
In K(z9,0) N E ist f(x) =0, also ist f stetig in zg.

Da f(E) = {0,1} kein Intervall ist, aber nach Voraussetzung ein Intervall sein mu8, erhilt

man einen Widerspruch!
= F ist doch zusammenhangend.
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»= "t Sei F zusammenhéngend, f: E — IR stetig, aber f(E) kein Intervall.
Dann gibt es a < b mit a,b € f(E), aber ¢ € (a,b) mit ¢ ¢ f(E).
Setze damit

A={z: f(x) <c} und B ={z: f(z) > c}.

A und B sind offen. Uberpriife die Definition fiir die Partition (A4, B):
(1) v

(2) v, da f(x) # c fiir alle z € E.

(3) v/, da sogar AN B # 0.

(4)

4) Es gibt o mit f(a) = a: Es ist o € A.
Es gibt # mit f(5) =b: Esist § € B.

Zusammen ist damit (A, B) eine Partition der zusammenhéngenden Menge E. Widerspruch!
Also ist f(FE) ein Intervall.
7.6.7 Satz

Die zusammenhangenden Teilmengen von IR sind genau die Intervalle.

Beweis:

»="1 Sei E C IR zusammenhéngend und setze f: F — IR, f(z) = z. Dann ist nach dem Zwi-
schenwertsatz f(FE) = E ein Intervall.

w="1 Sei £ C IR ein Intervall und f: F' — IR stetig. Dann ist nach Ana I f(E) ein Intervall und
mit dem Zwischenwertsatz ist damit E' zusammenhéngend.

7.6.8 Hilfssatz

Seien E) fir A € A zusammenhéngende Mengen (in M), Ex N E, # () fir je zwei A\,v € A. Dann

ist auch |J E) =: F zusammenhéngend.
AEA

Beweis: Annahme: E ist nicht zusammenhéngend, (A, B) Partition von E, insbesondere
EyCAUB

ExNANBCENANB=10

Da E) zusammenhéngend ist, ist (A, B) keine Partition von E). Also ist £\ C A oder E) C B. Sei
hier £ C A.

Sei 1 # A. Dann ist E,, C A oder E,, C B und E\ N E, # 0.

Damit ist E, N A # (.

Dann kann E,, C B nicht gelten, da £, N AN B = () ist, also ist £, C A.

Zusammen ist dann E C A. Dies ist ein Widerspruch dazu, dal (A, B) Partition von FE ist, also ist
FE zusammenhangend.

7.6.9 Beispiel
Sei £ C IR™ offen und sternférmig beziiglich 0, d. h. fiir jedes x € F gilt:
{tz: 0<t <1} CE.

Behauptung: F ist zusammenhéngend, also ein Gebiet.
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7.6 Zusammenhang
Beweis: Secifiirz e F
Sy ={tz:0<t<1}.

Die Funktion
0,1] = R", t — tx

ist stetig. Damit ist S, zusammenhéngend. Auflerdem ist

E = U Sy und S; NS, D {0}.
el

Also ist E' zusammenhéngend.

7.6.10 Satz
Sei E C M, E # (). Dann ist

T~y & es gibt eine zusammenhingende Teilmenge F' C E mit x,y € F¢

eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen [z] sind zusammenhéngend. Entweder ist [z] = [y]
oder [z] N [y] = 0. Jede Klasse [x] heiBt Zusammenhangskomponente von E. Es gilt:

=)

Beweis: Zeige, daB ~ eine Aquivalenzrelation ist:
(1) Reflexivitét: Ist z ~ 27 Ja, da z,z € {x} =zusammenhéngende Teilmenge.
(2) Symmetrie:

x~y = z,y€ FCEFE, F zusammenhingend
= y,z € FCFE, F zusammenhingend
= y~ux

(3) Transitivitat:
Sei z ~yund y ~ z, d. h.
z,ye M CFEFundy,z€ Fy, CFE,
F1 und F; sind zusammenhéngend.
r,ze UK CE
y € F1 N Fy, also ist F} U F> zusammenhangend.
Also ist = ~ z.

7.6.11 Bemerkung

Zusammenhangskomponenten sind automatisch maximal zusammenhéangend, d. h. ist F' C F zu-
sammenhangend, dann existiert eine Zusammenhangskomponente C' mit F' C C.

Beweis: Seiz € F, C = [z].
Fir y € Fist dann z ~ y, alsoy € [z] = C, F C C.
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7.6.12 Zusatz

Ist E C IR" offen [abgeschlossen], dann ist auch jede Zusammenhangskomponente offen [abgeschlos-
sen].
Eine offene Menge F C IR"™ besteht aus endlich oder abzahlbar unendlich vielen Gebieten.

Beweis: Zuerst fiir offenes E:

Sei C' Zusammenhangskomponente von F.

Sei x € C. Dann existiert ein 6 > 0 mit K(z,d) C E, da K(x,d) zusammenhéngend ist und z
enthalt.

Da C maximal zusammenhéngend ist, folgt K(x,d) C C. Zeige nun, dal es nur endlich oder
abzahlbar unendlich viele Zusammenhangskomponenten gibt:

Sei C' eine Zusammenhangskomponente von FE.

C enthilt r e R" mit x, e Q flr v =1,...,n.

Nenne z = z¢ und definiere die Abbildung

{C'": C ist Komponente von E} — Q" C +— z¢.

Diese Abbildung ist injektiv, da je zwei Komponenten disjunkt (oder gleich) sind. Da aber Q"
abzahlbar ist, existieren hochstens abzahlbar viele Komponenten.

Nun der Beweis fiir abgeschlossenes E:

Sei C' Zusammenhangskomponente von E.

Zu zeigen ist, dal C' abgeschlossen ist, d. h. C' = C. Es gilt:

(1) C C E, da E abgeschlossen ist.
(2) C ist zusammenhingend (Dies wird gleich gezeigt).

Zusammen ist also C C C C E, also auch C = C.
Zeige nun, daf (2) gilt:
Wenn C' nicht zusammenhéngen ist, existiert eine Partition (A, B) von C mit:

(1) Aund B sind offen.

(2) CC AUB.

(3) CNANB=0.

(4) CNA#Pund CN B # 0.

DaC C AUBund CNANB =} und C zusammenhéngend ist, folgt: CNA = () [oder CN B = (],
also ist z. B. C C B.
Andererseites existiert ein a € C N A. Da A C C ist, ist a € ',
d. h. es existiert eine Folge (¢y,) in C mit ¢, — a, ¢, # a.
Also existiert eine Kugel K(a,d) C A.
Fiir n > ng gilt dann:
cn € K(a,0) C A

und
c, € C CB.

Damit ist dann ¢, € C'N AN B = (). Widerspruch!
Also ist C' zusammenhéngend.
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7.6.13 Testbeispiel

Sei A Indexmenge und Iy seien fiir A € A offene Intervalle.
Setze
E = U I, C RR.
AEA

E besteht nach dem Satz aus hochstens Abzahlbar vielen Intervallen (Komponenten).

7.6.14 Definition: Weg

M sei ein metrischer Raum, £ C M.
Eine stetige Abbildung
v:|e,f] = E

heifit Weg in E. vy(«) heifit Anfangspunkt, v(3) heiBt Endpunkt von ~.
Man sagt v verbindet v(«) mit v(3) in E.
Beachte:

v ={1t):a<t<B}CE

ist zusammenhéngend, || heiit Trager von 7.

7.6.15 Beispiel
Sei 7: [0, 27] — IR? mit

0= (52

v(m/2) = (0,1

)
o) = <—1,o>/ \v«» — (2m) = (1,0)
)

v

’7(%77-) = (07 -1

7.6.16 Definition: Wegzusammenhang

E C M heifit wegzusammenhdngend, wenn es zu a,b € E einen Weg ~ gibt, der ¢ mit b in F
verbindet.

7.6.17 Beispiel

Dies gilt zum Beispiel fiir konvexe und sternférmige Mengen.

7.6.18 Satz
Wegzusammenhangende Mengen sind immer zusammenhangend.
Beweis: Sei F wegzusammenhingend und a € E fest.

Zu jedem x € FE existiert ein Weg v, in E, der in a beginnt und in = endet, |v,| ist zusammenhén-

gend, |vz| N |yy| 2 {a}. Also ist E = |J |7vz| zusammenhéngend.
zelE
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7.6.19 Beispiel/Aufgabe

Seien

Weise nach: F; und Fs sind wegzusammenhangend, F; U FEy ist zusammenhéngend, aber nicht
wegzusammenhéngend. Z. B. existiert kein Weg von (0,0) zu (1,sin1).

7.6.20 Satz

Jedes Gebiet im IR" ist wegzusammenhéangend. (Gebiet=offen und wegzusammenhéngend)

Beweis: Sei £ C IR" ein Gebiet und a € E sei fest. Setze
A = {x € E: es gibt einen (achsenparallelen) Weg in F von a nach =}
B=FE\A

1. Zeige: A ist offen! Sei x € A.
Dann existiert ein 6 > 0 mit K(z,d) C E. Es existiert ein Weg ~, von a nach z mit |y,| C E.
Sei y € K(x,0): 7y, verlangert um die Strecke von x nach y ist ein Weg von a nach y in FE.
D. h.y € A, also K(z,d) C A. Also ist A offen, da x € A beliebig ist.
2. A#0,daac A
3. Zeige: B ist offen!
Es ist B = {x: es existiert kein Weg von @ nach x in E}.
Sei x € B, § > 0, so dafl K(x,d) C E ist.
Wire y € K(x,0) von a aus erreichbar durch einen Weg ., so auch x durch ~,, verlingert um

die Strecke von y nach z. Also ist B offen. Daraus folgt

4. E = AU B. Dabei sind A und B offen, ANB =0, A # 0 und ANBNE =0, da E
zusammenhéangend ist. Also ist B = (), da a € A ist.

Gezeigt: Jedes € F ist Endpunkt eines Weges in F, der in a beginnt.
Desgleichen gilt auch fiir achsenparallele Streckenziige.

7.7 Gleichgradige Stetigkeit

7.7.1 Definition: gleichgradig stetig

Sei E CIR", E # (). F sei eine Menge (Familie) von Funktionen f: E — IR™. F heift
(a) beschrinkt, wenn es ein M > 0 gibt mit ||f(x)|| < M fiir alle x € E und fiir alle f € F.
(b) gleichgradig stetig, wenn es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt mit: Ist z,y € E, ||z — y|| < 6, so ist

|f(x) — f(y)|l < e fur alle f € F.
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7.7 Gleichgradige Stetigkeit

7.7.2 Beispiele
(a) Ist fiir alle f € F und z,y € E
1f(z) = fFW)l < Lllz =yl

wobei L unabhangig von f, x und y ist, so ist F gleichgradig stetig. Setze dabei § := 7.

(b) Sei E C IR™ kompakt, fr: E — R™ stetig und fr — f gleichméfig in E.
Behauptung: F = {f;: k € IN} ist gleichgradig stetig.
Beweis: Da alle fi gleichméfig konvergieren, ist f stetig.
Da aber auch E kompakt ist, ist f sogar gleichméfig stetig.

Also gibt es zu € > 0 ein ¢ > 0 mit

I£@) = f@)] < 5 fir 2,y € B, o=yl <o

Weiter existiert ein kg mit
(@) = F(@)] < 5 fiirk > ko, @ € .

Fir 1 < k < kg existiert ein §; mit

[fx(x) = fr@)l < e fir z,y € B, |lz —y| < 0.
Setze § := min(dy, ..., 0k, 0) > 0. Fiir ||z — y|| < J gilt dann:

| fx(z) — fr(x)| < e ist erfilllt fur k& < ko.

Sei nun k > kg. Dann ist

k() = fe@) = [[fa() = F(2) + f(2) = F(y) + F(y) = Fe(W)]]
< [fwle) = f@) |+ [1f(2) = FW)l + 1 f(y) = frly)] < e

<e/3 <e/3 <e/3
glm. Konv. glm. Stetigkeit glm. Konv.

Also ist F gleichgradig stetig.
Aufgabe: Zeige, dal F beschrankt ist.
7.7.3 Satz von Arzela-Ascoli

Es sei E C IR" (offen und beschréankt oder der Abschluf einer offenen und beschréankten Menge
M CIR"™) und F sei beschrankt und gleichgradig stetig.
Dann hat jede Folge (fi) in F eine gleichméflig konvergente Teilfolge.

Beweis:

(a) Teilfolgenauswahl nach dem Cantorschen Diagonalverfahren.
E N Q" ist eine abzihlbare Menge, dicht, d. h. EN Q™ = F = {¢1,¢2,¢3,...}
Lo (fe(€)) ist beschrinkt (im IR™): es ex. TF (f1x(£1))
2.0 (f1£(£%)) ist beschriankt (im IR™): es ex. TF (f2(£%))

02 (fro1x(€Y)) ist beschriinkt (im IR™): es ex. TF (fr(¢%)). Wir haben also:
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fir fiz fiz fia
fo1 fo2 fo3 fou
31 f32 f33 f34

Wihle nun ¢y, := fi 1.
(pr) ist Teilfolge von (f).
(k) k>t ist Teilfolge von (fy ).

i (") ist Teilfolge von (fy(£5)),
d. h. klim o (€4) existiert fiir alle [ = 1,2,. ..

(b) Konvergenzbeweis:
Sei € > 0. Dazu existiert ein § > 0 mit

lok(z) — orp(y)|| < e fur z,y € E, ||z — y|| < 0 und fiir alle k € IN

(gleichgradige Stetigkeit).
Sei D; = K(¢9,6):

ECEC| D, (da {¢} dicht ist).
j=1

Da E kompakt ist, gibt es ein p mit
E C DyU---U D, (Heine-Borel).
Zu ¢ > 0 existiert ein Index kg mit

(@) = pe@)l = llon(e) = pule’

- )
< ler(@) — er(€) + llon(€?) — ee(E) + llpe(&7) — pe(a)|
< € + e + e =3¢

—~ ~— ~~

(1) (2) (3)

Or(67) + or(€) — (&) + @u(&7) — ()|
(

Dabei gilt:

(1), da ||z — &7|| < § fiir alle k (gleichgradige Stetigkeit)
(3), da ||z — &7|| < ¢ fiir alle [ (gleichgradige Stetigkeit)
(2), da kh—>nolo or(€7) existiert.

Also ist das Cauchykriterium erfiillt, es liegt gleichméflige Konvergenz vor.

7.7.4 Beispiel: Existenzsatz von Peano

Sei S =[a,b] x R CIR* und f: S — IR sei stetig und beschrinkt.
Gesucht ist u mit
v = f(t,u) und u(a) = a. (7.3)

Das Anfangswertproblem (7.3) hat mindestens eine Losung in [a, b], d. h.
u € C([a,b]), u(a) = o und ' (t) = f(t,u(t)).

Aquivalent zu diesem Problem ist

t

u(t) =a+ /f(s,u(s)) ds mit u € C([a,b]).

a
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Beweis: Setze
up(t) =ain [a —1,qa]

(1) —a+/tf<s,un <s—i>) ds in (a,b].

Behauptung: {u,: n € IN} ist beschriankt und gleichgradig stetig.
Dann existiert eine Teilfolge u,, — u gleichméBig in [a, b].
Fir |u,(t)] < K ist f gleichméBig stetig auf [a,b] x [- K, K]

f <87unk <s - 1>> B s uls)).

ng

und

t

(1) = a+/f<s,unk (s—nlk)) ds

!
t
u(t) = a+ /f(s,u(s))ds
Beweis der Beschranktheit: Es gilt: |f(¢,u)] < M in S.
t
up(t) < \a|+/Mds <la|+M(b—a)=:K fira<t<b.

Beweis der gleichgradigen Stetigkeit: Sei 7 < ¢t. Dann ist

i oo o)) o - 2)

t
1
= /f(s, Un(s — E)) ds| < M - (t — 1) Lipschitzbedingung fiir w,,

—_———
l|<M

Also sind die u,, gleichgradig stetig.

7.7.5 Beispiel fiir den Existenzsatz von Peano

Beispiel mit mehreren Losungen:
Sei S =[0,1] x R und f wie folgt definiert:

2 firu>1
ftu) =< 2¢/|Ju] fir —1<u<1
2 firu< —1
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Gesucht ist ein w mit

FEine Losung ist

Eine andere Losung ist

Die weiteren Losungen sind
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f=2
1

fltu) =
0 -l
-1

f=2




