8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

1

8.1 Matrizen und quadratische Formen

8.1.1 Definition: Matrizen

a1l a2 a1
a1 422 az2n
A= )
am,1 am,2 Umn
ist eine m x n-Matrix mit a,, € IR.
m ist die Zahl der Zeilen: (aml a2 ... amn) ist eine 1 x n-Matrix.

aiy

a27 . . .
n ist die Zahl der Spalten: _V ist eine m x 1-Matrix.

Qm,v

8.1.2 Rechenregeln fiir Matrizen

1. Fir C:= A+ B gilt: ¢, == au +bup.

2. Fir C = M gilt: ¢, = Aay,.

3. Sei A eine m x n-Matrix und B eine n x p-Matrix. Dann ist C := A - B eine m x p-Matrix mit

n
Cp,o0 = E :au,vbu@
v=1

firp=1,....mund p=1,...,p.

8.1.3 Transponierte Matrizen

Die Transponierte von A (siehe oben) ist

ai,1

a2
AT = '

a1n

Wenn z € IR" ist, wird oft

T
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(fEl,...

Gm,1
am,2

m,n

al‘n)
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

geschrieben. Dies ist als Spaltenvektor gemeint:

Z1
45
= .
In
8.1.4 Skalarprodukt
Y1
T _ . _ —
xy—(xl,...wn)- : =T1Y1+ o+ TpYn =T Y
Yn
ist das Skalarprodukt im IR™.
8.1.5 Matrizennorm
Sei A eine m x n-Matrix, ||.||, eine Norm im IR™ und ||.||,, eine Norm im IR"™. Dann ist

[A]l == sup{[|A - z[m: z € R", [lz]l, =1}
die von ||.||, und ||.||;, erzeugte Matrixnorm.

Beachte:
Az ||l < [|A] - ||| fir alle z € R™.

8.1.6 Beispiele
(1) Beidesmal die Euklidnorm: Zeige (als Aufgabe)

[A]l <

(2) Beidesmal Maximumnorm:
Fir y = Ax ist

Es gilt dann

n
|y,u‘ < Z |a,u,11| ’ |xzx|
v=1

—
<lzlloo
n
< (zraww) el
v=1

Also ist

n
m
Iylloo < (I{gZI%M) S [E[
v=1
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8.1 Matrizen und quadratische Formen

Es ist damit

n
1Al < mngl Dl
v=1

Zeige, daB fiir (x) Gleichheit gilt:

Sei
n n
m
max Y " lauu| =Y lagy|
p=1
v=1 v=1
Setze
1  wenna,, >0
T, = .
-1 wenn a,, <0
Dann ist
n
vly| = Z ‘QQ,V‘ : HJ"HOO
v=1 :'1
und damit

oM
1Al = lag,|-
v=1

Aus ® und (x) folgt insgesamt die Gleichheit bei ().

8.1.7 Definition: Quadratische Formen

Sei A eine symmetrische n x n-Matrix (4 = AT, a,,,, = a,,,). Dann heifit

Qa:R" >R, Qa(z) := 2T Az = Z Ap T uTy

pr=1
quadratische Form.
8.1.8 Bemerkung
Wenn AT = A ist, sind alle Eigenwerte A1, ..., A, reell. Man kann die Eigenvektoren S N

orthonormal wéahlen, d. h. es gilt

NONRCI ER At
0 j£k

zW ..., 2 bilden eine Orthonormalbasis des IR”".
Sei nun z € IR™. Dann gilt:

T = Zéjx(j) und Az = ij)\jaz(j).
j=1

=1

Damit ist
n

2T Az = x - (Az) = Z )\jf?.
j=1

()
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

8.1.9 Definition: positiv/negativ (semi-)definit

A heifit

positiv definit >0 firz£0
negativ definit <0 firz#0
positiv semidefinit — 2TAz{>0 firz#0
negativ semidefinit <0 firz#0

indefinit sonst

alle /\j >0

alle )\j <0

<= alle A; >0

alle A; <0

mind. ein A; > 0, ein A\; <0

8.1.10 Bemerkungen

A ist positiv definit (,4 > 0)

aiy ... aik
= | S >0firk=1,2,...,n,
Ay oo Ofk
bzw. negativ definit (,4 < 0%)
(AN alk
— (-DF| : D >0firk=1,2,...,n.
ar1 ... Al

Esgilt A>0 < (—A4) <0.

Ohne Beweis.

Insbesondere ist die Matrix (fg lc’) genau dann positiv definit, wenn a > 0 und ac > b?, bzw. genau
dann negativ definit, wenn a < 0 und ac > b? ist.

8.1.11 Beispiele
(1)

A=|: | ist positiv semidefinit, d. h. A > 0.

n n n n 2
2l Az = quxl,:Z:nu-qu:<z:cy> >0
pn=1 v=1 v=1

pr=1

,=0% < Zn:a:,jzo

v=1
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8.1 Matrizen und quadratische Formen

Qa(z) = 23 + 203 + 323 — 2x129 + 22973
= (21 — x2)? + 23 + 323 4 2923

= (21— 2)* + (22 + 23) + 223) > 0

,=0“x3=0AN204+23=0A21 —29=0
sr=0cR?® = A>0.

8.1.12 Definition: Landau-Symbole
Sei £ C IR", ¢ Haufungspunkt von E, ¢: E — IR™ und ¢¥: E — 1R.

(a) ¢(x) = O(¥(x)) fir z — £ bedeutet:
Es gibt ein C' > 0 und ein § > 0 mit

[p(@)]| < C(z) inz € E,0< [z —¢&| <.

(b) ¢(x) = o(yp(x)) fiir x — £ bedeutet:
Zu jedem e > 0 existiert ein § > 0 mit

lp(z)|| < e(z)inz e E,0< |jz—¢| <é.

8.1.13 Beispiele

1. Sei p(z) = 27 Ax.
Es gilt: ¢(z) = O(||z||?) fiir z — 0.
Aquivalent ist: |27 Az| < O||z||? fiir ||z|| < 6.

2T Az|? = |z - (Az)|?
CSU
< lal® - 1 (Az)|?
< |l2l* - (Cll=[|*) = C*|l|*
= ||zT Az|| < C||z|? fir z € R™.

2. Sei f: E— IR™ stetigin £ € .
& Zue > 0ex ein § > 0 mit

If(z) = fO)| <efir |z —¢&|| <6, z€F

& f(x) = (&) =: () mit p(z) — 0 fir v — ¢
x) = f(§) = o(1) fir z — ¢
x) = f(&) +o(1) fir z — ¢
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

8.1.14 Regeln fiir Landau-Symbole

(Die Regeln unter (a) und (b) gelten sowohl fiir O als auch fiir o0.)

(a) Sei pj(x) =0 (x)) firz —&und j=1,... k.
Dann ist

k
> pi(x) = O(¥(x)) fir & — &
Jj=1

Anwendungsbeispiel:
Seien f1 und fo stetig in &. Dann ist f; + fo stetig in &,
denn: f;(x) = f;(§) +o(1) fitlr j = 1,2.

fi(x) + fa(z) = f1(§) + f2(§) +0o(1)

(b) Sei gj(z) =O0(W(x)) firz - {und j =1,...,k.
Dann gilt

(@) = miax |5 (2)]| = (@) = O((w)) fiir & — &

(c¢) Gilt p(z) = o(y(x)) fiir z — &, dann ist auch ¢(x) = O(¢(x)) fiir z — £. Dies gilt i. A. aber
nicht umgekehrt.

8.1.15 Beispiel

Sei f € C*(—r,r). Dann ist fiir z — 0

k- .
= f9%0) o fo(lzl®) , falls f € CF(—r,r)
f@—; AT T 0ge ) L alls £ e O (- )

8.2 Differenzierbare Funktionen

Fir diesen Abschnitt ist D C IR™ ein Gebiet.

Funktionen D — IR™ werden iiblicherweise mit f, g, %, ¢, ... bezeichnet.
Funktionen D — IR werden iiblicherweise mit u,v,w, ... bezeichnet.

|||l ist die Euklidnorm.

8.2.1 Definition: Differenzierbarkeit

f: D — IR™ heifit differenzierbar in x € D, wenn es eine m X n-Matrix A gibt mit
f(x+h)— f(z) — Ah = o(]|h||) fiir h — 0 (h € R™).

Aquivalent hierzu ist:
o f )~ f(r) = A

=0.
h—0 Al

Interpretation:

flz+h) = f(z)+ A-h+o(|[h]])
& ©

®: Affine Funktion von h.
©: Fehlerterm: < ¢ - ||h]| fur [|h|| < 6.
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8.2 Differenzierbare Funktionen

8.2.2 Bemerkungen
(a) Sein=m=1:

f(x+h) = f(z) = a-h+o(|h])

<= lim
h—0 h

(b) Man nennt A die Ableitung von f und schreibt f/(z) = A. Andere Schreibweise:

A= g ist die Jacobi-Matrix.
ox

8.2.3 Beispiele
(1) Sei f(z) = c konstant mit ¢ € IR™.
Dann ist f'(z) = 0 die m x n-Nullmatrix,
denn f(z+h)— f(z)—0-h=0=o(||h]).
(2) Sei f(x) = Az mit einer m x n-Matrix A.
fle+h)—fx)=A-h=A-h+o(|n]),

also ist f'(z) = A fiir x € R".

(3) Sei f(z) = 27 Az mit einer symmetrischen n x n-Matrix A.
Esist f: R" — IR. Also ist f'(z) eine 1 x n-Matrix, ein Zeilenvektor.

flx+h)— f(z) = (x+h)TA@ +h) — 2T Az
= 2T Ah + nT Az + hT An
= (zT A)h + (2T AT)h 4 KT Ah
= (2T A)h + (T A)h+ hT An

Da [T Ah| = O(||h||2) = o(||h]|) fiir h — 0 ist, ist

fl(x) =aTA42TA=22TA=2(Ax)T.

8.2.4 Satz
fi
f= : : D —=IR™
fm
ist genau dann in x differenzierbar, wenn alle f,: D — IR in z differenzierbar sind. Es gilt:
f1(x)
fllo)=1|
S ()
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Beweis: Sei A= f'(z) und a* := f ().
»= "1 f'(x) existiere nach Voraussetzung. Dann ist

[fu(@ +h) = ful@) — ah[ < [|f(x +h) - f(z) — A- bl
=o(||n|) fir h — 0, p=1,...,m

Also ist f,(x) = a.
w=" flt(:z) = a/ existieren nach Voraussetzung. Setze

1

A= : ist m x n—Matriz

If(@—h) = f(x) —a-hl <Y |fule+h) = fulz) —a* bl
p=t —o(]Ihl)
— o(||h]]) fiix b — 0

Also ist f'(z) = A.

8.2.5 Satz: Die Ableitung ist eindeutig

Die Ableitung ist eindeutig bestimmt. Ist f differenzierbar in z, so ist f auch stetig in z.

Beweis:

Eindeutigkeit: Sei

f(z+h) = fz)+ A-h+o(]n])
f(@+h) = f(x)+ B-h+o(|hl)

Subtraktion der beiden Gleichungen liefert:
R™>0=(A—-DB)-h+o(]|h]) fir h — 0, h € R"

Folgt daraus A = B?

Setze h =t-emit t € IR, e € IR"” und |le|| = 1.

Es gilt: h - 0 < t — 0.
t(A—b)e=o(|t]) fir t — 0

1
(A—B)e = ;0(‘15‘) =o(1) firt — 0
Fiir ¢ — 0 gilt dann:
(A—B)-e=0 fir alle e € IR" mit |le|| = 1.

Alsoist A— B=0,d. h. A= B.
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8.2 Differenzierbare Funktionen

Stetigkeit:

[z +h) = f@)] = [[A-h+o(|[Al])]]
I|A]l - |h]| + €|k fiir ||| < d bei vorgegebenem &
= const - ||h]| fir ||h] < ¢

IN

Setze nun y = x + h. Dann ist
1 (y) = f(@)]| < const - [l —yl| fir |z —y| <o
Also ist f stetig.

8.2.6 Regeln fiir differenzierbare Funktionen

Sind f,g: D — IR™ differenzierbar in x, so auch f +¢g, A- f (A€ R) und f-g: D — IR (Skalar-
produkt). Im Punkt = gilt:
(f+9)=f"+d
(Af) = Af'
(f-9)=f"d+g"f
Vergleiche mit den eindimensionalen Regeln (4.1.3, Seite 70).
Beweis: Als Aufgabe.

8.2.7 Kettenregel fiir differenzierbare Funktionen

Zur Wiederholung zuerst die Kettenregel im 1-dimensionalen: Seien f,g: IR — IR. Dann ist

2 Flolw)) = /'(9(@)) - o (o).

Sei nun g: D € IR®™ — G C IR™ differenzierbar in x € D und f: G — IR? sei differenzierbar in
y = ¢g(z). Dann ist f o g: D — IR? differenzierbar in x mit

(fog)(z)=f'(y) ¢(x) mit y = g(x).

Beweis: Sei ® = fog, B=¢'(x) und A = f’(y). Dann ist
gx +h)=g(x)+ B-h+o(|h]) fir h — 0

und

fly+k)=fly)+A-k+o(||k|) fir k— 0.
Esist y = g(x), y+ k = g(xz + h), also k = g(x + h) — g(z). Damit ist
Oz +h)=flg(z+h) = fly+k) = fly)+ A k+o(|k]) fir k—0

Flg(@) + A~ (g(x + 1) — g()) + o(lg(x + h) — g(a)]) fiix h— 0
D)+ A- (gla +h) — g(x)) + olllg(x + h) — g(a)]]) fiix h — 0

Auflerdem ist ||k|| = O(]|h||) fir A — 0. Dann gilt:
O(z+h) = 0(x)+ A-(B-h+o([hl])) +o(O([]) = ®(x) + A- B - h+o(]|h]]) + o([]])
=o([IR1)
=&(x) + A B-h+o(|h]) = 2(x) + f'(y)g () + o(||A])

Also ist ®'(z) = f'(y)g'(z) mit y = g(z).
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

8.2.8 Mittelwertsatz |

Sei u: D C IR®™ — IR und S sei eine Strecke in D mit Anfangspunkt a und Endpunkt b. Ist u
differenzierbar in D, so gibt es ein £ € S'\ {a, b} mit

u(b) — u(a) = u'(§)(b — a).

Beweis: Sei ¢(t) := u(a+1t-(b—a)) fir 0 <¢ < 1. Nach dem 1-dimensionalen Mittelwertsatz
(4.2.4, Seite 74) gibt es ein 7 € (0, 1) mit

(1) = (0) = ¢'()(1 - 0).
Mit der Kettenregel gilt dann:
w(b) —u(a) =v'(a+7(b—a))-(b—a).
—— —
=:£
8.2.9 Mittelwertsatz Il
Ist f: D — IR™ differenzierbar und sind a, b und S wie im MWS 1, so gilt:
F®) = fla) = J(E....&™) - (b—a).

Dabei ist
f1(€h)

/(€2

J(E, . em) = mit ¢4,..., 6™ € S\ {a,b}.

S (€M)
Beweis: Mittelwertsatz I anwenden auf f,:

fu(b) - fu(a) = f;(&u)(b - a)'

Dabei ist & € S\ {a,b} fir p=1,...,m.
Daraus folgt dann die Behauptung.

8.2.10 Definition: Integrierbarkeit von Matrizen

Seien ay,,: [0,1] = R fiir p=1,...,mund v = 1,...,n integrierbar und A(t) = (a,.(t)),

<]
Il
T

Man setzt .

/1 At) dt = / a0 (1) dt
0

0
und nennt A integrierbar. Das Ergebnis ist eine m x n-Matrix.

8.2.11 Mittelwertsatz Il

Ist f: D — IR™ differenzierbar, sind a, b und S wie im MWS I und ist
f'(a+t-(b—a)) integrierbar iiber [0, 1], dann gilt:

1

£(b) - fla) = / fla+tb—a)dt | (b—a).

0

~~

mXxn-Matrix
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8.3 Partielle Ableitungen

Beweis: Hier fiir m =1. Sei u: D — IR.
Setze p(t) = u(a + (b—a)t). Esist ¢'(t) =u'(a +t(b—a))- (b—a).
Mit dem Hauptsatz gilt dann

1
o(1) — p(0) = / (1) dt.
0
also

1
u(b) — u(a) = /u'(a Fi(b—a))- (b—a)dt.
0

8.2.12 Satz

Ist D C IR" ein Gebiet und f: D — IR"™ differenzierbar mit f’(z) =0 in D, so ist f konstant.

Beweis: Zuerst als Erinnerung fiir m =n = 1:

fy)— flx)=f'(§)y—=z)=0.
——

=0

Seien nun x,y € D und sei s ein achsenparalleler Streckenzug in D von x nach y.

Die Ecken von s seien z = al,a?,...,a" = y. Es gilt:

fla? = f@™H) M ER e (@ - =0

Daraus folgt:

k
f) = f(@) = f(d®) = fla") =) fla) = f(@ 1) =0

=2
Also ist f konstant.
8.3 Partielle Ableitungen
8.3.1 Voriiberlegungen
Sei u: D C IR™ — IR differenzierbar in x.
Dann ist
u'(z) = (a1,az,...,a,) = a
und
u(x+h) =u(z)+a-h+o(]|h]]) =u(x)+arhy + -+ anhy + o(||R]])

hi
mit h= | :

hn

Was ist dann a1?
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Setze h = (t,0,...,0). Dann gilt h — 0 genau fiir t — 0. Es ist

u(zy +t,x9,...,xn) —u(z1,...,xn) = a1 -t +o(Jt])
t - — - t
U(l‘l + y L2, axn) U(I’l, axn) —ay + 0(‘ ‘)
t t
t .. —
= al — u(‘rl + ,.’L'Q, 7'rt’VZ) U(IL’l, 7$TZ) +0(1) fur t N O
t —
=a = lim U(.%'l + y L2, axn) U(.%'l, >$n) +0(1)
t—0 t
8.3.2 Definition: Partielle Ableitung, Gradient
Sei u: D — IR, D C IR" offen und « € D. Dann heif3t
PI% w(zy, ..., Tp_1, Ty + t,a:,,;l, cey Tp) — (T, Ty)

partielle Ableitung von u nach x,. Sie wird bezeichnet mit

D,u(x) oder 36:;?,

(z) oder uy, (x).
Existieren alle partiellen Ableitungen, so heifit

grad u(z) == (u(z)(T), .., Uz, (7))

der Gradient von wu.
Bemerkung: Der Gradientenvektor ist ein Zeilenvektor.

8.3.3 Satz

Ist u differenzierbar in x, so ist
o' (r) = grad u(x).

Beweis: Oben in 8.3.1.

8.3.4 Definition: Richtungsableitung
Sei u: D — IR, D C R" offen, x € D und e € IR" mit |le| = 1. Dann heifit

ou, . ulx+te) —u(x)
e (@)= fim t

die Richtungsableitung von u in Richtung e.

Spezialfall: Fiir e = e” ist 55 = S

8.3.5 Satz

ou

Ist u: D — IR in z differenzierbar, so existieren alle Richtungsableitungen 2 (z) und es ist

ou

%(ac) = e - grad u(z).
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8.3 Partielle Ableitungen

Es gilt dann:

ou
—Ilgradu(z)|| < -(2) < || grad u(z)|.
Falls grad u(z) # 0 ist, so ist Gleichheit nur fiir
grad u(z)
e=+t—"—"".
| grad u(z)]|

Beweis: wu ist differenzierbar. Damit ist
w(z +h) =u(z) +u'(z) - h+ o(||h]]) fiir h — 0.
Setze h =t-e mit e € R", |le|| = 1 und ¢ € IR. Damit ist
u(x + te) — u(z) = tu'(z)e + o(Jt]) fiir t — 0
u(z + te) — u(x)

t
ou

~ e

=u'(x)-e+o(1) fir t — 0

(r) =/ (z) e =gradu(z) - e

Beweis der Ungleichung:

ou CSU

— =gradu-e < | gradul - ||

de ~
=1

) CsuU
a—u:gradu-e > —| grad ul|.
e

Falls grad uw # 0 ist, gilt:

43

, = ¢ <= gradu und e sind linear abhangig
<= e = Agradu mit A € R.

Fiir positives A liegt rechts, fiir negatives A liegt links Gleichheit vor. Es ist also A = 4+ —L—

[ gradu]| -
8.3.6 Satz
Ist f: D CIR™ — IR™ differenzierbar, so ist
grad f1(z) % o %
, grad fa(x) 8731 8?”
fiz) = . = : :
’ fm A fm
grad fim () o2y oz

Beweis: Ohne.

8.3.7 Beispiele
1. Sei u(z,y) = e* cos(y — ). Dann ist
Uy = e*cos(y —x) + e*(—sin(y — z)) - (—1) = e*(cos(y — x) + sin(y — x))

und
uy = —e”sin(y — ).

Frage: Ist u nun differenzierbar?
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

2. Sei

U(.’L’,y) - {

o existieren in (0,0). Es ist

v’ und u sind unstetig in (O ())
Alle Rlchtungsableltungen

ou 0
%(070) - {a2

b
denn fir e = (£1,0) ist

2

z~
Y

0

iir |y| > 22

sonst

fir e = (£1,0)
fir e = (a,b), a®> + 0> =1,b#0

)

u(£t,0) ~u(0,0) _0-0 ...
n t
und fiir e = (a,b) mit b # 0 ist
a?t?
u(at,bt)t u(0,0) _ fiir kleines |¢|
2

Zeige nun, dafl v in (0,0) nicht stetig ist:

Es ist u(z,0) = 0 und u(z,22?) = 2“;22 =1

Also ist w nicht stetig und damit nicht differenzierbar in (0, 0).

8.3.8 Satz

Existiert grad w von u: D — IR und sind u,, . ..

Beweis: Sei h = (hi,...,hy) und ¥ = (hq,...
Insbesondere sind dann:
hY = (0,...,0)

h' = (h1,0,...,0)
h? = (h1, ho,0,...,0).
Es gilt dann:

u(x + h) —u(x) — grad u(zx

, Uz,

im Punkt z stetig, so ist u in x differenzierbar.

 hu,0,...,0).

h= Z

z+h) —u(z+h ) —uy, (2)h,

hyuz, (2+€v)

_Zh um,,SU-I-gl,) uzy( )]

Sei € > 0. Dazu existiert (Stetigkeit des Gradienten) ein 6 > 0 mit

| grad u(z)

Setze nun y = x + h mit ||h]| < §. Dann ist

|u(z + h) — u(z) — grad u(

Also ist v/ (z) = grad u(z).

208

v)-h < A

—gradu(y)| < e fur ||z —y|| <.

n

S (e, (24 &) — s, ())?

v=1

< e || i 2] < 6.



8.4 Hohere Ableitungen

8.3.9 Bemerkungen
Sei u: D C IR™ — IR differenzierbar im Punkt xz. Dann gilt
u(z + h) = u(z) +u'(z) - h + o(||h]]).
Fir n =1 ist z = u(x) + v/(z) - t die Gleichung der Tangenten an den Graphen an der Stelle x.
Fir n > 2 ist
z=u(a)+u'(a) - (x — a)
die Gleichung einer Hyperebene im IR"*! = IR™ x IR.
To:={(z,2) e R" x R: z=u(a) + v (a) - (x —a)}

ist eine Tangentialhyperebene. Fiir diese Ebene gilt

(z = u(a)) —v'(a) - (z — a) =

Setze nun
Uy (a)
v= : e R".
_uivn (a’)
1
Fir (z, z) € T, gilt nun
T — a1 1 — a1
v- : =0, v ist orthogonal zu
Tp — A, Ty — G,
z —u(a) z —u(a)

Also ist v Normalenvektor zur Tangentialhyperebene.

8.4 Hohere Ableitungen

8.4.1 Definition: Stetig differenzierbar

Sei u: D — IR mit D C IR" offen, Gebiet. u heifit stetig differenzierbar, wenn ug,, ..., us, in D
stetig sind: u € C1(D). f: D — IR™ heift stetig differenziervar, wenn fi,..., f,, € C'(D) sind:
feCYD,R™).

8.4.2 Definition: Mehrfach stetig differenzierbar

u: D — IR heifit k-mal stetig differenzierbar, geschrieben: v € C¥(D), wenn alle Ableitungen
Dj, - Dj, ... Dju fiir ji,..., 7, € {1,...,n} in D stetige Funktionen sind.

8.4.3 Beispiele

1. Esist z. B. D1Dou = (Ugy )z, =: Uy,
und D3D7Dgu = ((Ugy)wr )z =: Uzyzrzs-

2. Sei u(z,y) = 2% — €*¥. Dann ist

Uy = 2 — ye*? uy = —xe*?

Ugy = 2 — 2™ Ugy = —e™Y — xye™
2y I - T Ty

Uyy = —x“€ Uyy = —€ xye™.
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

8.4.4 Satz von H. A. Schwarz (1. Version)
Sei D C IR? offen, u: D — R, u € C*(D) und uy, existiere in D und ist stetig in (a,b) € D.

Dann existiert auch wyz(a,b) = ugy(a,b).

Beweis: Fiir (a,b) = (0,0):
Es gilt

R(x,y) = (u(z,y) —u(z,0)) = (u(0,y) — u(0,0))
=z [ug(§,y) — uzr(&,0)] mit & aus dem MWS zwischen 0 und x
=Y Ugy(§,m) mit n zwischen 0 und y (MWS)

Daraus folgt:

R(z,y) u(z,y) — u(z,0) — u(0,y) + u(0,0)

uay(6.) = 2 = -
_ 1 (u(z,y) —u(z,0)) — (u0,y) — u(0,0))
€T )
Fiir y — 0 ist damit
1
(g (,0) — 1y 0,0))
und danach fir z — 0:
— Uy, (0,0)

Dabei geht die linke Seite wegen der Stetigkeit von u, , gegen gy (0,0).

8.4.5 Satz von H. A. Schwarz (2. Version)

Ist u € C*(D), so ist
DlejQ...Djku fur ji,...,Jk € {1,...,71}

unabhéngig von der Reihenfolge der Differentiation.

Beweis: Als Aufgabe.

8.4.6 Definition und Regeln: Multiindex

p € IN( heifit Multiindex. Es gilt:

p= (p17p27 o 7p’n) mit DPv S NO
Ip| :=p1 +p2+ -+ py ist die Lange von p
pti=pi!-pal---pn!

Fir x € R" gilt:

D . P1,.P2 Pn
R R .
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8.4.7 Definition: Polynom, Taylorpolynom

P i =
E apx? mit festem k und a, = ap, .. p,
Ip|<k

ist ein Polynom in x € IR".
Z.B.ist firn=2
2 2
apo + a10x1 + ap1T2 + a2y + a11T1T2 + ap2x;.

Sei nun u € C*(D) und p € IN} mit der Linge |p| = k.
Dann bedeutet
A B oFu
oxP ozt oxb? ... Oxhr

differenziere pi-mal nach xq,
differenziere ps-mal nach xs,

differenziere p,-mal nach x,.
Sei nun u € C*(D) und a € D. Dann ist

Ti(z;a) = Z cp(z —a)?
lp|<k
mit
1 olly
Cp = a . a:[;p a

das k-te Taylorpolynom von w an der Stelle a.

8.4.8 Satz von Taylor
Ist w € CF(D) und ist a € D, so gilt:
lu(z) = Ti(x; a)| = oz — a||*)

fir z — a.

Beweis: Wiéhle r > 0 so, dafl K(a,r) C D ist. Sei dann =z € K(a,r).
Setze
o(t) =ula+t(x—a)) fir 0 <t < 1.

Es ist o € C*([0,1]). Damit ist nach dem eindimensionalen Satz von Taylor (4.4.5, Seite 87):

0o By .
go(l)zzgpﬂ( )14+(pk!( )1k mit 0 <7 <1

P(0) , ™ (r) —eM(0)
17 k! '

Mit Induktion (wird weiter unten gezeigt) gilt dann:

O o
%(t) - |Z—:e; ' %(aﬂ(fﬂ—a))(w—a)p- (8.1)
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Wenn (8.1) gilt, dann folgt:

k 1 o
_ —a)P
u(x) —Z Z H : @(a)(l’ a)
=0 |p|=¢
1 [0k oFu
(22 _g)) - 22 —a)P
+ 2 kp! (81"1’ (a+7(x—a)) 81:19(&)) (x —a)
p:
= Ti(z;a) + Ri(z;a).
Es gilt:
1 |0%u ok
|Ri(z50)] < |Z o | or Sola+7(z—a) - 5P —(a)| - ||z —a|*,
p|l=k
weil

2] = g B < e =
Sei nun € > 0. Dazu existiert (wegen der Stetigkeit) ein § > 0 mit

oFu oku
B p( a+h)—>—(a)

< e fur [|h|| < 6.

Fir ||z — al| < ¢ gilt dann:
|Ri(x;a)| < e||z — al)’ - (#Anzahl der Summanden).

Beweise nun die Gleichung (8.1): Hier fiir a = 0.

{=1: Es ist '
p(t) = u(tx)v
b= l+1<k:
g0(@-{—1) (t) _ 1
(£+1)! {+1
1 1
- - p
T+ zl: p! Z_: O0x, (9$P v
n 1 €+1
R I R AR

mit e”, dem v-ten Einheitsvektor. Es gilt:
p+e’|=|pl+1=£¢+1.
Sei nun ¢ ein Multiindex der Lange ¢ + 1. Dann ist
M, = {p: |p| =€ und g = p+ €” fiir ein v}.

Mit

1 v+ 1 v 1
Y=Y & Sy
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8.4 Hohere Ableitungen

gilt dann:

(e+1) 1 §%1ly
G = T 2 X e
\ql {41 pEMy
1 1 a@—i—l
=— > = (tz)z9(¢ +1)

|
f+1 i q!  Oxd
1 a@Jrlu
= Z 4 0w (tx)xl.
lgl=t+1

8.4.9 Spezialfall fiir den Satz von Taylor

Sei u € C?(D) und a € D. Dann ist

a) + Z Uy, (@) (zy — ay)
v=1

+ % Z Uz, x,, (a)(xV - a’/)(x“ - a'“)

pr=1
+ ol — al).
8.4.10 Definition: Hesse-Matrix
Fiir u € C?(D) heifit
ul‘11‘1 lexz e uﬁll‘n
Hy(a) :== : t ] (a)
Ugpzr Uzpzeg -+ Uz,z,

Hesse-Matriz. Hy ist symmetrisch, da ug,z, = ug,z,-
Setze man Q,(h) := kT H,(a)h, dann gilt mit Taylor:

u(a+h) =u(a) +u'(a) - h+ %Qu(h) + o(||h]?).

8.4.11 Definition: Extremum

Seiu: D — R.a € D C IR™ heifit Stelle eines Maximums bzw. Minimums (zusammen: Extremums)
der Funktion u, wenn

u(z) < wu(a) bzw. u(z) > u(a) fir alle ||z — al| < 4.
8.4.12 Satz
Seiu: D — IR und a € D.
(1) Ist a Stelle eines Extremums und existiert u/(a), so ist u'(a) = 0.

(2) Ist sogar u € C%(D), so gilt im Falle eines Maximums bzw. Minimums, dafi H,(a) negativ bzw.
positiv semidefinit ist.
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Beweis:
(1) ¢(t) = u(a1+t, ag,...,a,) hat Extremum fiir t = 0, d. h. ¢/(0) = 0 = uy, (a), also ist u/(a) = 0.

(2) Gilt:

Minimum: ¢”(0) <0 uzya,(a) <0,

Maximum: ¢”(0) >0 g4, (a) >0
Z. B. fiir das Minimum: Sei ||| < d:

u(a) < ufa+h) = u(a) + o (a) -+ Qulh) + of[[1]P)
——
=0

1
= iQ“(h) +o(||R]|*) > 0 fiir ||| < 6.

Wahle nun e € IR™ und setze h = te mit kleinem ¢ € IR. Dann ist

o<

N =

Qu(te)m(uteyy?):\tf/(;@u(e)ﬂu)) fiir £ — 0

>0

>0
Fiir t — 0 ist damit dann Q,(e) > 0 fir e € IR", d. h. @, ist positiv semidefinit.

8.4.13 Satz

Sei u € C*(D), a € D, v/(a) = 0 und Hy,(a) positiv bzw. negativ definit. Dann ist a Stelle eines
Minumums bzw. Maximums.
Ist H, indefinit, so liegt in a weder ein Maximum noch ein Minimum.

Beweis: Sei ), positiv definit. Dann ist

u(a+ 1)~ u(a) = S Qu(h) + ol I]P)

~—— a 5
o H<g I

> (a - %) 1A]12 > 0 fiir 0 < [|h]| <
Also ist in a ein Minimum.

8.4.14 Beispiele

(1) Sei u(z,y) = 2% — 2. Dann ist u, = 2z und u, = —2y. v’ = 0 gilt genau fiir (z,y) = (0,0).
Es ist uze = 2, ugy = 0 = Uy, und uyy = —2.

Also ist H, = 3 _02) H,, ist indefinit.

Also gibt es keine Extrema.

(2) Sei u(x,y) =xy(l —z — zy).
Dann ist uy = y(1 —z —y) + 2y(—1) = y(1 — 22 —y) und uy = 2(1 — 2y — ).
Uz = 07 Uy = 0 <= (a:,y) S {(070)7 (170)7 (07 1)? (%’ %)}
Es ist uze = =2y, uyy = —27
und Uzy = Uy, = —27 — 2y.
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H,(0,0) = <(1) (1)) ist indefinit.

:;) ist indefinit.

) ist indefinit.

2 _1

3 %) ist negativ definit, also liegt ein Maximum vor.
3 3

(3) Sei u(x,y,2) =22 +y* —ay —a+ 2% — 2
Es sind dann

Y, =2z2—1=
Es ist (um’u?ﬁuz) = (07070) fiir (xayv Z) = (%7 %? %)
2 -1 0
und H, = | —1 0| ist positiv definit,

2
0 2
1
2

0
. . 2 1 . ..
also liegt in (g, 35 ) ein Minimum vor.

8.5 Implizite Funktionen und Umkehrfunktionen

8.5.1 Beispiel

Die Gleichung x¥ = y* hat fiir x,y > 0 z. B. folgende Losungen:
y==c

r=4, y=2

y=4, =2

Gibt es weitere Losungen?

8.5.2 Schreibweisen

Im Folgenden ist IR™*" := IR" x IR™. Fiir <';> oder (z,y) ist z € R"™ und y € R™.

8.5.3 Satz iiber implizit definierte Funktionen

Es sei U = K(2,r) CIR” und V = K(3°, 0) C R™.
AuBerdem sei f: U x V — IR™ mit f(2°,9°) = 0 gegeben.
f sei stetig,

on  on
ayl o 8ym
fy = : :
Ofm Ofm
o1 Oym

sei stetig und det f, (2%, y°) # 0.
Dann gibt es Kugeln Uy = K (2°,79) und Vo = K(3°, o), sowie eine stetige Funktion g: Uy — Vo
mit

{(.’L‘,y): T e U07 Yy € ‘/07 f(x,y) :0} = {(xhg('r)) YIS UO}
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Ist f, stetig, so ist g € C1(Up, IR™) und in Uy ist
g'(x) = —(fyla,9(x) 7" - fulz, g(z)).

Beweis: Sei OBdA zp = 0 € IR" und 4° = 0 € IR™ (sonst betrachte f (204, y0+y) = f(z,y) = 0).
Setze

A= (f£,(0,0)7".
Dann ist
f(xvy) =0 <~ y:y—Af(J:,y) = F(xvy)

Beachte: Es ist £'(0,0) =0 € R™ und F,(0,0) = 0 ist (m x n)-Nullmatrix.

Wihle nun Up und Vj so, daB ||F(z,0)|| < 00/2 fiir x € Uy ist (dies ist wegen der Stetigkeit von F
moglich), und daf || F(z,y)| < 3 ist fiir (z,y) € Uo, Vb.

Eindeutigkeit von g:

Zeige: Zu x € Uy gibt es hochstens ein y € Vp mit f(x,y) = 0.

Annahme: Es gibt y, z € Vo mit f(z,y) = f(z,2) = 0. Es gilt dann:

y=F(z,y)
z=F(x,z)
Nach Subtraktion gilt dann:
y—z = Fla,y)—F(z,2)

1

/Fy(:v,ty F(—B)2)dt| - (y— 2).
0

MWS III

Daraus folgt dann:

1
ly — | < / Fy(a,ty + (1— 0)2) d]| -y — 2]
0 IlI<2
< Liy—2
—|ly — =
=9 () s

also ist y = z.
Existenz von g:
Setze
M = {u: u ist stetig in Uy, u: Uy — Vp, u(0) =0}.

Definiere folgende Metrik auf M:
d(u,v) := sup {[|lu(z) —v(z)||: z € Uo}.

Anmerkung zur Definition dieser Norm:

Sei B = {u € C(up,IR™): u(0) = 0}.

Auf B ist folgende Norm definiert: ||ul|oo := sup {||u(z)|: = € Up}.
B ist ein Banachraum.

M ist abgeschlossene Teilmenge von B mit d(u,v) = ||[u — v||cc-
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Also ist M vollsténdig.
Definiere nun eine Kontraktion 7" auf M:

' {u eEM —Tu
| (Tu)(z) = F(z,u(x))

Zeige nun:
1. T: M — M, T ist Selbstabbildung

2. d(Tu,Tv) < 3d(u,v), T ist eine Kontraktion.

Dann gibt es nach dem Banachschen Fixpunktsatz (7.5.5, Seite 176) (genau) ein u € M, stetig mit
u="Tu, d. h.
u(z) = F(z,u(z)) = u(z) — Af (z,u(z))
<~ f(z,u(z)) =0 in Up.
Setze dann g = .

Beweise nun, dafl T' eine Selbstabbildung (1) und Kontraktion(2) ist:

(1) a(z) := (Tu)(z) = F(z,u(r)) ist wohldefiniert, da ||u(x)|| < oo ist, und da F'in Uy x V definiert
ist.
Es gilt: u(0) = F(0,0) = 0.
u ist stetig.
Ist ||u|| < 0o, d. h. gilt u: Uy — Vi?
[a(2)|| < |[F (2, 0)[| + [|F(z, u(x)) — F(z, 0]

1
< S+ 5lut@) = o)l < 0.

(2) Beweis der Kontraktion:
Seien u,v € M, 4 =Twu und v = Tw. Dann ist

fir alle x € Uj.
Also ist d(@,v) < 1d(u,v).

Differenzierbarkeit von g (zunichst in z = 0). (Es ist F' € C'(Ug x Vo, R™))
Es gilt die Approximation
F(z,y) = F2(0,0)x + of[|(z, y)[|) fir (z,y) — (0,0).

Beachte dabei, da8 F}(0,0) = 0 ist.
Insbesondere gilt:

g(x) = F(z,9(z)) = Fu(0,0)x + o([[(z, g(x))[],

also ist g(x) = O(||z||) fir z — 0.
Es ist dann
9(x) = F;(0,0)z = o(||(x, g(x))||) = o([l[]) fir z — 0

9(x) = g(0) = F(0,0)z = o(||z]]),
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

d. h.
g/(O) = +Fx(070) = _Afz(oa()) = (fy(oﬁg(o)))_lfr(oa9(0))'

Also gilt die Behauptung fiir z = 0.
Differenzierbarkeit von g fiir £ € Uy: Es ist zu zeigen:

9(€) = —(fy(& 9(€) ™ ful&, 9(9)) fiix € € Up.

Die Rolle, die (z°,4") gespielt hat, kann jeder Punkt (£, g(¢)) iibernehmen.

8.5.4 Beispiel

Fir n = 2 und m = 1. Die Gleichung
sin(z + z) +sin(y + 2) = =z

ist in einer Umgebung von (z,y) = (0,0) in der Form z = g(z, y) aufzulésen, wobei g(0,0) = 0 ist.
Uberpriife die Voraussetzungen: Es ist f(z,y, z) = sin(z + 2) + sin(y + z) — 2.

£(0,0,0) =0

Auflerdem ist f,(z,y,2) = cos(z + z) + cos(y + z) — 1

£(0,0,0) =1+1—1=10.

Also existiert eine Funktion g: Uy — Vp mit g(0,0) = 0 und f(z,y, g(x,y)) = 0 fiir alle (z,y) € Up.
Dabei ist Uy = K((0,0),79) € IR? und Vy = (—o, o).

Berechne nun g,(0,0) und g¢,(0, 0):

Esist f(x,y,9(z,y)) = 0 in Uy. Differenziere nach z und y.

Dann ist

fe+fo9:=0

und

Jy+ fzr9y=0.
In (z,y) = (0,0), z = 0 gilt dann:

1-9.(0,0) = —£2(0,0,0) = —cos(0+0) = -1
1-94(0,0) = —f,(0,0,0) = —cos(0+ 0) = —1.

8.5.5 Satz uber die Umkehrfunktion

Sei f: D — IR™, D C IR™ Gebiet, f € C1(D,IR").
Auflerdem sei £ € D und det f/(£) # 0. Dann gibt es in einer Kugel Vy = K(n,r) eine Umkehrfunk-

tion g von f mit g(n) = &.
g ist dadurch eindeutig bestimmt und es gilt:
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Beweis: Setze F': D x R" — IR" mit F(z,y) := f(z) — y.
F e CYD x R",IR™) und F(&,n) = 0.

Fi(z,y) = f'(x), also ist det F,.(¢,n) = det f/(§) # 0.
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existiert Vy sowie g € C*(Vp, R™) mit

gn) =¢

und

F(g9(y),y) =0 fur alle y € V.
Es gilt:
floy) —y=0,g=f"inV

flo(y) =y
f9)-¢'(y) = I = diag(1,...,1).

Daraus folgt die Behauptung fiir ¢'(y).

8.5.6 Definition: Diffeomorphismus

Eine bijektive C'!'-Funktion f: D — G mit f~! € C1(G,R") heiit Diffeomorphismus.

8.5.7 Satz uiber die Gebietstreue
Ist f € CY(D,IR") mit einem Gebiet D C IR™ und regulirem f’(z) in D, so ist f(D) wieder ein

Gebiet. (f’(z) ist reguldr, wenn die Determinante ungleich Null ist.)

Beweis: G = f(D) ist zusammenhéngend, weil D zusammenhéngend und weil f stetig ist.
Sei nun n € G = f(D) und n = f(&).

Da det f/(£) # 0 ist, existiert eine Kugel Vo = K (n,r9) sowie f~': Vg — D.

Es gilt: Vo C f(D), n ist innerer Punkt, beliebig.

Also ist f(D) = G offen.

8.6 Extrema mit Nebenbedingungen

8.6.1 Allgemeines Problem

Sei D C IR" ein Gebiet, f: D — IR und g: D — IR™ mit m < n.
Gesucht sind Maxima bzw. Minima von f auf

M ={z: g(z) =0}.

Extremum von f unter der Nebenbedingung g = 0.

8.6.2 Konkrete Probleme

(a) A sei eine symmetrische n x n-Matrix.
Maximiere bzw. Minimiere x7 Az auf der Menge {xz: |z| = 1}.
Hier: f(z) = 27 Az, D = R", g(z) = ||z||* — 1.

(b) Maximiere x1z3...x, unter der NB 1 + - -+ + z, = n, alle z, > 0.
Hier: f(z)=x1...2p, g(z) =214+ +2xp—n, D={x: 21 >0,...,2, > 0}.
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8.6.3 Lagrangesche Multiplikationsregel

f € CY(D) habe in ¢ € D ein Extremum unter der Nebenbedingung g(x) = 0, wobei g € C1(D,IR™)
und rg ¢’ (§) =m, m < n.
Dann gibt es ein A° € IR™ mit: Die Ableitung von

H(z, A) == f(x) = A-g(x)

H: D x R™ — IR verschwindet in (£, \?).
A0 heifit Lagrangemultiplikator.

Beweis: Sei rgg/(§) = m. Dann enthélt die m x n-Matrix eine reguldre m x m-Matrix. Nach
Umnumerierung sei OBdA (g%) . regulér.
v l'lqui

Schreibe x = (y,z) und £ = (1, (). D;Lbel ist y = (x1,...,2m) € R™, 2 = (Tymt1,...,2y) € RP™,
ne€IR™und ( € R"™ ™.

Es ist g(y, 2z) =0, g(n,¢) = 0 und g,(n, ¢) regulér.
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es eine Kugel U = (¢,7) € R" ™ und h € C1(U,IR™)

mit
g(h(z),z) =0in U
9(y,2) #0 fiir z € U, y # h(z)
®(z) = f(h(z),2), definiert in U, hat Extremum in z = ¢ € U, also
() = 0.
Es ist ®'(2) = fy(h(2),2) - h'(2) + f.(h(2), 2) und g(h(2),2) =0 in U.

= gy(h(2),2)- H(2) +g.(h(z),2) =0
—_—

mxn-Matrix mx(n—m)

9y (h(C),C) = gy(n, () ist reguliir.
Mit Einsetzen von (2) in (1) ergibt sich

W(Q) = (g99(n, Q)" - g=(n,¢)
—fy(0,0) - (95, O)) g0, ) + f2(n,¢) =0
—fy(©) - (9y(€) g2 (&) + f2(§) =0

Setze (AT := —f,(€) - (g4(€))~* € R™. Daraus folgt dann:
f-+ Mg, =0in ¢

fy+)‘09y:01n£

8.6.4 Beispiel

Maximiere bzw. Minimiere 27 Az unter der NB ||z||? =

(1) S*~ ! = {||z||?> = 1} ist kompakt.
Also existieren Maximum und Minimum von z1 Az auf S?—1.
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(2) Setze
g(z) = ol —1= (Z) -1
v=1

Esist m =1 < n,
d(z) = (2x1,2x9, ..., 22,) # 0 auf ™!

und rg¢'(z) = 1.

(3) Es ist

Dann ist

n n n
! ..
H,, = Zag,,xl, + Za,wa:“ — 2z, =2 <<Zagyaﬁy> - /\:c@> =0firpo=1,...,n
v=1 pn=1 v=1
n

Hy=Y a2 -1=0

v=1

— Az —dr=0und |z]*=1

Minimum und Maximum von 27 Az werden nur in Eigenvektoren auf S”~! angenommen. Dabei
ist A der zugehorige Eigenwert.

mir{,ma%c 2T Az € {JJTA:L‘I re Sz Eigenvektor}
Sn— Sn—

max, min z’ Az =gréfter bzw. kleinster Eigenwert.

8.6.5 Praktisches Vorgehen

Gesucht: Extremum von f(x) unter der NB g(z) = 0.
1. Ansatz: H(x,\) := f(z) + Ag(z).
2. Ableitung berechnen und gleich 0 setzen:
Hy=f +X =0 Hy=g=0
Dies sind n + m Gleichungen mit n + m Unbekannten.
3. Auflésen nach (x, A). A nicht unbedingt explizit erforderlich: Losungen (&, \).

4. Ist rg ¢’(§) = m? Hat f unter NB {iberhaupt Extrema? Wenn ja, suche unter den Werten
f(€).
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8.6.6 Beispiele
1. Maximiere zqx2 ...z, unter der NB 1 +zo + -+ x, =n (z1,...,2, > 0).
Esist f(z)=a1...2p, 9(x) =214+ -+ 2, —nund D ={z: 2, >0 firv=1,...,n}.
Ansatz:
Hzx,\N)=z1...2n+ XNa1+ -+ 2, —n)
Hy, :u+AéOfﬁrallej
Ly

Hy=x1+~4+z,—m=0

Alsoist 1y =29 =--- =z, =1,da 21+ --- + 2z, = n ist und alle x,, gleich sein miissen.

Esist £ =(1,...,1). Ist
f(§)=1---1=1= Maximum unter NB?

Esist ¢'(z) =(1,...,1) #0 und rgg'(z) = 1 = m.
Existenz des Maximums:

{z:z1+ +xp=n,21,...,2, >0}

ist kompakt. Darauf hat f ein Maximum. Es wird nicht angenommen, wenn ein x, = 0, also
angenommen, wo alle x,, > 0 sind, also in D.

2. A sei eine n X n-Matrix mit

n
2 _
E Ay, =N

pr=1
Gesucht ist A, so dafl det A maximal wird.

(a) {(a11,..-,01n,021,-..,G20, ..., Qn1,...,0np): ay, v € IR} = R®*)

n
(b) {au.,: > a’, =n} ist kompakt.
H,r=1
(c) A det A ist stetig. Somit existiert das Maximum.
)

n
(d) Es gilt det A= )" a;rAji (LaPlace’scher Entwicklungssatz).
k=1

n

(e) Setze f(A) =det Aund g(A) = > afw —n.
p,v=1

Ansatz:

H(AN) =det A+ X | Y a2, —n

H,r=1
n n
:ZajkAjk+)\ Z a,—n
k=1 p,rv=1
OH - 8ajk
Baze Baje I +2Aaje = Aje+ 2Aaj0

Aje = —(2N)ajq

n n
det A = Z ajrAje = —2X Z a?z
=1 =1
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8.6 Extrema mit Nebenbedingungen

firj=1,...,n.

Dann ist
n-det A= -2\ ZZaﬂ =n(—
(=1 j=1
det A = —2\.
Es gilt:
) A At
— . _ -1
det A
Ain ... Apn
-2\
AT = A7t A7t = AT
det A

A ist Orthogonalmatrix, also ist det A = 1.

8.6.7 Satz

n
Unter allen n x n-Matrizen mit > alQW = n haben genau die Orthogonalen maximale Determi-

H,r=1
nanten det A = 1.

Hadamardsche Determinantengleichung: Sei A eine n x n-Matrix:

(det A ﬁ

n

n
=*“ genau dann, wenn ) a;rag = 0 ist fiir j # £.
k=1

Beweis: Ist o.k., wenn det A = 0 ist.
Sei det A > 0 und setze

n
_2 : 2
— a]k

k=1

Es ist S; > 0. Setze

Dann ist

> b =n = (detB)?

jk=1

det A)2 = 5% - 22(det B)®> < 22 - &2,
( ) 17Ty 1 n

Gleichheit ist dabei genau fiir orthogonales B. Rest als Aufgabe.
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