9 Kurvenintegralel

9.1 Riemann-Stieltjes Integrale

9.1.1 Feste Bezeichnungen, Riemann-Stieltjes-Summe

[a,b] € IR ist ein Intervall. Z = {to,t1,...,t,} ist Zerlegung von [a,b] mit a =ty <t < -+ < tp, =
b. 7= {71,..., T} ist ein passendes Zwischenpunktsystem mit ¢t;_; < 7; < t;, f,g: [a,b] — IR sind
Funktionen und

m
Z T, f7 Zf g(t]—l)]
7j=1
ist Reimann-Stieltjes-Summe fir f,g.
Bemerkung: Fiir g(t) =t ist die Riemann-Stieltjes-Summe eine Riemannsche Zwischensumme.

9.1.2 Definition: Riemann-Stieltjes-Integral

f heiflt integrierbar beziiglich g und
b

Z/fdg

a

heifit Riemann-Stieltjes-Integral von f beziiglich g, wenn gilt:
Zu jedem e > 0 gibt es ein § > 0, so daf3

’U(Zava7g) _A’ <e

fir alle Zerlegungen Z mit |Z| := ma 1X(t —tj—1) < 0 und alle Zwischenpunktsysteme .
j:

9.1.3 Bemerkung

Fiir g(t) = t ist das Riemann-Stieltjes-Integral gleich dem Riemann-Integral.

9.1.4 Beispiel
Seien f,g: [-1,1] — IR, f stetig in t = 0 und
a in [—1,0
o=1° b0
8 in [0,1]
Behauptung:

1
/fdg=f<0>-<6—a>
21
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9 Kurvenintegrale

Beweis: Sei Z Zerlegung und 7 Zwischenpunktsystem. Wahle j so, dafl ;1 < 0 < ¢;. Dann ist

o(Z,7,f,9) = f(75) - [9(t;) — g(tj-1)] = [B — ] - (f(0) + f(7;) — f(0))

Sei € > 0. Wahle 6 > 0 so, daf3
lf(T) — f(0)] < e fir |7] <.
Fir |Z| < 0 gilt dann:
o(Z,7,f,9) = (B—a) fO)| <[B—af e

9.1.5 Cauchykriterium

b

[ f dg existiert genau dann, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt mit
a

0(Z,7.f,9) —0(Z', 7. f.9)l <e
fir alle Z, Z/, 7 und 7/ mit |Z]| < § und |Z'| < §.

Beweis:

»="1 Wie immer.

»<=": Wihle Folgen (Z,) und (7(™) so, da8 |Z,| — 0.
Es ist
oni=0(Zp, 7™, f,g) € R.

(0m) ist Cauchyfolge in IR. Also ist 0, — A € R.
Sei € > 0 und Z beliebig mit |Z| < § und ZPS 7.
Aus (9.1) folgt dann fiir Z und Z,, mit |Z,| < ¢:

lo(Z, 1, f,g9) — O'(Zn,T(n), fi9)| <e.
b
Fiir n — oo ist dann |o(Z, 7, f,g) — A] < ¢, also ist A= [ fdy.
9.1.6 Eigenschaften des RS-Integrales
(a) f-Linearitat:

b b b
/(alfl+0é2f2)d9=a1/f1d9+0é2/f2d9

(b) g-Linearitét:
b

b b
/fd(oa1g1 + asga) = Oé1/fdg1 +a2/fdgg

a

(c) Existiert

so existiert fiir [c,d] C [a,b] auch
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9.1 Riemann-Stieltjes Integrale

(d) Es gilt:
b c b
/fdg:/fdg+/fdg-
Beweis:
(a) v
(b) v

(c) Sei e > 0. Wahle dazu 6 > 0 so, dal (9.1) aus dem Cauchykriterium gilt.
Waihle nun eine Zerlegung Z von [c, d] mit ZPS 7 und |Z] < 6.
Ergiéinze nun Z zur Zerlegung Z von [a,b] mit | Z| < 4.
Ergénze entsprechend 7 zum ZPS 7 von [a, b].
Wiahle nun Z; wie Z, 7 wie 7.
Erginze Z; und 7 genauso wie Z und 7 zu Z; und 7). Dann ist

0(Z,7. £,9) = 0(Z1, 7Y, f9)l = |0(Z,7, f,9) — 0(Z1,7V, fg)] <e,
d. h. das Cauchy-Kriterium ist fiir [c, d] erfiillt.
(d) Aufgabe.

9.1.7 Partielle Integration

Zuerst noch einmal fiir das Riemann-Integral. Es ist

b b
/f’-gdt.
a a

b
Fiir das Riemann-Stieltjes-Integral gilt: Existiert [ f dg, so existiert auch
a

b
/fdg.

Beweis: Sei Z Zerlegung und 7 ein Zwischenpunktsystem.

/bf-g’dtzf-g

b

/g#zfyZ—

a

m m—1
o(Z,7.9,f) = Zg () — fti-)]l =D a(m) f( 9(mjs1)f
j=1 J=0
== > Ft)lg(rin) — 9(73)] — 9(70) £ (to) + 9(Tm11) f (tm)
j=0

b
= _U(ZlvTI7f7g) + fg

a

Dabei ist 19 = tg und 71 = tps.

Damit ist Z' = {70,...,Tm+1} Zerlegung und 7" = {tg, ...t} ZPS.
Sei € > 0. Wahle 6 > 0 so, daf3
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9 Kurvenintegrale

fiir alle Z mit |Z] < 6 und alle 7 ist.
Sei nun |Z| < 4. Dann ist [Z’| < 2+ $ = § und damit ist

b

U(Z/7T/7fag)_/fdg <Ea

also ist fir |Z] < %

Daraus folgt die Behauptung.

9.1.8 Zusammenhang zwischen RS- und R-Integralen

Sind f und ¢’ Riemann-integrierbar, dann ist

/bfdgz/bf(t)-g’(t)dt.

Beweis: Sei Z Zerlegung mit Zwischenpunktsystem 7. Dann ist

U<Z7T7 fag) :Zf(Tj) ’ [g(tj) - g(tj—l)]

J=1

MWS: L
=(tj—tj-1)9' ()

Sei e >0 und § > 0 so, daf

8 —

L |lo(Z,7,f-¢)— [ f(t)d(t)dt]| < e fur | Z| < § und alle 7.

2. 15(Z,¢")—s(Z,9")| < e fir |Z] <.
[ ist beschrénkt, d. h. |f] < M.

b

b
(2,7, f,g) - / FOF @) dt| < |o(Z,7 fg') - / fd di| +15]

a

<e+ ZM [ sup ¢'(r)— inf g(7)] (¢t —tj-1)
i=1 !

j—1<7<t; tj—1ST<t;

<e+ M- fir |Z]| <4, alle 7.
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9.2 Funktionen von endlicher Variation

9.1.9 Satz: Existenz des RS-Integrales

b
Ist f € C([a,b]) und ist g monoton, dann existiert [ f dg.

Beweis: Fiir monoton wachsendes g.
Sei e > 0.

1. Dazu existiert ein § > 0 mit
[f(s) = f(B)] <e
fir x,t € [a,b], |s —t| < 0 (gleichméBige Stetigkeit).

2. Sind Z und Z’ Zerlegungen mit Z C Z' und |Z| < 4, so gilt:
|O-(Zv T, fa g) - O-(Z,’ 7-/7 fa g)| < S(Q(b) - g(a’))

Beweis:
Berechne die Beitréage von [t,—1,t,] zu den o(Z,...) und
berechne die Beitrége von [t,—1,t,] zu den o(Z',...):

v+k

Z: f(Tu) : [9(75#) - f(tu - 1)] = Z f(Tu) ’ [g(t;) - g(t;‘—l]
j=v+1
v+k J+
Z' Y ) - lg(t) — g(8;y)]
Jj=v+1

Dann ist fiir |7, — 7} < ¢:

0(Z,7,f,9) —o(Z' 7' f9)l <) (g(t)) — g(tj_y))
=TT
=¢e-(g(b) —g(a))

3. Seien nun Z’ und Z” beliebige Zerlegungen mit |Z’| < §, | Z”| < ¢ und Zwischenpunktsystemen
7/ und 7.
Setze Z =2Z'UZ" und T =17 U 7",
Dann ist |Z| < 6 und

0(Z2', 7', f.9) —0(Z", 7" f,9)| < |0(Z') — o(Z)| +|0(Z) — o(Z")]
< 2¢(g(b) — g(a))

b
Das Cauchykriterium ist also erfiillt, d. h. das Integral [ fdg existiert.

9.2 Funktionen von endlicher Variation

9.2.1 Definition: Variation

Sei g: [a,b] — R. Ist Z = {to,t1,...,tm} eine Zerlegung von [a, b], so setzt man

var(Z,g) := Z lg(t;) — g(tj-1)|
j=1
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9 Kurvenintegrale

und
V2(g) := sup{var(Z,g): Z ist Zerlegung von [a,b]}.

V2 (g) heiBt (Total-)Variation von g. Ist V.?(g) < oo, so heifit g von endlicher (beschrinkter) Varia-
tion.

9.2.2 Beispiele
(1) Sei g monoton (@). Dann ist

j=1
=13 g(t;) —g(ty)
j=1
= 1g(b) — g(a)|
= Vi (9) = lg(b) — g(a)l
(2) Sei ¢’ € R([a,b]). Dann ist
var(Z,9) = > | g(t;) — g(t;1)|
= =t 00 ()
< 8(Z,g") Obersumme
> 5(Z,g") Untersumme

b

= V(g) = / 1g/(6) dt.

(3) Sei

t

tcosT fir0<t<1
g(t) = .
0 firt=0

in [a,b] = [0,1]. g ist stetig, aber nicht von endlicher Variation.
Wihle folgende Zerlegung Z fiir m € IN:

Dann ist

— oo fur m — oo.

(4) Aufgabe: Zeige, dafl

t

() = t2cosT fir0<t<1
=0 fiir £ = 0

von endlicher Variation ist.
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9.2 Funktionen von endlicher Variation

9.2.3 Satz

Ist g von endlicher Variation, so ist
o(t) = Vi(g) f{lra<t§b
0 firt=20

monoton wachsend und dort stetig, wo g stetig ist.

Beweis: Sei a < ¢ < b. Dann gilt:
VE=Vie V!

Beweis hierfiir:
Seien Z' und Z" Zerlegungen von [a, c] bzw. [¢,b], Z = Z' U Z". Es ist dann:

V2(g) > var(Z,g) = var(Z’,g‘[aﬁc]) + var(Z”,g‘[Qb].

Also ist VP > Ve + var(Z”,g‘[c b}) und auch V? > V¢ + V2.
Nun die Umkehrung: Z sei Zerlegung von [a,b], Z. = Z U {c}.
Damit ist (¢ als Aufgabe):

mit Z' = Z¢ N a,b) und 2" = Zc N e, b].
Also ist var(Z, g) < V.€(g) + V?(g) und damit V> < V¢ + V2.
Zusammen ergibt sich die Behauptung.

Monotonie von v: Sei a < s < ¢t <b. Dann ist

o(t) = v(s) + Vi(g) = v(s).
el

Stetigkeit von v: Sei € > 0. Dann existiert eine Zerlegung Z von [a, b] mit
var(Z,g) > Vy(g) —e.
Sei nun a < ¢ < d < b. Setze dann

Z = (ZN[e,d)) U{c,d}
Z1 = (ZnN]a,c]) U{c}
Zy = (ZnN|d,b])U{d}.

Dann ist ~
V&I‘(Z,g‘[cyd}) > Vcd(g) —&
denn es ist
V2(g) < var(Z,g) +¢
=var(Z,9) +var(Z, g) + var(Zs, g) + €

< VE(g) +var(Z,g9) + V2(g) +¢
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9 Kurvenintegrale

Also ist V4(g) < var(Z,g) +e.

Zeige nun: Wenn g in 7 € [a, b] stetig ist, so ist v rechtsseitig stetig in 7.
(Zeige dann genauso, dafl v auch linksseitig stetig ist).

Sei € > 0 gegeben. Wahle Z mit

V&I’(Z,g) > Vab(g) — &
Wiéhle 6 > 0 so, daf3 (7,7 + ¢) keinen Teilpunkt von Z enthélt.
{7,t} ist Zerlegung von [r,t]. Es ist
l9(t) — g(T)| > Vi(9) — €
=ov(t) —v(r) —e.
Damit ist dann
0 <wv(t)—w(r)
< lg() —g(7)] +e.
~—
<e fur [t—7|<d’

Also ist
lv(t) —v(T)] < 2¢

fir 7 <t < min(r 4 6,7+ ¢').
Das heif3t, daf} v stetig ist.

9.2.4 Zerlegungssatz
g ist genau dann von endlicher Variation, wenn es eine Darstellung
g=91— 92

mit monoton wachsenden Funktionen g; und g9 gibt.
Es gilt dann:
Vi (9) < Vi(or) + V' (g2).

Beweis:

»<=" Setze g = g1 — go. Dann ist
m
var(Z,9) < Y 1g1(ts) — g1(tj—1)| + lg2(t;) — ga(tj1)]
j=1

<var(Z,g1) + var(Z, g2)
< Vi(gr) + Vi (g2)
Daraus folgt dann die Behauptung.
»= 1 Konstruiere g; und g» wachsend mit g = g; — g2 und
V2(9) = V2(g1) + V) (g2)-
Es wird definiert:

m

v4(t) :=sup Z(g(tj) —g(ti—1))%: {to,...,tn} bel. Zerl. von [a, b]
j=1

sind die positive bzw. negative Variation.
Es gelten:
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9.2 Funktionen von endlicher Variation

(2) vi(t) —v_(t) = g(t) — g(a), denn es ist
i(g(tg) —gtj-1))" — i(g(tg) —g(tj-1))”
j=1 j=1

= i(g(tj) —9(tj-1))
= ;:;) —g(a)

Es gilt dann:

g1 und go sind monoton wachsend wie V.
Es ist:

V2 (g2) = v—(b).
Nach Addition gilt:
V(1) + Vi (g2) = v (b) +v-(b) = V. (9).

9.2.5 Satz

Ist f stetig auf [a,b] und g von endlicher Variation, so existiert f; fdg, und es ist
b
[ 5| <17l Vo)
a

Beweis:

Existenz: Es ist ¢ = g1 — g2 mit monoton wachsenden g; und go. Dann existieren

b
/fdgj fiir j = 1, 2.

b b b
[rag= [ 1as~ [ sag.

Also existiert auch

Abschatzung: Es ist

o (Z,7 fo9)l = | D F(m)(g(t) = g(tj-1))
j=1

< I flloo - var(Z, g) < || flloc - Va(9).

Also ist auch

b
/ fdg| < 1 lloe - V2(9).
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9 Kurvenintegrale

9.2.6 Folgerung aus dem Zerlegungssatz
Man kann g1 und go so wahlen, daf sie iiberall dort stetig sind, wo auch g stetig ist. Ist insbesondere

g € C([a,b]), so kann man g;, g2 € C([a, b]) wihlen.

Beweis: Wie bei v(t) zeige:
vy und f_ sind dort stetig, wo auch g stetig ist. Setze dann g1 = vy + g(a) und g2 = v_.

9.2.7 Mittelwertsatz
b
Sei f: [a,b] — [m, M] und g: [a,b] — IR sei monoton. Auflerdem existiere [ fdg.

(a) Dann existiert ein pu € [m, M] mit
b
[ tdg = (o) - g(@).

(b) Ist f € C([a,b]), so gibt es ein & € (a, b) mit
b

/f@:f@-mm—ﬂwy

a

Beweis: Als Aufgabe (Riemann-Integral: g(t) = t).

9.2.8 Beispiel zum RS-Integral

Sei f: (0,00) — (0, 00), stetig differenzierbar mit f — 0 fiir ¢ — oo.
Dann ist

T
1
L= [0 15 )
é v

=g(t)
endliche Variation

T
— 1090l - [ 110 Q—m_;>ﬁ
T TJ 1
r= [rwa- [r0a(n-3)
4 1)
T (1]
~ [swd-Y_ 1w
5 k=1
Daraus folgt:
e T T
F0) = [ f@at+ f)g(r) - £@)g6)— | F& (t-1-1) a
S0~ o smm sows oo )
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9.3 Wege und Weglangen

Fir T' — oo gilt dann:

S k) 7f at- 11 )+7f’(t) (t-1-3)
1 1

k=1

falls [ f(t) dt existiert. Also ist
1

mit

VAN
N
=
—~
=
S
~

9.3 Wege und Weglangen

9.3.1 Definition: Weg

Eine stetige Abbildung ~: [a,b] — IR™ heiit Weg. vy(a) ist der Anfangspunkt und ~(b) ist der
Endpunkt.
[y :=A{y(t): a <t < b}

ist der Trager von +.

9.3.2 Definition: rektifizierbarer Weg, Lange
Ein Weg v heif$t rektifizierbar, wenn

L(v) = sup Z lv(t;) —v(ti—1)||: {to < t1 <--- <t} bel. Zerl. von [a, b]

endlich ist. L() heifit Linge von ~.

9.3.3 Satz

v ist genau dann rektifizierbar, wenn die 1,79, ..., v, von endlicher Variation sind.

Beweis: Sei Z = {tg,...,tn} Zerlegung.

m m
Z"YQ ti) = Yol(tj-1) Z Y(tj-1 ‘<ZZ’711 ti) = w(tj-1)|

j=1lv=1

firp=1,...,n
Es gilt dann:

var(Z,v,) < 3 Iv(ty) = y(ti-)| < var(Z,v,)
j=1

v=1

235



9 Kurvenintegrale

fir o=1,...,n. Also ist

VP(ve) S L) <) V()
v=1
9.3.4 Satz
(a) Ist «y rektifizierbar, so ist die Bogenldnge
s(t) Ly [a,t])

stetig und monoton wachsend und

b
L(v) = /1ds (Riemann-Stieltjes-Integral).

(b) Ist v stetig differenzierbar, so gilt

S(t) = / I/ ()]l dr.

Insbesondere ist

b
Liy) = / I/ ()]l dr.

Beweis:
(a) Seia <t <t <b. Dann ist

s(t) —s(t') = L(y >0 = s/

[t'.t] )

0<s(t)—st)< ZV?(%,) — 0 fir t — ¢ — 0.

v=1

(b) Ist 4 stetig, so sind 71, ...,7v, von endlicher Variation, d. h. 7 ist rektifizierbar. Sei nun a <
t'<t<b:

(a) s(t) = s(t') = [lv() =~ ()]
Sei Z Zerlegung von [t',t], Z = {to,...,tm}.

Sl =+t = Y| [ ) ar
=1 =1
<> [l
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9.3 Wege und Weglangen

(b) s(t) — s(t) < [ /()] dr.

Also ist

t—t t—t

Hv(t) — ()

< s(t) — s(t') < t_lt,/‘|71(7)|’d7‘

Fiir ¢ — t gilt dann:
I @O < s'@) < V@)l
= §'(t) = |7/ (t)]], also s € C'([a,b]).
Deshalb gilt:

t
s(t) = / I/ ()l dr

und

b
L(v) = s(b) = / I (), dr.

9.3.5 Beispiele
(1) Kreislinie im IR?:

xg + rcost ..
= <t<
~(t) <yo+rsint> fir 0 <t <2rm

;[ —Trsint

T =\ reost
Iyl =r
2

L:/rdt:27rr

0

(2) Asteroide im IR?:

Esist fir 0 <t < 2w

3
cos®t
= (5

17112 = (3 cos?(t) - sin(t))* + (3sin®(t) - cost)? = 9cos? tsin? ¢
3
17/ (t)|| = 3| costsint| = 5\ sin 2t| = §'(t)

pi/2
3 6 w/2
L(’y):4~§ /sin27'd7':2(cos27') =6

a
0
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9 Kurvenintegrale

(3) Schraubenlinie im IR3:

rcost
y({t)=|rsint |, mitr>0,h>0,0<t<«

ht
Il = VT 2
L(y)=vVri+h? «

(4) Zykloide im R

t—sint\ ..
= <t<
~(t) <1 ~ cos t) fir 0 <t <27

t
711> = (1 — cost)? +sin®t =1 —2cost 4+ 1 = 2(1 — cost) = 4sin? 3
Also ist

t
[/l = 2sin 3 fiir 0 < ¢ < 2
27

Liy) =2 (2 <—cos;> g

0

9.3.6 Definition: Aquivalenz von 2 Wegen

Zwei Wege a: [a,b] — IR" und (: [¢,d] — IR™ heilen dquivalent, wenn es eine stetige, monoton
wachsende Bijektion h: [a,b] — [c,d] mit a(t) = B(h(t)), a <t < b gibt. Kurz: a ~ .

9.3.7 Beispiel
2 t
a: [-1,1] - R a(t) = <|t|>
t-|t
B:[-1,1] — R? p(t) = < t2| |> :
o und 8 haben den gleichen Tréager, gleichen Anfangs- und Endpunkt und die gleiche Lange. Setze
hier
—/t] —1<t<0
h(t) = g - -
Vi 0<t<1

9.3.8 Satz und Definition: Kurve, Parameterdarstellung
~ ist eine Aquivalenzrelation. Jede Aquivalenzklasse heiBt Kurve. Jeder Weg o einer Aquivalenz-

klasse heifit Parameterdarstellung. h heifit auch Parameterwechsel.

Beweis: Aufgabe.
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9.3.9 Satz: Eigenschaften aquivalenter Wege

Aquivalente Wege haben

(a) denselben Anfangspunkt

(b) denselben Endpunkt

(c) denselben Trager
)

(d) dieselbe Lange

Beweis:
(a) Aufgabe
(b) Aufgabe

)
)

(c) Aufgabe
)

(d) Sei a: [a,b] — IR"™ und §: [¢,d] — IR"™ mit a(t) = B(h(t)).
Z ={to,...,ty,} sei beliebige Zerlegung von [a, b].

Setze T = h(tj).

Dann ist Z' = (19, ..., Tm) Zerlegung von [c, d].

9.3 Wege und Weglangen

> lledty) — alt;) =Y _118(r) — B(ri-)ll
=1 =1

Also ist L(«) < L(B), da Z beliebig gew#hlt wurde.
Umgekehrt gilt auch L(3) < L(«a). Benutze dafiir h 1.

9.3.10 Umorientierung von Wegen

Sei a: [a,b] — IR™. Dann ist v := —« der Weg

Aufgabe: Zeige: a ~ 3 = —a ~ —0.

9.3.11 Aneinanderhdngen von Wegen

Seien «: [a,b] — IR™ und §: [¢,d] — IR" Wege mit «a(b)

folgendermaflen erklart:

9.3.12 Definition: Jordanweg/-bogen

a(—t) fir —b<t< —a.

Ble+t—b) b<t<b+d—c

Aufgabe: Zeige: a ~ a1, B~ 01 = a+ 3~ a; + (.

B(c). Dann ist der Weg v := a + (3

Ist a: [a,b] — IR™ injektiv, so heifit a Jordanbogen. Umgangssprachlich gesagt: Es treten keine

Schnittpunkte auf.
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9 Kurvenintegrale

9.3.13 Satz: Aquivalenz von Jordanbdgen

Sind « und § Jordanbogen mit |«| = |3| und gleichem Anfangspunkt, so sind « und 3 &quivalent.
Beweis: |o| = |5] € IR" ist kompakt.

B: [e,d] — |B] ist stetig, bijektiv.

Damit ist 871: |8] — [c,d] stetig und bijektiv.

h(t) = B~ (a(t)) ist stetig, bijektiv: [a,b] — [c, d].

h ist insbesondere monoton. A ist sogar monoton wachsend,

da h(a) = ﬂ_l(a<q)) =cund h(b) = 7 (a(b)) = d und a(t) = B(h(t))

Daraus folgt die Aquivalenz.

9.3.14 Definition: geschlossene Kurve, Jordankurve

a: [a,b] — IR™ heifit geschlossen, wenn a(a) = «(b) ist. Ein geschlossener Weg heifit Jordankurve,
wenn «: [a,b) — IR"™ injektiv ist, aber a(a) = «(b) ist.

9.3.15 Jordanscher Kurvensatz

Ist 7 eine Jordankurve im IR?, so besteht IR? \ || aus zwei Gebieten G; (innen) und G, (auBen).
Dabei ist G; NG, = 0 und 0G; = 0G, = |v|.

Ohne Beweis.

9.3.16 Tangente an eine Kurve
Sei 7: [a,b] — IR™ ein Weg, v/(tg) existiere und sei ungleich 0. Dann ist
Y(t) = ~(to) + 7' (to) (t = to) + o(|t — to])

und
7 y(to) + 7 (to)T fiir 7 € R

ist die Parameterdarstellung einer Geraden, der Tangente von v im Punkt ~(¢p).

9.3.17 Definition: C''-Kurve, glatte Kurve

v: la,b] — R™ heifit C! bzw. glatt, wenn v € C'([a,b]) bzw. wenn v € C!([a,b]) und iiberall
7 (t) # 0 ist.

9.3.18 Beispiel

() = (Z'g') fir —1 <t<1.
7 ist ein C'-Weg, aber nicht glatt, da 7/(0) = 0 ist.

9.3.19 Definition: stiickweise C' /glatt

v heiBit stiickweise C! bzw. stiickweise glatt, wenn es endlich viele C'-Wege bzw. glatte Wege
Y1s- Y0 GIDE Mit ¥ =1 4+ Y.
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9.4 Kurvenintegral

9.3.20 Satz
Sei v: [a,b] — IR™ rektifizierbar und v sei auf keinem Teilintervall konstant. Dann ist s(t) = L(V[q,)

streng monoton wachsend.

Beweis: Zeige: s(t) < s(t') fiur ¢t < t':
Es ex. t” € (¢,t') mit y(t") # ~(t) oder y(t") # ~(t'):

s(t)) = s(t) > |lv(t) = v (@) + [ (") = ()] > 0.
Beachte: s: [a,b] — [0, L(7)] ist eine Bijektion, stetig und streng wachsend.
Die Umkehrfunktion [0, L(7y)] — [a, b] heifle t = t(s).
9.3.21 Parametrisierung nach der Bogenlange

Die Parameterdarstellung
Y(s) = (t(s))

heifit Parameterdarstellung nach der Bogenlénge. Sie ist dquivalent zu 7. Jeder Abschnitt von ¥
hat die gleiche Lénge wie das entsprechende Definitionsintervall von 7.

9.3.22 Satz

Ist v: [a,b] — IR™ glatt, so existiert die PD 5(s) = v(¢(s)) nach der Bogenlange und es gilt:

17 ()l = 1.

Beachte: Es ist s'(¢) = [|7/(¢)]|-

Beweis:

s(t) = / I ()]l dr

s € C([a,b]) (fritherer Satz).
s'(t) = V' (@®) >0,

wegen der Glattheit von ~.
t = t(s) ist dann ebenfalls C*, also auch

Es gilt:
1

=1
SI(t) t=t(s)

V()= 1Y (Es)1E () = 1 (2 (s))]

9.4 Kurvenintegral

9.4.1 Definition

Sei v: [a,b] — IR™ und ¢: |y| — IR bzw. f: |y| — IR". Dann setzt man
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9 Kurvenintegrale

(a)

b

[ew@isi= [ o as)

Y a

mit der Bogenlénge s(t). ,Integral nach der Bogenlénge“.

b
/ﬂ@WﬁZ/ﬂ%m¢Mﬂ
¥ a

,Kurvenintegral

Dies ist, falls die rechten Seiten als RS-Integrale existieren. Die Existenz ist gesichert, wenn ¢ bzw.
f stetig ist und  rektifizierbar ist.

9.4.2 Bemerkungen

(a) Diese Kurvenintegrale hangen nur von der Aquivalenzklasse von 7 ab.
Beweis: Sei v: [a,b] — IR" und a: [¢,d] — R" mit v(t) = a(h(t)) und h: [a,b] — [c,d]
bijektiv, stetig, streng wachsend.

Zeige:
[e@ s L [ ot@ s,

vy «

Sei Z = {tg,...,tm} Zerlegung von [a, b]
und Z' = {t,...,t,,} Zerlegung von [c, d] mit ¢} = h(ty).
Es gilt dann:

NE

o(Z{tr, - stmbp0v,7) = D e(v(te) (v (tk) — vi(tk-1))

>
Il
—_

I
WE

pla(h(tr)) (g (h(te)) — aj(h(tr-1)))

e
Il
—

I
NE

(o)) (o (ty) — a;(th—1))

>
Il

1
U(ZI,{tllv o ,t;n},go o a,aj)

Daraus folgt die Gleichheit der Summen und damit die Gleichheit der Integrale.
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9.4 Kurvenintegral

(b) Ist 7 eine C''-Kurve, so ist

(c) Physikalische Interpretation (im IR?):
Sei G C IR? ein Gebiet und K : G — IR? stetig.
K ist ein Kraftfeld“.
Ist nun v: [a,b] — G ein Weg, dann ist

—m/K(x)da:
5

die Arbeit, die bendtigt wird, um einen Massepunkt mit der Masse m gegen dieses Kraftfeld
von y(a) nach v(b) zu bewegen.

(d) Geometrische Interpretation von (a):
Sei p: IR? — IR und v: [a, b] — IR2.
Dann ist [ ¢(z)ds die Mantelfliche, die durch ¢ und v im IR? aufgespannt wird.
v

9.4.3 Beispiel im IR?
Sei f(x,y) = (‘y>-

x
Berechne das Wegintegral von (0,0) nach (1,1) iber verschiedene Wege

1. Sei
t
0<t<1
0
7(t) = .
1<t<2
)
Es ist dann
1
0<t<1
, 0
'Yl(t): 0
) 1<t<2
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9 Kurvenintegrale

2. Sei
Ya(t) = <§> fir 0 <t <1.
Dann ist
ron (1
o= (1)
1
[ fawdey) = [t 14t 1d=o0
72 0
3. Sei
0
t) 0<t<1
t) =
3(t) .
1<t<2
Dann ist
(1) 0<t<1
%=1,
1<t<2
0

9.4.4 Eigenschaften der Kurvenintegrale

(a) Additivitét:

(b) Homogenitdt (A € R):
/)\(p(l‘) ds = )\/ () dx
5

)-dx =\

5
/)\f(:r
5

2
[ ) da

~

(c¢) Dreiecksungleichung:

/ f(z) - de| < / 1£ (@) - da
< sg'p| ILf ()]l - L)
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(d) Aneinanderhdngen:

9.4 Kurvenintegral

/ o(x)ds = Z/g@(x) ds
1+t Ym J=14
()
[ f@-do=- [ @) do
- Y
[e@is= [ o(a)as
- gl
Beweis:
(a) v
(b) v

(d) v

(e) Fiir C'-Kurven:

< / FOv() - (1)t

/Hf
=/||f:v |- ds

DI 1Y @)1 dt

< su ds
sup 171 /
— s 7@ L)
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9 Kurvenintegrale

Sei v: [a,b] = R", a:= —v, d. h. a(t) = y(-t) fir —b <t < —a.

/ f() - de = / FOH (=) - (' (— 1)) dt
J J

Substitution
= T = —t
dr = —dt

Fiir das Integral nach der Bogenlange gilt:

—a

/ o(z) ds = / oy (=) =~ (—t)]] dt

Y —b

b
. / o(v(7)) - |7/ (7]l dr

= / o(z)ds

9.5 Kurvenintegrale und Stammfunktionen

0.5.1 Definition: Vektorfeld, Potential

Sei D C IR"™ ein Gebiet und f: D — IR" stetig. Dann nennt man f auch Vektorfeld. f heifit
Gradientenfeld, wenn eine Funktion F € C'(D) existiert mit grad F = F’ = f. F heifit auch
Stammfunktion, —F = U heifit auch Potential von f.

9.5.2 Bemerkung
Fiir n =1 und D = (a,b) ist jedes Vektorfeld auch ein Gradientenfeld (Hauptsatz):

F(x) ::/f(t) dt, F' =f

|

9.5.3 Beispiel
Sei n = 3.

o O O

Betrachte einen Massepunkt M in z = (
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9.5 Kurvenintegrale und Stammfunktionen
I
und einen Massepunkt m in x = | x5
T3
Gravitationsfeld (mit Gravitationskonstante ):

x
_/)/-m.M. —
[l®

Gravitationspotential (fiir z # 0):

1
U=—y m-M- - +—
]l
-3/2
1 = 9 T
Uy, = —ymM —5 ij - 2x; = fymMHxH:g
j=1

9.5.4 Satz

Sei f: D — IR ein Vektorfeld. Dann sind aquivalent:
(a) f ist ein Gradientenfeld, d. h. f besitzt eine Stammfunktion.

(b) [ f(z) - dx ist nur abhingig von Anfangs- und Endpunkt von ~.
gl

(¢) [ f(z)dz =0 fiir geschlossene Kurven.
gl

In (b) und (c) ist v: [a,b] — D, (stiickweise) stetig differenzierbar.

Beweis:
(a)=(c): Sei F' = f und 7 sei C'. Dann ist

b

(b)=-(a): Sei £ € D fest.
Fiir € D sei v, ein beliebiger Weg von ¢ nach z, v, € C1.

F(z) = / f(w) - dy
Yz

ist unabhéngig von .. Aulerdem ist

Fla+h) — F(z) = / f(y) - dy.
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9 Kurvenintegrale

Sei € > 0. Wahle § dazu so, dal K(z,0) C D und || f(z) — f(y)| < ¢ fiir alle y € K(z,0) ist.

F(a+h) - F(z) — h- f(z)| = / (F(y) — f(x)) dy

S

S/a-dS:a-Hh]

S

Also ist F' = f.

(c)=(b): Seien 7; und 2 Wege in D von a nach (.
Y1 — y2 = 7y ist geschlossen. Damit ist

Oz/f@Mx:/f@Mx—/f@Mm

9.5.5 Bemerkungen

(1) Eine Stammfunktion ist bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt, denn sind F' und
F; Stammfunktionen, so ist (F — F;)’ = 0, also ist F' — F} konstant.

(2) flz,y) = <_xy> hat keine Stammfunktion, denn:

(3) Ist f € C1(D) ein Gradientenfeld, so gilt
Ofy _ Ofy

or, Oox,,

(9.2)

fur y,vr=1,...,n.
(9.2) ist notwendig fir Stammfunktionen.
Beweis: Sei F/ = f und f, = g—i. Dann ist

of,  O°F o2F  of,

Oz, - 0x,0x, - Or,0z, Oz,

(4) Sei

1 _
fan=a ().

8( —y >_ 1 -y-2y y? — 22

Dann ist

(’97@/ 22 + 42 7x2+y2 B (:U2+y2)2 - (x2—|—y2)2

Of = N_ Ty

oxr \ 22 +y2 - ($2 +y2)2
Es liegt Gleichheit vor, aber f ist kein Gradientenfeld im IR? \ {(0,0)}.
Setze y(t) =r (Z?;;) fiir 0 <t < 27. Damit ist

2m
1
/f(ac,y) d(z,y) = / —(=rsint,rcost) - r(—sint,cost) dt
r
Y 0
2m

(sint) + (cos®t) dt = 21 # 0

Il
o
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9.5 Kurvenintegrale und Stammfunktionen

9.5.6 Lemma von Poincaré

Sei D C IR™ ein sternformiges Gebiet und f € C1(D,IR™) erfiille die Gleichung (9.2). Dann besitzt
f eine Stammfunktion.

Beweis: OBdA sei £ =0 und D sei sternférmig bzgl. £. Setze

Z/f(y) d

Dabei ist sz: [0,1] — D mit s,(t) = tz. Damit ist

1
O/f (tz) -z dt = Zzy/fy (tz)

Ist F € C1(D)? Dies wird spiiter gezeigt.
Ist F' = f. Zeige dies jetzt: Es ist

OF —~ 9
633“:/fu(tx)dt+zx”%/f”(xt)dt
v= 0

Dabei wird ® spater gezeigt.

Mit
/ 0 / of i f,
/6 /tax: (tx)dx = /tax’: (tx)dx
0 0 0
gilt dann:
a :/<futx +Zt )dt.
Mit
d f)] = ; d
S Ieh2)] = fulte) + b (b, ta)
.y
= fu(tx) = t; &JZ:(ta: x
folgt dann:

81‘H /dtt Tulto)]

1

= tfu(tx) = fu(l')
0
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9 Kurvenintegrale

Zeige nun, daf§ ® gilt, d. h. gilt

1 1 1
0 ? 0 afu
= [ fta)dt = [ ——1f, t= [ =2t
5 [ oty [ St ar = [e5 )
0 0
Setze p(s,t) := fu(twy, ..., toy_1,ts,txuqp1, ..., toy)
Gilt dann:
1 1 P
?
5 [t [ St
0 0

9.5.7 Hilfssatz

Sei ¢: (a,b) x [0,1] — R stetig und ¢s: (a,b) x [0,1] — IR stetig. Dann ist

D(s) =

stetig differenzierbar in (a,b) und es ist

d'(s) =

Beweis: Sei s € (a,b) fest.

/

/

(s, t)dt

©s(s,t) dt.

ps ist gleichméBig stetig auf dem kompakten Rechteck der Form [s — §, s + 4] x [0, 1].

Sei € > 0. Dazu existiert ein § > 0, 6 < ¢ mit

los(s,t) — pz(u,t)] <efir |s—u| <d,0<t<1.

Sei nun 0 < |h| < 6. Dann ist

O(s+ h) —D(s)

ws(s,t)dt

/

1
g/wsw
0

1
/{cp(s + h, 12 — (s, 1) Cou(s.t)] dt
0

=ps(s+0-h,t)
mit 0<0=0(h,t)<1

hit) = ps(s, )|
<e

<ev

9.5.8 Praktische Berechnung einer Stammfunktion

Gesucht ist Stammfunktion fir

/=
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9.5 Kurvenintegrale und Stammfunktionen

1. Prife nach, ob

of, _ 0l
or, Oz,
ist.
2. Halte xo,...,x, fest. Suche dann eine Stammfunktion F' beziiglich x; mit Integrationskon-
stante C(xa,...,Tp).
Es mufl dann gelten:

0

@(F(xhxz,...,xn) +C(x2,...,20)) = Fyy + Cy,y L fa.

Wiederhole dieses dann (n — 1)-mal.

9.5.9 Beispiele
1. Sein =2 und

1 _
flz,y) = 21y (wy) :

f hat keine Stammfunktion in IR? \ {(0,0)}, erfiillt aber die Gleichung (9.2).

Also existiert eine Stammfunktion in jedem Sterngebiet D C IR?\ {(0,0)}. Nehme z. B.
{(z,y):y >0}

Berechnung der Stammfunktion F:

-y

|
F,=—-.
z 1’2+y2

Subst.:
=| z=yt
dr = ydt

1 x
= [ ————dt = —arctan — + C(y).
/ BT arctan " +C(y)

Also ist

Es mufl weiter gelten:

T | 0 T
m = Fy = —87y (arctan y> + C/(y)

< . x) 1 —x —x

— |arctan= | = ——  — = ———.

% Y 1+(£)2 vy Pty
y

Also ist C'(y) = 0 und damit

F(x,y) = —arctan e
Y

2. Sei D C IR? ein sternférmiges Gebiet und u € C(D).
Gesucht ist v € C1(D), so daf die Cauchy-Riemann-Gleichung

Uy = Uy

Uy = —Vy
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erfiillt ist. D. h., daf} eine Stammfunktion von (;uy) gesucht wird.
X
Wenn u € C?(D) ist, muf

(—uy)y = (Uz)s <= Uz + uyy =0
erfiillt sein, damit eine Stammfunktion existiert. Eine notwendige Bedingung ist also
Ugz + Uyy = 0in D,

d. h. u ist harmonisch.
Konkret: Sei
u(x,y) = e* cosy + zy.

Dann ist

uz = e’ cosy +y uy = —e’siny +

Ugy = €7 CcOSY Uyy = —€” cosy

Also ist
Uz + Uyy = 0 in IRZ.

Damit ist u harmonisch und die Cauchy-Riemann-Gleichung ist 16sbar.
Setze
Uy = —Uy = e’ siny — x.

Halte nun y fest. Dann ist
2
v=-e"siny — % + C(y)

und damit mufl dann noch gelten

vy = e"cosy + C'(y) = e%cosy +y

v

— Cly)=y < Cly) =5 +c

Zusammen ist also
. 22 g2
v=e"siny — — + =—.
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