10 Das Lebesgue-Integral®

10.1 Nullmengen und Treppenfunktionen

10.1.1 Definition: Intervall im IR"
Sei a,b € IR". Dann ist
(a,b) ={zxeR":a, <z, <b, flirv=1,...,n}

ein offenes und
[a,b] ={z € R":a, <z, <b, frv=1,...,n}

ein abgeschlossenes Intervall.
Im IR? ist ein Intervall ein Rechteck, im IR? ein Quader.
Jede Menge I C IR" mit (a,b) C I C [a,b] fiir passende a,b € IR"™ heifit Intervall.

m(I) = (bl —al)-(bg—ag)...(bn—an)

heifit elementarer Inhalt von I.

10.1.2 Definition: Nullmenge

N C IR" heifit Nullmenge, wenn es zu jedem € > 0 endlich oder abzéhlbar viele Intervalle Iy, I5, . . .
gibt mit N C (J I und > m(I}) < e.
k k

10.1.3 Beispiele und Bemerkungen
(a) Einpunktige Mengen sind Nullmengen.

(b) Sind Ny, Na, ... endlich viele oder abzdhlbar viele Nullmengen, dann ist auch N = J Ny wieder
k
eine Nullmenge.

(c) Hyperebenen H = {z € R": x, = const.} fiir ein v sind Nullmengen. Ebenso sind Rénder von
Intervallen Nullmengen.

(d) In der Definition der Nullmenge kann man die I als offen annehmen.
(e) Kompakte Nullmengen kann man bei gegebenem e > 0 durch endlich viele I, . . ., I; iiberdecken
mit ZZ: m(l) < e.
k=1
(f) Sei f: [a,b] — IR Riemann-integrierbar. Dann ist
Graph(f) = {z, f(2)): a <z < b} CR?

eine Nullmenge im IR?.
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10 Das Lebesgue-Integral

Beweis:

(a)
(b)

v
Sei € > 0. Dann ex. zu k =1,2,... Intervalle I}, mit N C {J Iy, und ) m(ly,) < e- 2k,

Sei Iy, I, ... Anordnung aller Intervalle I, , fir Kk =1,2,... und v =1,2,.... Es ist damit
N C UUIk7V = UL/
k v v

und

o0 k
Som(l) =33 m,) <> e-27F<ed (;) =c.
k k=1

v k v
<g2~k
Als Aufgabe: Setze
Hy:=HnN[—kk] x-- x [k, k].

n-mal

Weise nach: Hj ist Nullmenge. Dann ist H Vereinigung der Hy.

Sei e > 0 und Iy, Iz,... mit N CJI und Y m(ly) < 5.
k k

Umschreibe jedes I, mit einem offenen und grofleren Intervall Jg:
Wihle Jj, so, da8 I, € J und m(Jg) < m(Iy,) + 2751 ist.
Dann ist N C |J Jk. Jj ist offen und

k

Zm(Jk) < Zm([k) +Zs2_k_1 <e.
k k k

<e/2 <e/2

Siehe Literatur

Aufgabe: Ubungsblatt 1
Bilde die Differenz von Ober- und Untersumme bei einer Zerlegung, verfeinere die Zerlegung
dann immer mehr.

10.1.4 Satz

Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. N C IR" ist Nullmenge.

2. Es gibt Intervalle Iy, Ia,... mit Y m(I;) < oo, so dafl jedes x € N in unendlich vielen Iy

enthalten ist.

Beweis:
w<=" Sei g > 0. Wahle ¢ so, dafl
o0
Z m(Ik) <e€
k=¢
Es ist dann immer noch -
NQUM
k=¢
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10.1 Nullmengen und Treppenfunktionen

w="1 Seie=1und k € IN.
Es ex. Intervalle Iy, 1, I 2,... mit N C (J I, und ) m(l,) < 27ke. I, I», . .. sei Abzéhlung

der I ,. Dann ist

> m(I,) < iz—’“ =1.
v k=1

Seinun z € N. Fir k=1,2,... ex. vy mit x € Iy, = ;).
C#k = jl) #jk), d h.z € Ijq), L), .. Alle Ijq, sind verschieden.
10.1.5 Sprechweise: fast tiberall
Sei E eine Eigenschaft, die fiir alle z € IR™ erklart ist, d. h. E(z) trifft zu oder nicht. E gilt fast
dberall (f. i.), wenn {x: E(x) ist falsch} eine Nullmenge ist.
10.1.6 Beispiel
Sei E(x) =, Eine Koordinate von x ist irrational“.
Die Menge {z: E(x) ist falsch} = Q" ist abzéhlbar, also eine Nullmenge.
10.1.7 Definition: Treppenfunktion

Eine beschrankte Funktion ¢: IR™ — IR heifit Treppenfunktion, wenn es endlich Vielg Intervalle
Ii,....,Iyund c1, ..., c; € R gibt, so daB p(z) = ¢; in IJQ und ¢(z) = 0 auBerhalb von I; U---U I}
ist. Auf den Réandern darf ¢ beliebige beschrinkte Werte annehmen.

10.1.8 Satz

Mit o und ¢ sind auch A fiir A € R, ¢ + ), max(, ), ¢* = max(p,0), ¢~ = max(—p,0) und
|| Treppenfunktionen.

10.1.9 Bemerkung

Die Treppenfunktionen IR™ — IR bilden einen Vektorraum iiber IR. Genauer: Es ist ein Untervek-
torraum zum Vektorraum der Funktionen IR" — IR.
{z: ¢(x) # 0} heiBt Trager von . Der Trager ist kompakt.

10.1.10 Definition: Lebesgue-Integral bei Treppenfunktionen

Ist ¢ eine Treppenfunktion, so heifit

[e=[etrar= gcj-muj)

]RTL

Lebesgue-Integral von .

10.1.11 Bemerkung

1) Ist n=1und I,..., Iy C [a,b], so entspricht

/¢=/b<ﬁ($)dx

dem Riemann-Integral.
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10 Das Lebesgue-Integral

2) Sind die ¢; > 0, dann ist ¢; - m(I;) der Inhalt von I; x [0, ¢;] im IR™!.
~——
an+1
10.1.12 Satz: Eigenschaften des Lebesgue-Integrals
Das Lebesgue-Integral hat folgende Eigenschaften:
(1) [dp=A[epfir e R
@) Je+tv=[o+ [V

(3) wf%i'@b?fvﬂéfw
@) [[o| < [lel

Beweis:
(1) Aufgabe
(2) Aufgabe

(3) Sei p <1 fast iiberall. Die gemeinsamen Konstanzintervalle seien I, .. ., I.
Fiir I gilt: ¢; = () < Y(z) =dy in I}.
Annahme: ¢; > dj. Dann ist ¢ > v in I?. Da aber I; keine Nullmenge ist ergibt sich ein
WIDERSPRUCH zur Voraussetzung.

k
/ o= em(ly) <3 dym(Ly) = / ¥
j=1 J=1

(4) Folgt aus (3), denn es ist —|¢| < ¢ < |p|. Alsoist - [ |¢| < [ < [ o]

10.1.13 Lemma A
Seien ¢y Treppenfunktionen (TF) mit:
1. ¢ > 0 fast iiberall,

2. ppr1(z) < pi(x) fast iberall,
3. klim or(x) = 0.

Dann gilt fiir £ — oc:

OS/%HU-

Beweis: Die Konstanzintervalle von ¢y seinen Iy, mit v =1,..., (.
N = {x: or 0} UU@[]W
kv

ist nach Voraussetzung eine Nullmenge. Es ist

Trager(px) C Trager(p;) = MA = sup ¢1(x)
z€lR"™

41

B = Zm(lu)

J=1
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10.1 Nullmengen und Treppenfunktionen

Sei nun € > 0.
Dann existieren offene Intervalle Ji, Ja,... mit N C|JJ; und > m(J;) < e.

Sei z # N. Dann existiert ein Index k(z) mit ¢i(z) < € fiir k£ > k(x).
Sei () das Konstanzintervall von ¢y (z), das = enthélt. Dann ist @, (y) < ¢ fiir alle y € I(,y und
or(y) < e fiir alle y € I(py und k > k(z).
Es ist (M ist kompakt):

MCM\NUNC |J I@ulJJ

zeM\N i

Mit dem Satz von Heine-Borel (7.5.11 auf Seite 182) gilt dann:
Endlich viele Ji,...,J, und I(x(1>)7 e ,I(x<q)) iiberdecken ebenfalls M. Setze

ko = max (k(m(l)), e k(x(q))> .

Fir k > ko gilt dann:

10.1.14 Lemma B

Seien ¢y Treppenfunktionen mit
1. o < @i fast iiberall
2. [ < A fir alle k.

Dann ist
lim ¢ (x) < 400 fast tiberall.

k—oo

Beweis: OBdA seien alle ¢, > 0 fast tiberall. Sonst betrachte ¢, — @1 anstelle von . Die
Konstanzintervalle von ¢y seien I, mit v =1,... l.

N = {z: (¢x(x)) ist nicht monoton wachsend} U U 0l
k,v

ist eine Nullmenge. Sei
E={x¢N: klim i (z) = +oo}.
—00

Seie >0.Firk=1,2,... sei
A
Ep:={zx ¢ N: o(z) > ;}

Es ist dann

oo

EgUEh

k=1
E, wird tiberdeckt durch endlich viele abgeschlossene Intervalle Iy, ..., I, mit ¢; > A/e. Dabei
sind 17, . .. 71191 die Konstanzintervalle von ¢1. Moglicherweise ist £y = §).
Esist By C Exqq. Fir o € Ey gilt: pp(z) > A/e, opt1 > ¢r(x).
Sei gezeigt, dafl Ej, von den abgeschlossenen Intervallen I3, ..., I, ..., I, (diesist wahr fiir k =1)
mit [, NI, = 0 fiir v # v und pg(z) > A/e in 12 iiberdeckt wird.
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10 Das Lebesgue-Integral

Dann wird Ej41\ By, iberdeckt durch I, 11, ..., I, ,, abgeschlossen mit IgﬂIB = @ und @gq(z) >
Afein ID.

Betrachte nun das Intervall I, fiir v < p und I, fiir p < py.

In 1Y ist g1 > A/e und in Ig ist pp > Afe.

Pk
Esist B, CLHULU---UI, und Y m(l;)- ¢ < [¢p < A
j=1

Pk 00
Also ist )~ m(l;) < € fiir alle £ und damit auch ) m(I;) < e.
j=1 j=1

o0 o0
Da auch £ C )" Ej;, C " I ist, ist E eine Nullmenge.
k=1 j=1

10.2 MeBbare und integrierbare Funktionen
10.2.1 Definition: meBbar, LT
Die Funktion f: IR™ — IR

(a) heifit meftbar, wenn es eine Folge von Treppenfunktionen () fiir k = 1,2, ... gibt mit @i (z) —
f(z) fast iberall fir k — oo

(b) gehért zu einer Klasse LT = LT (IR"), wenn es eine Folge von Treppenfunktionen (¢y) gibt mit

1.) ¢r(x) < pra1(z) fast tiberall
2.) [ < A fiir alle k
3.) klim or(x) = f(x) fast tiberall.

[1=[ 1@z =jm [
.

(c) Fir f € LT(IR™) heifit

das Lebesgue-Integral von f.

10.2.2 Bemerkungen und Beispiele

(a) Ist f € LT, dann ist f meBbar.

(b) Ist f € LT, dann ist oy (z) < f(x) fast tiberall.
»,<“ist dort falsch, wo klim vr(z) > f(x) ist und wo die Monotonie verletzt ist.
—00

(c) Ist f: IR™ — IR fast iiberall stetig, so ist f mefibar.

(d) Die Integraldefinition fiir f € LT ist unabhingig von ¢y, genauer: Ist fast iiberall f < g fiir
frge Lt dannist [ f < [g.

Beweis:
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10.2 MefBbare und integrierbare Funktionen

Sei zunéchst iiberall f > 0. Uberdecke IR™ durch abgeschlossene Wiirfel der Kantenlinge 2%
fir k =1,2,.... Diejenigen Wiirfel, die in [k, k] X - - - X [—k, k] liegen, seien Iy, ..., I, . Setze

inf f(Ix,) inI) mitv=1,...,0
or(r) = :
0 sonst

Dann ist
0 < pi(z) < f(z) tberall

und
k() < pr41(z) fast tberall.

Zeige nun: i (x) — f(z) in allen Stetigkeitspunkten von f, also fast tiberall, ausgenommen in

\J 014, einer Nullmenge (als Vereinigung von Réndern von Intervallen).
k,j

Sei f stetig in  mit « ¢ |J 0I;; und € > 0.
k.j
Dazu existiert eine Kugel K (x,0) mit

|f(z) — f(y)| < e fir alle y € K(x,0).
Wihle nun k so grof3, dafl
K(x75) - [_kak] X X [_kak]

ist und dasjenige Ij;, das = enthélt, in K (x,0) enthalten ist.
In I}; gilt nun

f(@) = pr(x) = inf fy) > f(z) —e,

y€ly;

d. h. [f(z) — ¢r(z)| < € fir diese k, d. h. pp(x) — f(z).v
Fiir allgemeines f wird f in f = f™ — f~ aufgeteilt und jeweils ¢}, berechnet.

Zu f, g gehoren ¢y und ¢, wie in der Definition. Sei ¢ € IN fest:

0=V + (00 — Ur) < i+ (0 — i)™

Setze
Xk = (pr — T/’k)Jr > Xk+1 fast iiberall.
Es ist
.41, f.. .
k() == (pe(z) —g(z))T < (f(x) — g(z))T = 0 fast iiberall.
(z)f
<f(x)f.i.

Aus Lemma A (10.1.13) folgt dann

/Xk—>0fiirk—>oo

/W</¢k+/><k—>/g+0

fiir alle . Zusammen gilt fir £ — oo:
/fé/g
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10 Das Lebesgue-Integral

10.2.3 Beispiel

Im R? sei

e Y firz,y>0
flz,y) = { :
0 sonst
Esist f € L, denn es ist tiberall f > 0. Konstruiere o, wie im Beispiel zuvor. Setze
Ly =[u-27F (u+ 1) 27 x v-275 (v + 1) - 277
fir g, v =0,...,k-2F — 1. Bs ist

inf f(z,y) = e~ (FDTOFDZE = o) () in (1F)°.

Ik,

Es ist dann

k2k—1 k2k
_ -k _ L 90—k _,0—k
/@kZE:e(HﬂHp 4kzz4keu2 o V2
H,v=0 H,v=1

k2k 2

e _ 1— ek 2
(Sereet) cpe (A2 )
v=1

2
. '
A2 112 lim - 1.
t—0\1— et

Spater wird gezeigt:

10.2.4 Satz
Mit f und g sind auch

(a) f+g, Mf fir X € R, f-g, ff = max(0, f), f~ = max(0,—f), maz(f,g), min(f,g) und |f]
mefbar.

(b) f+g, Af fir A >0, f* und max(f,g) zu L™ gehorig. Es gilt dann

/(f+g)=/f+/g
-]

(a) f+ g, Af tiber Regeln fiir Grenzwerte.
f1:Sei ¢ — f fast iiberall, dann ist ¢, — fT fast iiberall.
max(f,g): Sei g — f und ¢y — g f. . Dann ist (max(pg, ) — max(f, g) f. Q.

Beweis:

(b) Zu f und g gehdren (¢x) und (1x) mit

Ok <@g £ U, o — f £ und

/cpk < A fiir alle k.

Entsprechendes gilt fiir .
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10.2 MefBbare und integrierbare Funktionen

f =+ g Setze xr = pr + Y. Dann ist xi — f + ¢ fast iiberall und

/Xk:/ckar/dJkSAJrB.

Aft Fir A > 0ist xp = Adpr, — Af £ 4. und Ao < Apg4q £

/()\gok) :)\/SOk < MA.

Cr=r— o1+ 01 <op— o1+ @f >0.
—— =~
>0f. ii. >0

[T Sei xi = ¢ . Es ist

Also ist 90;“ < ¢ — 1 + ] fast iiberall und damit

/xk</(<pk<p1)+/<p1+4;i/w/ﬂ-

fest
max(f,g): Setze xr = max (g, 1x). Dann ist

Xk < max(pr — o1, ¥k — 1) + max(p1, 1)
< max(pr — 1, Pk — P1) + max(e], ¥7)
<k — 1+ vk — 1 +of +97F

/Xkg/gok—i—/@bk—l—const§A+B+const.

10.2.5 Definition: L

Definiere

L=LMR"):={f: f=f1i— fomit f1,fo € LT}
Fir fe L,d. h. f=f1 — fomit fi, fo € L™ heift

[r=[n- [

Lebesgue-Integral von f. Diese Definition ist unabhéngig von der Darstellung f = f1 — fo:

Sei f = g1 — g2 mit g1,92 € LT und fi — fo = g1 — g2.

Dann ist f1 + g2 = g1 + fo. Dabeiist fi +go € LT und g1 + fo € LT.
Alsoist [fi+ [g2= [+ [ fo

und damit [ f1— [fo=[g1— [ g2

10.2.6 Bemerkung
(a) Ist f € L, dann ist f meBbar.

(b) Zu f € L und € > 0 existieren fi, fo € LT mit f = fi — fa, fo > 0 fast iiberall und [ fo <e.
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10 Das Lebesgue-Integral

Beweis:
(a) Klar.
(b) Sei f = g1 — g2 mit g1,90 € LY.
Zu g1 und go gehoren die Folgen (¢f) und (¢x) von Treppenfunktionen.

Damit existiert eine Treppenfunktion ¢ mit ¢ < g9 fast tiberall und f P > f gs — €.
7. B. ist ¢ = 4y, fir ein grofles k.

Setze fo:=go — ¢ und f1 := g1 — .
Es sind f1, fo € Lt und

fi—f=g—¢Y—(92-v¢)=(g1—9)=f

Da fast tiberall ¢ < go ist, ist fo = go — 1 > go — go = 0 fast iiberall und

0§/f2=/(92—¢):/92—/¢<5-

10.2.7 Aufgabe
Seien f,g € L. Zeige folgende Aussagen:

1. Ist f < g fast iiberall, dann ist [ f < [g.
2. Ist f = 0 fast iiberall, dann ist [ f = 0.

3. Ist [|f] =0, dann ist f = 0 fast iiberall.

10.2.8 Satz

Mit f und g sind auch f+g, \f fir A € R, f*, f~, max(f, g), min(f,g) und |f| in L. Insbesondere
ist L = L(IR") ein Vektorraum tiber R mit [(f +¢g) = [ f+ [gund [(Af) =X [ [.

Beweis: Sei f = f1 — fo und g = g1 — g2 mit f1, f2, 91,92 € LT. Es ist dann:

frg=fi+tq)—(fatg)€EL
—_—

eLt eLt+
M =M1 — Mo eLfirA>0
~ =~
eLt eL+

Af=Afs—-Ah el
—— N~

eL+ eL+

J(f+g)="--- und [(Af) =--- gelten in LT und damit auch in L.

1 =max(f,0) = max(f1 — f2,0) = max(fi, f2) — fo €L
—— =
cLt eLt
fm=(f" =max(-f,00€L
max(f,g) = (f —9)" +g€L
min(f, g) = _maX(_fv _g) €L
fl=f"+f €L
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10.3 Konvergenzsatze

10.2.9 Beispiel
Sei U C IR" offen und

(z) 1 firzeU
T) =
xu 0 sonst

die charakteristische Funktion. Wenn U beschrankt ist, dann ist ygy € LT C L.

Beweis: Konstruiere eine approximierende Folge (¢y):
Uberdecke IR™ mit einem (abgeschlossenen) Wiirfelnetz mit der Kantenlinge 27 fiir k = 0,1,2, .. ..

o (-te Generation: Wiirfel der Kantenlange 1, die in U sind: Wy,..., Wy,.

o 1-te Generation: Alle Wiirfel der Kantenléange %, die in U aber nicht in Wy,..., W), liegen:
Wity s Why.

e (k+1)-te Generation: Alle Wiirfel der Kantenlinge 27%~!, die in U enthalten sind, aber nicht
in Wy, ..., Wy, liegen: Wy, 11,..., Wy, .

Setze
1 z liegt in einem Wiirfel der Generation < k

xr) =
Px(@) {0 sonst

Es ist iiberall ¢ < g1 und ¢ = 0 auBerhalb von U.
Es ist iiberall ¢y, — xv fiir & — oo (Aufgabe), weil U = [J W; ist.

J
Da U beschréankt ist, ist U C [—£, €] x --- x [, £] und damit

/@k—zm ) < (

Also ist xy € L.

10.3 Konvergenzsatze

10.3.1 Satz von Beppo Levi

Sei (f)) eine Folge in L(IR™) mit fy(z) < fxt1(x) fast iiberall und [ fj < const unabhéngig von k.
Dann ist

f(z) = klim fr(x) < oo fast iiberall.

Fir fr, =Treppenfunktionen wurde dies schon in Lemma B, 10.1.14 auf Seite 257, gezeigt. Setzt
man dort wo f nicht erklart war f(z) =0, so ist f € L(IR") und

[=jm [
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10 Das Lebesgue-Integral

Beweis:

1. Zunichst fiir f, € LT mit k =1,2,...:
Dann existieren Treppenfunktionen ¢y, , mit

V() < @ t1(x) fast iberall
/Sok,u < /fk < const. firk=1,2,... und v = 1,2,...

Y1 P2 Y3 P4

Y11 P12 P13 .- N1
Y21 P22 @3 ... Ja
31 P32 @33 ... [3
041 P42 P43 ... fa

Setze
Pu(r) = 11%1]?%‘;”(90&1/(37))'

, ist Treppenfunktion als Maximum von abzahlbar vielen Treppenfunktionen. Da

Ok < @41 fast tiberall,

gilt auch
0y < @y fast tberall.

Da

9

< fr  fast iiberall fir v = 1,2, ...
Pl = f,  fur k < v fast Gberall

ist o, < fy, fast iiberall. Also ist

/% < /fu < const.

Nach Lemma B (10.1.14, Seite 257) gilt dann

f(z) == lim ¢, () < 400 fast iiberall.

V—00

Setzt man f(z) = 0 sonst, soist f € LT und [ f = lim [¢,.
V—00
Da fast iberall ¢, < f, ist, ist

f(z) < lim f,(x) fast iberall
und
/f = lim [ ¢, < lim [ f,.

Umgekehrt: Fiir v > k ist ¢, > ¢y, fast iiberall.
Sei nun k fest und v — co. Dann folgt:

f(z) > fr(z) fast tiberall.

Fiir £ — oo folgt dann:
f(x) > lim fi(z) fast iberall.

k—oo
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10.3 Konvergenzsatze

Aus ¢ > ¢y, folgt auch fiir v — oo

/fZ/VlijI;o%,y—/fk
i/fzklijgo/fk-

Ergebnis: f € Lt f = klim [ fast iiberall und
— 00

o=

2. Allgemeiner Fall: Sei fj, € L(IR"™). Dann gibt es §,, h, € LT (Definition) mit
fo = fro1 =Gy —hy fiir v =1,2,... mit fo=0.
—
€L

Dabei ist h, > 0 fast iiberall und nach der Bemerkung 10.2.6 auf Seite 261

og/izy<2—”.

Es ist i
Gy = (fo — fo—1) + by > 0+ 0 = 0 fast iiberall
und
k k k ~
fk: = Z(fu - fnufl) = Zgu - Zhu .
v=1 v=1 v=1
=9k =:hy

Es sind gy, hi, € LT, g, < gro1 fast tiberall und hy, < hgyq fast tiberall.

k [e'S)
/hk:Z/ﬁy<Zz—”=1
v=1 —~ v=1

<2~V

/ng/fk—l-/hkSconst—i—l.

Nach dem 1. Teil ist g, — g € L™ fast iiberall und h, — h € L™ fast iiberall.

Joe= o e fom o= faci= [ s
= f
Dabeiist f =g —h € L und
flz) = klim (9x(z) — h(x)) = klim fr(z) fast iberall.

10.3.2 Satz von Beppo Levi fiir Reihen

Seien f1, fa... € L(IR™), fi > 0 fast iiberall und Y [ fi konvergiere.
k=1

Dann konvergiert

> fr(x)
k=1

fast tiberall und es gilt

/gkaE/fk-
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10 Das Lebesgue-Integral
Beweis: Beppo Levi auf die Partialsummen
k
>
j=1

anwenden.

10.3.3 Beispiel: Charakteristische Funktion

o0
Seien Uy, Us, ... Mengen in IR® mit U1y CU; C--- und U = Uj. Setze
=1
_ 1 zeU;
XU = 0 sonst

Es ist xy; € L und U ist beschrénkt. Auflerdem ist xu; < xu;
Spéter wird [ xp das MaBl von U genannt.

., und [ xy,; < const.

10.3.4 Integrabilitatskriterium von Riemann-Lebesgue

Sei f: R — IR beschrénkt, f(z) =0 fir < a und fir x > b. Dann gilt
f ist Riemann-integrierbar iiber [a,b] <= f ist f. {i. stetig.

Es gilt dann
b

[t@ds= |1

a

Beweis:

2= Sei f Riemann-integrierbar und Z; eine dquidistante Zerlegung von [a,b] mit 2% + 1 Teil-
punkten und den Teilintervallen I jk fir j =1,...,2%. Setze

inf F(IF) in (IF)O fir j=1,...,2"
%(x):{o )i (1) fiir g

sonst

By(z) = sup f(I¥) in (I5)° fiw j =1,...,2"
* 0 sonst ’

Dann ist
/SOk: = 5(Z)) und /(I)k = 5(Zg).
Nach Definition gilt
v < f < &y fast tiberall (in R\ Zj)

Setze xr = P — ¢p. Dann ist iiberall x; > 0 und xgt+1 < Xk-
Wende nun Beppo-Levi auf (—x%) an (Lemma B):

—Xk < —Xk+1 und /_Xk <0.
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10.3 Konvergenzsatze

Also ist —xx — —g < 0 fast tberall, g € L(IR) und

/ —g= lim | —xi =0,
k—o0
also ist g = 0 fast iiberall.

Zeige: f ist auBerhalb der Nullmenge {z: g(z) # 0} U Zj stetig.
k
Sei x € [a,b] \ U Z mit g(x) = 0.
k

Sei € > 0. Dann ex. ko mit ®x(x) — pr(z) < e fir k > ko.
Somit gilt fiir ein festes k:

Or(y) — pr(y) < e in (x — 0,z + 0) C Konstanzintervall.

Sei nun |y — z| < 0. Dann ist

f(y) — f(=) Dg' Dr(y) — prly) <e

Mit Vertauschung von x und y ist
f(@) = fy) < rly) —erly) <,
——
=0y (x)
d. h. |f(y) — f(z)| < e fir |z —y| < 6.
»<=" f sei fast iiberall stetig und Zj, wr und @ definiert wie im 1. Teil. Es gilt:
[en=stzud [on=sz)

(Frither: f f. . stetig, pr / f f. 1. und @\, f f. {i. genauso.
Ubrigens ist +f € L*, weil [ ¢p < sup f(IR)(b—a) ).

Betrachte nun @5 — @y:
/f /SOk = hm s(Zy)

/ f=1lm [ —-®, = —klim S(Zx)

k—o0

= /f = hm S(Zy) = hm s(Zy).
Also ist f Riemann-integrierbar und f fx)de = [ f.

10.3.5 Bemerkung

Ist f nur fast iiberall in IR™ definiert, dann wird i. A. automatisch f(z) = 0 gesetzt, wo f zunéchst
nicht definiert ist.

10.3.6 Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz

Sei (fx) eine Folge von Funktionen L(IR™) und es gelte fr — f(z) punktweise fir k& — oo fast
tiberall. Weiter gebe es ein g € L(IR™) mit |fx(x)| < g(z) fast tiberall fiir £ = 1,2,... Dann ist

fe L(IRL) und es ist
f = lim .
/ k—>1 [e%S) fk

g heiflt Majorante. Man sagt, die Konvergenz fi — f ist majorisiert.
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Beweis: Setze punktweise gk, := max(fg, fkr1,---, fkrr) fur festes k € IN. Es ist tiberall g, <

Jkv+1 und
/gky < /9 = const,
weil fast tiberall |gx,| < g ist.

Mit Beppo-Levi ist gr, —— g; fast iiberall, g; € L(IR™).

lim gg(z) = lim lim max(fi(z),..., fits(x))

k—o00 k—o00 V—00

= Zm fo(z) = f(x) fast tiberall.

Es ist gr = sup(fe, frt1, fero,---), also ist fr, < gp und gry1 < g
Setze genauso hy, = min(fg, ..., fi+v). Wende Beppo-Levi auf (—hg, )52 an. Dann ist hy, — hy

fast tiberall, hy < fx, hgy1 > hg fast iiberall und hy — f.
Warum darf Beppo-Levi auf z. B. (h) angewandt werden?

|| = lim |hgy| = Tim [min(fy, ..., fr)]
V—00 V—00
< lim max(|fk],. .., |fe+v]) < g fast iiberall
V—00 N N— e’
<g <g

Also ist [ hy < [ g =const. Zusammen ist hy, < hyyq < f < grp1 < g fast Uberall, hy, — f fast
iberall und g — f fast tiberall.

Wende nun Beppo-Levi auf (hg) bzw. (—gi) an. Damit ist f € L(IR") und [ f = lim [ hy, = lim [ gy.
Da fast iiberall hy < fi < g; ist, folgt

[t [ms[n<fa-[s

Alsoist [ fr, — [ f.

10.3.7 Folgerungen

Folgerung 1: Ist f: R" — IR mefbar und |f| < g fast tiberall mit g € L(IR"), dann ist f integrier-
bar.

Folgerung 2: Ist f: IR"” — IR fast iiberall stetig und |f| < g fast iiberall mit g € L(IR"), dann ist
feLR™).

Folgerung 3: Sind alle f; mefibar und ist fi, — f fast Giberall, so ist f mefibar.

Beweis:

Folgerung 1: Es existiert eine Treppenfunktion ¢ mit @, — f fiir k — oo fast iiberall. Setze

g(x)  wo pp(x) > g(z)
fe(x) = § —g(x)  wo gp(x) < —g(z) -
or(x) sonst

Es gilt: | frx(z)| < g(x) und

lim fi(x) = .

k—o0 ? sonst

{f(x) wo |f(2)] < g(@), u(z) — f()
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Es ist pr(z) — f(2), |f(z)] < g(x)

Sei ¢ > 0. Dann ist |px(x) — f(x)| < e fiir k > ko und es gibt 3 Moglichkeiten:

pr(z) <g(x) +e (a)
pr(x) > —g(z) — ¢ (b)
—g(x) < pr() < g(z) ()

Setze im Fall (¢) fi(x) = ¢i(x). Falls (a) und nicht (¢) gilt, setze g(z) = fr(x). Dann ist
g9(z) < ¢r(z) < g(x) + e. Fur (b) und nicht (¢) analog. Dann ist |pr — fi| < &, |fx — f] <
|fx — ¢r| + lpr — f] < 2e. Wende den Satz von Lebesgue an, und es ist f € L(IR™).

Folgerung 2: Aus fast iiberall stetig folgt die Meflbarkeit. Weiter mit Folgerung 1.

Folgerung 3: Sei h € L(IR") und iiberall positiv (Aufgabenblatt)

feh .
= ist mef3bar nach 10.3.8
A
| fx|
= -h < h
N——
<1

Also ist g € L(IR") und der Satz von Lebesgue ist anwendbar, da

g g = fh
. —
h+|f]

und |gi| < h ist. Insbesondere ist g € L(IR") und

g-h
f=——
h—|g|

ist ebenfalls mefSbar nach 10.3.8.

10.3.8 Hilfsiiberlegung

Seien g1,...,gp: IR™ — IR meBbar und sei ®: IR” — IR stetig mit ®(0) = 0.
Dann ist ®(g1(z),...,gp(x)) = ¢(x) ebenfalls mefibar.

Beweis: Es existieren Treppenfuntionen ;; mit 1;, — g; fast tiberall fir k¥ — oo und j =
1,...,p. Nehme ®(¢1 1, Yok, ..., ¥pi) — ¢ fast iiberall.

10.3.9 Lemma von Fatou

Es sei fr € L(R"), fr > 0 fast tiberall und [ fi < A fiir alle k. Weiter gelte fi, — f fast iiberall
fiir k — oo. Dann ist f € L(IR"™) und es gilt

/fékhjgo k-

ACHTUNG: Dabei kann auch ,,<* gelten!.
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Beweis: Setze g := inf(fx, fri1,---

L(IR™), weil fast iiberall 0 < g < fj, ist.

f@)™ lim fi(e) = lim fi(e) = lim gy(o).

k—oo k—00

Es ist g < gg+1 und [ g < [ fi < A. Mit Beppo-Levi gilt:

/fzklim gr < lim [ fg.

k—o0

10.4 Der Satz von Fubini

10.4.1 Vorbemerkungen
(a) SeiIR" =R xRY, z € R, y € RY, (z,y) e R, n=p+q, p,qg > 1. Sei E C R".

Dann ist

E, ={y: (z,y) € E} CIRY

und

Ey:={z: (z,y) € E} CIR".

(b) Sei I CIR" ein Intervall, I = I} x I mit I; C IRP und Io C IRY. Setze

1 (z,y) € I°
p(z,y) =40 (z,y) ¢ T
beschr (x,y) € 0l

und
my(l2) x €1

Y(x) rZ/sD(w,y)dyI 0 x ¢

R4 ? x €0l

Dabei ist my der g-dimensionale Inhalt und

/ $(x) dw = mq(l) - mp(11).
RP
Es gilt:

[ | [ etwwy| de=myt) - my1) = ma(t) = [ olg)da.g).

IRP a R"

(c) Sei ¢: R™ — IR Treppenfunktion. Dann gilt nach (b)

/w(x,y)d(x,y)Z/ /w(x,y)dy dzx

R” RP q
| S —

ex. f. 1.
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10.4 Der Satz von Fubini

10.4.2 Satz von Fubini

Sei f € L(IR™). Dann existiert
/ fz,y)dy
RY

fiir fast alle z € IR? und es gilt

[ 1@y = [ L/ (.y) dy] da
R™ q

RP

Beweis: In 10.4.5 ab der Seite 273.

10.4.3 Beispiele

(1) Fir n = 2. Sei
fe.y) = {6” 7,y >0

0 sonst
Dann ist

/f(:v,y) d(z,y) = 1 nach fritherem Beispiel

R2
oo [ oo

:/ L/f(;c,y)dy d:c:/ /e‘”ydy dz
R

0 0

:/e_x /e_ydy dx.
0

(2) Fiir n = 2. Sei
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Die Grenzen, in denen integriert werden muf, sind 0 < z < 1 und —/z <y < /x.

1 1
3 VT
/fxy (z,y) //xydydx—/l:y dx
0 G
VT 0
2/1”_227/21_4
3/ TR | T &
0

(3) Fiir n = 3. Sei
E={(z,y,2): 29,220, 2 +y+2<1} CR’

flx,y,2) = {5” (w,y,2) € E"

0 sonst

f ist fast iiberall stetig, also ist f mef3bar.
Eine Lebesgue-integrierbare Majorante von f ist

xT z 3
g(x,%z):{l ( 'Y )E[O,l]

0 sonst

Die Grenzen der Integrale sind 0 <x <1,0<y<1—-2,0<2<1—x—y. Esist

[m%@m%@:
]:RB

1

zl—a—y

/ rdzdydx
0

; 21—95
zx(l—z—y dychz/a:y—xy—y . dx
0

S O _
O YT Y

10.4.4 Hilfssatz zum Beweis des Satzes von Fubini

Sei N C IR"™ Nullmenge und N, = {y: (x,y) € N} C IR?. Dann ist N, C IR? Nullmenge fiir fast
alle x € RP.

Beweis: N ist Nullmenge. Also existieren Intervalle I, I5,... C IR™ mit

> ma(ly) <1
k=1

und jedes (x,y) € N ist in unendlich vielen I} enthalten. Setze

1 (x,y) € Ix
or(r,y) = { (z.9)
0 sonst

und

%mz/w@mwzwwm»

Rn
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Dabei existiert ®;, fast iiberall in IRP.

Dann ist
V4 4 4
/Z@k(gg) dr =) / &y, (z) do = Z/mq((lk)x)d:z
Re k=1 k=1pp k=1pp
l
= mp () < 1.
k=1

5
Fiir die Folge <Z <I>k> ist &, > 0. Die Folge ist wachsend und die Integralfolge ist < 1. Daraus
k=1
folgt mit Beppo-Levi
o
Z Oy (z) < +oo fast iiberall in IRP.
k=1

o0
Sei nun Y Py (z) < +o0. Zeige, dafl N, eine Nullmenge ist.
k=1

Sei € > O_beliebig. Dann existiert ein kg, so dafl

o
Z @k(x) <eE.
k=ko
Dann ist
[oe) o0
N.c|lUZ| €U e
k=kg k=kg ®
X
@, da x in unendlich vielen I} ist.
© als Aufgabe.
® sind Intervalle in IRY.
Also ist
o o
Y me((Ih)e) = Y p(a) <ev
k=ko k=ko

10.4.5 Beweis des Satzes von Fubini

Der Beweis wird dreigeteilt:

(a) Fiir Treppenfunktionen f. Schon erledigt in der Vorbemerkung (c).
(b) Fiir f € LT: Hier

(c) Allgemein fiir f = f; — fo mit fi, fo € LT:V

Zeige nun die Behauptung fiir f € L™:

Sei f € LT(IR™) und ¢}, seien Treppenfunktionen mit o5 < g1 fast iiberall, ¢ — f fast iiberall
fiir £ — oo und

/w(x,y) d(z,y) — /f(:v,y) d(z,y).
R"” RrR"™
Setze

N = {(z,y) € R": p(z,y) # f(z,y)}.
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N ist Nullmenge in R™. Setze
M, = {z € RP: N, ist keine g-dimensionale Nullmenge} C IRP.
M ist Nullmenge nach dem Hilfssatz.

By(z) = / ou(y) dy

R4

existiert fast iiberall in IRP, also ist
My = {z: ®p(z) ex. nicht fir (irgend-)ein k € IN}
Nullmenge in IRP. Es gilt
Fubini
[ @2 [y < [ £,y = const
RP RrR™ R"™
Sei nun z € {x: ®p(z) > Ppy1(z)}. Dann ist
/m(w,y) dy > /Sok+1(xyy) dy.
RY RY

Also ist {y: ¢x(z,y) > pr+1(z,y)} keine Nullmenge. Nach dem Hilfssatz ist es Nullmenge fiir fast
alle x. Also gilt fast iiberall ®y(x) < ®gyq(x) und

Mz ={z € RP: ®y(z) > Pgy1(x) fir (irgend-)ein k}

ist Nullmenge. Also ist ®; fast iiberall monoton wachsend.
Mit Beppo-Levi gilt dann: ®(z) — g(z) < 400 fast iiberall fir £ — oo, und

= {x € R?: ®(z) nicht konvergent oder — +o0}

ist Nullmenge.
g€L+(]Rp), fq)k—>fg
Fir x ¢ M, gilt px(x,y) — f(x,y). Es ist dann

g(x) TN Jim Py (z) Tz Jim / or(z,y) dy
x& M
i / f(z,y)dy
IRq

RY
Also ist g(x f f(x,y) fast iiberall in IR? und g € L(IR?). Damit ist

/fmydy dx—/ () do = Jim [ () do

k—o0

IRP

kﬂoo

hm/gokxy (z,y) /fxy (x,y).

R"™

= lim /cpk(x y) dy| dz
——
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10.4.6 Beispiel

fir die Nichtanwendbarkeit des Satzes von Fubini fir n = 2. Sei

flz,y) = { e

x,y >0

0 sonst

/(/f(x’y)dy> dw#/(/f(x,;;)@) dy

10.4.7 Satz von Tonnelli
Sei f: R"™ — IR meBbar,

Zeige (als Aufgabe)

Damit ist f ¢ L(IR?).

/ F(ay)|dy
R4

|f(z,y)|dy | dx

existiere fir fast alle z und

existiere. Dann gilt der Satz von Fubini.

Analogie zum Doppelreihensatz 2.6.8, Seite 41:

Z(Z’ajk’><+o<>=> > ajk_zl gaﬂ“

(j,k)€EIN?

Beweis: Zeige f € L(IR"). Setze dafiir

ol y) = {1 in [k, k|

0 sonst

und

fk(wv y) = min(kv ‘f(x7y)’ : Sok(xﬁy))'
Es ist fr € L(IR™), denn fj ist meBbar und hat & - ¢ als integrierbare Majorante. Aulerdem ist
fast tiberall fi < fr41. Dann ist

[aieicn- | pien

RP RY <|f(z,y)|-or(2,y)
<|f(z,y)l

//]f y)| dy dx = const.

R? RY

Mit Beppo-Levi gilt dann

|f(z,y)] = klim fr(x,y) < +oo fast tiberall.
—0Q

€L(R™)

Damit ist |f| € L(IR™). Zusammen mit der Voraussetzung, da8 f mefibar ist, folgt dann f € L(IR").
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10.4.8 Beispiel

Sei .
E = {(m,y,z)E]Rg: z2>1, 22 +19% < 2}
z

flx,y,2) = {1 (z,9,2) eE.

0 sonst

[ fav 2 da )

B - {(z,y): 2* +y? < L} fiirz>1
- 0 fir <1

f ist meBbar und f ist unstetig auf OE. OF ist Nullmenge im IR? (spéter).

/fxy, (2,9, 2 //fxy, d(z,y) dz

und

Zu berechnen ist

Es ist

R R?
//1 Xe. (z,9) (a:y)dz—/ﬂ dz =m.
R R? 1

Spéater wird gesagt: Der Inhalt von FE ist 7.

10.5 MeBbare Mengen

10.5.1 Def.: Charakteristische Funktion, MeBbarkeit
Sei £ C IR™. Dann heif3t
1 ze€F
Xe(r) = {

0 sonst

charakteristische Funktion von E. E heifit mef$bar, wenn x g mefibar ist. Ist xg € L(IR™), so heifit

m(E) = [
(Lebesguesches) Mafl von E.

10.5.2 Bemerkungen

a) Ist E meBbar, aber xp nicht integrierbar, so setzt man m(E) = 4oc.

b) Ist E1 C E5 mit meBbarem Es, dann ist m(E1) < m(E2), da xg, < X&, ist.
(c) Ist I Intervall, dann ist m(I) der elementare Inhalt von I.

(
(
(

)
)
d) N C IR" ist genau dann Nullmenge, wenn m(N) = 0 ist.
(e) Offene und abgeschlossene Mengen sind mefbar.

)

(f) (i) OF ist nicht immer eine Nullmenge. Z. B. sei £ = Q™. Dann ist 0E = IR".

(ii) OF sei Nullmenge, E°, E sind meibar und es ist E° C E C E. Frage: Wenn F mefibar
und N Nullmenge ist, ist dann £ = F U N mef3bar?
Es ist xp = xg fast iiberall, also ist £ mefibar.
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Beweis:

(d) ,=": Sei N Nullmenge. Setze die Treppenfunktion ¢y(z) = 0 iberall. Es ist @g(z) — 0 =
xn () fast tiberall fiir K — oo und [ ¢}, = 0. Mit Beppo-Levi folgt

m(N):/XN: lim [ ¢ =0.
k—oo

w<=": Setze o, =k - xn. Es ist ¢ < ¢y iiberall und

[enm [0

Beppo-Levi: klim or(x) < 400 fast tiberall <= = ¢ N.
—00
Also ist N eine Nullmenge.

(e) Sei E C IR" offen. Frither wurde gezeigt: Wenn E beschrankt ist, ist x g fast iiberall stetig, also

mefBbar. Zu offenem FE ist
E,=EnN(—k k)"

meBbar und xp, — xg. Damit ist xp auch mefibar. Zu abgeschlossenem E ist F' = R" \ E
offen und
Xe=1-xr

ist als Differenz zweier mefibarer Funktionen ebenfalls mefibar.

10.5.3 Satz
Ist f: R™ — IR meBbar und ¢ € R, so ist
E={x: f(z) <c}

meBbar. Dies gilt ebenso fiir <, > und >.

Beweis: Setze
or(r) = min(1,k - (c — f(x))T).

. ist meBbar.

Firz € Fist k- (c— f(z))" > 1 fiir k > ko, d. h. gp(z) =1 = xg(z) fir k > ko. Fir ¢ F ist
k-(c— f(z))T =0, d. h. pp(z) =0 fiir £ € IN und pg(z) — 0 = xg(x).

Da ¢ — xg ist xg mefbar.

Aufgabe: Beweis fiir <.

10.5.4 Prinzip von Cavalierei
Sei £ C IR"™ mefibar mit R" = R? x RY, (z,y) € IR? x IR? und m(E) < oco. Sei
E, :={y: (z,y) € E} CIR%

Dann sind fast alle £, mefibar in IR? mit

mg(Ey) = /XEx (y) dy < 400

und

mo(E) = [ m(E,) da.
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Umgekehrt: Ist mq(E,) < 400 fast iiberall, so gilt

mo(E) = [ m(E,) da,

falls der rechte Term < +o0o ist.

Beweis: Es ist

mp(E) = /XE(:I:,y) d(z,y).
Mit Fubini gilt:

T /XE(x,y) dy < 400

fast tiberall und in L(IRP). Auerdem ist

ma(B) = [my(Eydo= [ [ e dyde
RP RP

Die Umkehrung entspricht dem Satz von Tonnelli, da m, > 0 ist.

10.5.5 Definition: Integrierbarkeit iiber £
Sei E C IR™ meBbar und f: E — R eine Funktion. f heifit integrierbar iiber E, f € L(E), wenn

ihre triviale Fortsetzung
flx) €Kk
fole) = { (2)

0 sonst

b[sz/f(w)dxr:/fo.

10.5.6 Definition: Ordinatenmengen

in L(IR™) ist. Man setzt

Sei E C IR™ mefbar und F: E — [0,00). Dann heift
E(f)={(z.y): € B, 0 <y < f(a)} SR

Ordinatenmenge. Analoges gilt fiir <, <; <, < und <, <.
Analog seien auch f,g: E — R mit f(z) < g(z):

E(f,9) ={(z,y): z € E, f(z) < [<Jy < [<]g(2)}-

10.5.7 Satz

Sind f und g mefbar, so ist auch E(f,g) mefibar.
Ist g — f € L(E), so ist

i1 (E(f,g)) = / E(g(z) — f(2)) da.
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Beweis: Hier fiir E(g) = E(0, g).
Zeige die Meflbarkeit. Dann wende Cavalieri an, da

(E(9)e ={y: 0 <y <g(z)}
mi((E(9))z) = g().

Behauptung:
XB(g) (@, y) = xe(z) - im o(z,y)

¢r(2,y) = min (Lkz Ky + ;) (9(56) + % - y)T) :

Dabei ist g (z,y) meBbar.
Fiir z ¢ E ist xp(g)(7,y) = 0 fiir alle y € R. Fiir z € E gilt:
Wenn y > g(z) ist, ist

mit

1
g(x)+%—y<0fﬁrk2k0
und y + % > 0.
Damit ist [...]T =0 und ¢k (z,y) = 0.
Ist y < 0 dann ist genauso pg(z,y) = 0 fir k > k.
Fir 0 <y < g(z) und (z,y) € E(g) ist

!
YTk
und
@+3-v27
g./I/‘ k; y—k;‘

Damit ist [...]T > 1%2 und damit px(2,y) =1, xpg) = 1.
Zusammen folgt, dal x g(4) mefBibar.
Aufgabe: Fiihre den Beweis fiir {(z,y): 0 <y < g(z)}.

10.5.8 Folgerung

Ist f € R([a,}]), dann ist graph f eine Nullmenge im IR? (vergleiche mit 10.1.3, Punkt (f)).
Jetzt: Ist f: ' — IR meBbar fliir melbares £ C IR", so ist

graph f = {(z, f(z)): v € E} C R""!
eine (n + 1)-dimensionale Nullmenge.
graph f = E(f, f)

ist meBbar mit dem Maf

[ @) - sy =0,
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10.5.9 Bemerkung

zum Beispiel 10.4.8, Seite 276. Es ist
2, 2 _ 1
E = {(:B,y,z): z>1, "4y < 2}
z

F={(z,y): 2> +¢* < 1}.

Esist f(z,y) =1 auf F und g(z,y) = @ auf £\ {0}.
E = F(f,g) ist mebar, da f und g mefibar sind.
Dabei ist OF eine Nullmenge.

10.5.10 Beispiel: MaB3 der n-dimensionalen Kugel

Sei
Ky(r)={zeR": |z| <r}

die n-dimensionale r-Kugel. Dann ist
m(Kn(r)) =cp-r"
mit

Cc1 = 2
Cntl =2 Cp - /(cos )" qt.

Zum Beispiel ist

Ohne Beweis gilt
(14 %)

Beweis: Durch Induktion nach n:

n=1 Vv
n i n+1: Sei R"™ =R" x IR und (z,y) € R" x R.
Es ist
Kni1(r) = {(z,y): |l2l]* +y* < r?}
={(@ )zl <7yl < Vr* = |lz?}
und

(Kn41(r))y = Kn(V1? — 92).
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10.5 Mefibare Mengen

Mit dem Prinzip von Cavalieri gilt dann

T

Mpy1 (K1 (r /mn Koy (r )dy —/ ( r? — y2>n dy

— rsint
—9 2 n/z . Y T Sin
cn/(r v dy = ’dy:rcostdt
0

/2 /2
= 2¢, / ™ (cost)™ - - costdt = 2¢,r" /(cos )"+ dt
0 0
= cpyr -
Zeige nun ¢, — 0 fir n — oo:
/2

Cntl = Cp -2 /(cos )" at
0

Dabei ist fgm(cos t)yntldt — 0.
Fiir n > ng ist cpq1 < %cn

10.5.11 Rotationskorper im IR?
Sei I C IR ein Intervall und f: I — [0,00). Setze den Rotationskérper

R={(z,y,2): x €1, y* +2* < (f(2))*}.

Wenn f2 € L(IR) ist, dann ist

ms(R) = = / (f(2))? do.

1

Wende den Satz von Cavalieri auf IR an: Betrachte R, fir = € I:

R, ={(y,2): y* + 2 < (f(x))?}
ma(Ry) = m(f(z))?

ms(R) = / (f(2)? da

I
10.5.12 Satz
Sind A, B C IR™ mefibar, so sind auch AU B, ANB, A\ B und insbesondere IR" \ B mefbar und
es gilt
m(AUB)+m(ANB) =m(A)+m(B).
Beweis:

Xa\B = X4 (1—xB)
XANB = XA ' XB
XAUB = XA+ XB — XAnB
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sind allesamt mefB3bar.
Also ist

XAUB + XAnB = XA + XB

/XAUB+/XAmB=/XA+/XB-

Aufgabe: Zeige dies per Induktion auch fiir endlich viele Ay, ..., Anm.

10.5.13 Satz
Sind A1, Ag, ... C IR"™ mefbar und

V= UAkundD: ﬂAk,
k=1 k=1
so sind V und D mefibar, und es ist
m(V) <> m(Ap).
k=1
Speziell gilt:

(a) m(V) = lim m(Ak), falls Al - A2 - A3 C..-.

k—o0

(b) m(D) = lim m(Ak), falls A1 D) A2 D) A3 D

k—o0

(c) m(V) = " m(Ag), falls A; N Ay, = 0 oder Nullmenge fiir i # k ist (0-Additivitdt des Lebes-
k=1
guemafes).

Beweis: D, =A;N---NA;und V, = A1 U---U A sind meBBbar mit

XDy = XA; --- XA, und xv, = min(1, x4, + -+ + x4, )-

XD = klim XD, () ist meBbar und
Xv = khm xv,, (/") ist meB3bar.

m(V) = / Xv = klim / Xv,, (Beppo-Levi, falls konvergent)

[e.9]

j=1

(a) Vk = Aki m(V) = lin’lk_wo m(Ak)
(b) Dk = Aki m(D) = limk_,oo m(Dk)

(c) w<*: siehe oben v’
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10.5 Mefibare Mengen

w>"“ Esist x4, + -+ + x4, nur in einer Nullmenge, also ist fast iiberall

XVk:XA1+"'+XAk-

Damit ist N

m(Vi) = Y m(4;)

=1

und fir k — oo ist
o

m(V) =3 m(4))

10.5.14 Beispiel einer nicht meBbaren Menge in IR

Die Relation
T~y =z —yeqQ

ist eine Aquivalenzrelation mit den Aquivalenzklassen [z]. Es ist entweder [z] = [y] oder [z]N[y] = 0.
Sei A Vertretersystem in [0,1), d. h. zu jedem z € R gibt es genau ein £ € A mit £ € [z], sprich
& ~ x (Auswahlaxiom, dquivalent zum Lemma von Zorn, Wohlordnungssatz).

Die Menge A ist nicht mefibar.

Beweis: Setze
A+r:={a+r:acAreQ, 0<r<l1}

und
A ={a+r:a€Aa+r<1}U{a+r—1l:a€ A, a+r>1}

Zeige
(1) A, NAg =0 fiir r # s.
2 U 4 =[0,1).

rel0,1)
Wenn dann nun A mefibar wére, dann auch A + r mit m(A +r) = m(A).
Ebenso wire m(A,) = m(A) = m(Ap). Damit ist
1=m(0,1)) = > m(4,)= > m(A)=0.
r€[0,1) ref0,1)

WIDERSPRUCH! Also kann A nicht mef3bar sein.

ad (1): Seizx € A, NA; mit 0 < 7,5 <1und r #s.

Es existieren ¢ € A und b € A mit
r=a+rodera+r—1
z=b+soderb+s—1.

Subtraktion liefert

a—b=s—1reQ.

Damit ist a ~ b.
Daraus folgt nach der Konstruktion von A, dal ¢ = b und damit » = s sein muf}. Dies ist
ein WIDERSPRUCH! Also mufl A, N Ay fiir r # s eine leere Menge sein.
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ad (2): ,,C*“

UJ 4-co)

rel0,1)
ist klar, weil A, C [0, 1) ist.

w2 Sei x € [0,1): & ~ a fir ein a € A.
Damitist t —a=r€Qund -1 <zx—a<l,x € A+r, x € A,.
Fir 0 <r < 1 gilt: x € A,.
Fir -1 <r<0gilttz=a+r+1-1€ A, = A4y mit s=7r+1¢€ (0,1), weil
a—+ s> 1 ist.

10.5.15 Satz, absolute Stetigkeit des L-Integrals
Sei f € L(IR™) und £ > 0 beliebig. Dann gibt es
(a) f=g+hmit g,h € L(IR"), g beschrankt und [ |h| < e.

[1s1<=
E

fir jede mefibare Menge mit m(E) < ¢

(Absolute Stetigkeit des Lebesgue-Integrals).

(b) ein 6 > 0 mit

Beweis:
1. Setze
k. wo f>k
fe=4—-k wo f<—k.
f  sonst

Esist | fix| <k, |fx] < |f] und fx — f tberall fir k — oo.
Nach dem Satz von Lebesgue gilt fiir & — oo

/fk —>/f-
Es ist auch aus demselben Grund fiir £ — oo
denn es ist |f — fx| < 2|f]
Wihle k& so, daB [ |f — fi| < € ist.
g = fi ist beschrénkt durch k. Setze h = f — f;. Dann ist [ |h| < e und f =g+ h.

2. Sei f=g+hmit |g| <M und [ |h| < €/2 (geht nach Teil (a)) und 6 = 55;
E C R" sei mefibar und m(F) < §. Dann ist

/!f\</!9!+/|h!

gM-m(E)+/|h|<M-5+;=
R7L
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10.6 Die Transformationsformel

10.6.1 Motivation

Im Abschnitt 5.3.6 auf der Seite 105 wird gezeigt:
Fir f € R([a,b]), ®: [a, 5] — [a,b], bijektiv und stetig differenzierbar, gilt die Substitutionsregel:

b

B
[ oo - / F(@(1)) - '(2) dt.

a

Was gibt es fiir Moglichkeiten beim Lebesgue-Integral?

10.6.2 Die Transformationsformel

Seien U,V C IR" offen und ®: U — V ein Diffeomorphismus (d. h. ® ist bijektiv und ®, ®~! sind
stetig differenzierbar). Dann gilt

/ f(z) dz = / F(@(1)) - | det ®/(1)|dt,
1% U

wenn eine von beiden Seiten als Lebesgue-Integral existiert.

/ g(@1(2)) - | det(@1Y (2)| da = / olt) dt

{4 U

Beweis: Spéter.

10.6.3 Satz (Spezialfall von 10.6.2)
Sei A eine n x n-Matrix, b € R" und ®(z) := Az + b. Dann gilt:
m(®(E)) = |det A| - m(E) (10.1)

fir jedes mefibare £ C IR™ mit m(E) < oo.

Beweis:

(1) Sei ®(z) = x + b eine Verschiebung und E ein Intervall mit der zugehorigen charakteristi-
schen Funktion xg. ®(F) ist ebenfalls ein Intervall mit m(®(E)) = 1 - m(F). Es ist 1 =
| det(Einheitsmatrix)|. (10.1) gilt fiir £ =endl. Vereinigung von Intervallen.

(101) = [ xoe)(@)dz = [ xu(o)ds
E
Xo(E) (z) = xe(z —b)

(10.1) = [xpla-bdo= [ xp(@)

FE =endl. Vereinigung von Intervallen.
Grenziibergang: Fiir jede mebare Menge E mit m(FE) < oc.

[E meBbar <= xp meBbar <= Jyi TF: ¢, — xp f.i]
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(2) Sei ®(z) = Ax:

(a) Seidet A =0.Dannist ®(F) C H. H ist Hyperebene des IR", also ist m(®(E)) < m(H) =0
und |det A| - m(E) = 0.

(b) Sei
A1 0
A =diag(A1,...,\p) = ..
0 An
E sei Intervall mit den Kantenldngen /1, ..., ¢,. Dann ist ®(F) ein Intervall mit den Kan-
tenlédngen |A1|l1, ..., [An|ln.

m(B(E)) = M. A l1 ... b, = |det A| - m(E)

/XE(x)da:: /XE(x)dx I det A|

o(E) E
Wie unter (1) schliet man auf meibare Mengen E mit m(FE) < oo.

(c) Sei nun ®(x) = Az mit det A # 0.
Setze W = [0,1]" der Einheitswiirfel und

a(A) = m(B(W)).

Zeige, dafl die folgende Gleichung gilt:

a(A) = |det Al.
Setze
E=a+[0/"={a+z:0<z, </ firv=1,...,n}
=a+ U (W).
Dabei ist
U(z) =Lz
und damit

m(@(E)) E m(((W)) = m(¥(@(W))

( n
= \6/ -m(®(W)) = a(A) - m(E).

=mE) —a(4)

=

Genauer gesagt, ist fir Wiirfel £ C IR"
m(®(E)) = a(A) - m(E).

Dasselbe gilt fiir mebares E (Zeige dies als Aufgabe. Schliefle dabei von Wiirfeln auf
Intervalle).
Wenn F offen ist, dann ist £ die Vereinigung von sich nicht iiberlappenden Wiirfeln.
Die Beziehung «(A) = |det A| ist richtig fiir
(i) det A = 0. Dies wurde in (2a) gezeigt.
(ii) A = diag(A1,...,\,). Dies wurde in (2b) gezeigt.
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(iii) orthogonales A (AT A = E,, = Eiheitsmatrix). Dies wird in (d) gezeigt.
(iv) beliebiges A mit det A # 0. Dies wird in (e) gezeigt.
(d) Sei nun A orthogonal, d.h. es ist AT”A = E,,.
Setze E = K(0,1) = {x € R": ||z| < 1}.
AT . A=E, = ®[E)=FE

m(®(E)) = m(E) = a(A) - m(E)

= a(4) =1
1 =det A-det AT = (det A)?

= |det A] = 1.

(e) Sei nun A beliebig mit det A # 0.
AT A ist symmetrisch und positiv definit, also ist A7 - A = ST. DS mit einer orthogonalen
Matrix S und D = diag(\1,...,\,) mit Ap,...,A, > 0, den Eigenwerten von AT - A
(Hauptachsentransformation fiir AT - A).

Setze
A = diag(\/M,...,\V ) A% =D.
Dann ist
A'.D. AT =E,
und
S-AT. A.8T=5.(ST.D-8)-ST=D=A-A.
Es ist

E,=A"1.D-A1T=A1.9.4T.4.8T.A!
S
=01
S -ST=A"18.AT.4.5T.A"' = E,
——

Also ist S7 orthogonal und

1 1 L [det(A1)|
1
:>a(A): 1 il = >\1 )\n
AL A

Es ist

|det A| = y/det(AT - A) = \/A1... M\

Also ist a(A) = | det al.

Nachtrag zu (#):
Seien A und B n x n-Matrizen. Dann ist

a(AB) = a(A)a(B).
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Beweis: «(AB), ®(x) = Az, ¥(z) = Bx.
m(®(E)) = a(A) - m(E):
a(AB)-m(E) = m(®(V(E))) = a(A) - m(V(E)) = a(A) - a(B) - m(E).
Also ist a(AB) = a(A) - a(B).

Bis hierhin ist bewiesen, daf fiir ®(z) = Az + b gilt: m(®(E)) = |det A| - m(E).

10.6.4 Hilfssatz 1

Sei ® € CY(K(0,0),IR") und W} Folge von Wiirfeln mit 0 € W}, und diam W}, — 0. Dabei ist
diam E' = sup{||z — y||: =,y € E} der Durchmesser von E. Dann gelten folgende Aussagen:

(a) Fir k — oo ist

1
det ' ()| — | det @'(0)].
iy [ 10t @) = |de #/0)
Wi
(b) Fiir £ — oo ist
m(®(Wk)) /
—_— = LiiJ .
(W) | det ©(0)]
Beweis:
(a) Als Aufgabe. Sogar fiir stetige f gilt
1
x)dxr — f(0).
iy [ f@de = 1

Wi

(b) (i) Sei zuerst ®'(0) = E,, die Einheitsmatrix im IR", d.h. es ist ®(z) = z + r(x) - ||z|| mit
r(x) — 0 fir z — 0.
Sei nun € > 0 und 0 < € < 3. Dazu existiert ein § > 0 mit ||r(z)|| < e fiir ||z|| < 0.
Fir k > kg gilt: W C K(0,9).
Sei nun y = ®(z) mit € Wj. Dann ist

Fiir Wy, gilt dann
(W) € [_\/ﬁ'gk‘SJragk)a\/ﬁ'ﬁk -€+agk) + £l
Xooox [=vn-lg e+ alf) Vil e+ al) + 4] (102)

und

(W) 2 H\/ﬁ'gk‘5+a§k)a—\/ﬁ'fk-5+agk) + 0]
xooox [V e+ al), =ty e+ al) + 4] (10.3)

Also
O - (1=2vn-e)" <m(®(Wy)) < - (1+2vn-e)"
Aoovmer—1< @) g omo oo
>— t-e m(Wk) < t-e ’
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fur k > kg. @)
m(P Wk ) ’
= ———> —1=|det®'(0
T et @/(0)
fiir k — oo.
(ii) Allgemeiner Fall. Sei ®'(0) = A. Zuerst sei det A # 0.
Sei ®(x) = A~! . ®(x). Damit ist ®'(0) = E,,.
m(AV(Wy))
m(Wk)
© m(V(Wi))
= |det A| - —————==
Z |det A - 1

(®: Satz; ®: Spezialfall).
Sei nun ®'(0) = A mit det A = 0. Dann ist

O(z) = Az + ||z|| - r(x) = Az + f(z).

Es ist ®(Wy) C H + f(Wj) mit einer Hyperebene H und m(H) = 0.
Fir f gilt dabei:

fWe) = | =Vl - max [[r(z)], vl - max [r(z)]
mit
m(f(Wi)) = 2vn - £;)" -e".

Daraus folgt dann:

m(f(Wk)) n
W < (2ev/n)

m(f(Wk))

— 0 fur k£ — oo.
m(Wy)

10.6.5 Hilfssatz 2

(Satz tiber die Nullmengentreue)
Sei ® € C1(U,IR™), U offen und N C U eine Nullmenge. Dann ist ®(N) eine Nullmenge.

Beweis: Sei U = fj Wi mit kompakten Wiirfeln W, C U.
Dann ist & auf Wkkiilpschitzstetig, d. h.
[®(z) — @(y)|| < Li - |z =yl
Sei nun N = N N Wy. Zeige, dal ®(NVy) eine Nullmenge ist. Dann ist auch
oo
®(N) = J (Vi)
k=1

eine Nullmenge.
Nachweis, dal ®(N}) eine Nullmenge ist:
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Sei € > 0 beliebig.
o0 [o¢]
Dann existieren Wiirfel I, mit Ny C |J I, und > m(I,) < e.

v=1 v=1
Also hat ®(7,) héchstens den Lg-fachen Durchmesser von I,

d. h. es existiert ein Wiirfel J, O ®(1,) mit hochstens Li-facher Kantenlénge von I,,.

= m(J,) < (Lp)" - m(I,)

= O(N,) C G ®(1,) C G Jy
v=1 v=1

und damit . .
S m(h) < (L)Y m(L) < (L) e
v=1 v=1

Also ist ®(Ny) eine Nullmenge.

10.6.6 Hilfssatz 3

Sei @ € CY(U,IR"), U C IR" offen und ® injektiv. Insbesondere sei det(®'(z)) # 0 fiir alle z € U.
Dann gilt fiir jeden Wiirfel W C U:

m(®(W)) —/]det &' (2)| da.
w

Beweis: Setze Wy = W und definiere o € IR durch

m(®(W)) = a~/|det ' (z)| dx.
w

Zu zeigen ist nun: a = 1.
Zerlege Wy in 2™ kompakte, gleich groie Wiirfel I, mit halber Kantenlange.
Klar ist:

on
m(Wo) =Y _m(L,).
v=1
Es gilt dann:
on
m(®(Wp)) =D m(®(L,)),
v=1
denn es ist
2n 2n
Wo = (U(Iy)(’) U (U 8[1,)
v=1 v=1

Nullmenge

Damit ist (weil ® injektiv ist)

d(Wo) = (U <I>(I,,)0> U (@ (U 8],,)) .

Nullmenge nach HS 2
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Daraus folgt

2m 2m
m(®(Wo)) = Y m(®((1,)") + 0= m(®(L)).

Andererseits gilt ebenso
2”
(@ (W) = a/\det ¥ (@) dr =3 a /ydet ' (2)] da.
Wo v=1 I,

Also existiert ein vy mit

m(®(1,)) 2a~/]det®’(x)\dx.

Ly,

Setze Wy = I,,,. Genauso erhalt man induktiv eine Folge von Wiirfeln Wy, mit Wy, C Wy_y, in der
Wi die halbe Kantenldnge von Wj_1 hat und fiir die gilt:

m(®(Wy)) > a- / | det @' ()| du.
Wi

Daraus folgt, daf} es ein £ € U gibt mit
ﬂ Wi, = {¢}-
k=1

Teile nun die Ungleichung durch m(W;):

Wy,

Wende auf die linke Seite den Teil (a) und auf die rechte Seite Teil (b) vom Hilfssatz 1 an. Dann
ist fiir k — oo:

| det @(§)] > a - | det (&)

Also ist a < 1. Zeige auf die gleiche Weise nun, daf§ a > 1 ist. Damit ist dann die Behauptung
bewiesen.

10.6.7 Hilfssatz 4

Sei ®: U — V eine Diffeomorphismus, d. h. ® € CY(U,V), ® ist bijektiv und @~ € CY(U, V).
Dabei seien U und V offene Mengen. Dann gilt:

m(V) = / | det ®'(z)| dz,
U

falls eine der Seiten endlich ist.
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Beweis: Seien W} kompakte Wiirfel mit

U=Jm.
k=1
Dabei sei Wi, N W; fiir k # j eine Nullmenge. Dann gilt nach dem Hilfssatz 3

m(CD(Wk)):/|det<I>’(x)]dx
Wi

Dabei gilt & wegen Beppo-Levi fiir Reihen mit

det @' (x fur x € W3
e
0 sonst

10.6.8 Beweis der Transformationsformel

Wiederholung der Transformationsformel:
Sei U,V C IR" offen und ®(U, V') ein Diffeomorphismus. Dann gilt:

/ F(@(2)) - | det ()| dz = / f(w) dy,
U 1%

falls eines der Integrale existiert.
Oder

b w(b)
s -ewa= [ s
@ ¢(a)

Beweis: Sei f = ¢ eine Treppenfunktion, ¢: V — IR, etwa:

(@) c;j imWﬁrfeleQgVﬁirjzl,...,p
T) = _ )
4 0 auBerhalb aller I;

Dann ist
/s@(y) dy = /@(y) dy =7 cj-m((1;)°)
v i— =1

J 1]].

j
Hat cj/\det & (z)| dx

Jj=1 U]

mit U; = ®71((1;)°) ist hierfiir

=Y [el@@) [det@ @) do = [ p(@(@) - |det@' (@) da.
U
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d. h. die Transformationsformel gilt fiir alle Treppenfunktionen ¢: V' — IR. Also gilt die Transfor-
mationsformel fir f € LT(V), denn ¢y /" f mit [ ¢ — [ f:

/f )dy = hm /gpk )dy = hm /gok ]det &' (x)| dx

U @) )
BL /f(CID(:c)) | det & ()] da
U

Also gilt die Transformationsformel auch fiir f € L(V'). Zeige nun noch: Auch aus der Existenz von
/f((b(x)) - | det ®'(x)| dx
U

folgt die Formel.
Setze U(y) = @~ 1(y), ¥ Diffeomorphismus und g(z) := f(®(x)) - | det D' (x)].
Nach Voraussetzung existiert f g(x)dx.

ot

g(¥(y)) - | det ®'(y)| dy

) | det ' (y)] - rdet< \dy—/f

<\ <\
Kﬂ

10.6.9 Spezielle Transformationen

(a) Polarkoordinaten im IR?: Setze

T =rcosf
y =rsinf
r?=a2%+y°

7 cos 6
®(r,0) = (r sin@)
mit ®: (0,00) x (0,27) — R2\ {(2,0): x > 0}. Es ist

cos —rsind

I __
det @ = sinf@ rcosé

=r>0.

Fiir f € L(IR?) gilt dann:

oo 27

/fx y)d(x,y) /f (rcos@,rsinf) - rd(r,6) ://f(rcose,rsinﬁ)-rdﬁdr.
00

(b) Kugelkoordinaten im IR3: Setze

T =171cos\-cosf
y =7rsin - cos(

z = rsin .

293



10 Das Lebesgue-Integral

Dabei ist A die geographische Linge, 3 die Breite und r? = x? + y? + 22 der quadrierte, zum
Punkt (z,y, z) gehorige Radius.

Esist 0 <A <27 (oder —7 < A< 7w und —7/2 < 3 < 7/2.

Herleitung: Setze z = rsin f mit —7/2 < § < 7/2

22 + 9% =r? —r?sin? 8 = (r cos 3)?
Polarkoordinaten fiir (x,y):

x = (rcos3) cos A

y = (rcos ) sin A.

Also:
r cos \ cos (3

O(r,\,3) = | rsinAcosf
rsin 3

mit 0 <7 <00, 0 <A< 21 [T < A<7und —7/2 < B < 7/2.
®: (0,00) x (0,27) x (—=7/2,7/2) - R*\ N
ist Diffeomorphismus mit einer Nullmenge
N ={(rcosB,0,rsinf): r>0,—7/2 < 3 <7/2} = {(z,0,2): (x,2) € R* 2 > 0}
und

cosAcosf3 —rsinAcosfl —rcosAsing(
det ®' = [sinAcos3 rcoshcosf —rsinAsin3| = r?cosS > 0.

sin 3 0 r cos (3
Zusammen ist
0o 21 /2
/f x,y,2)d(z,y, z // / ®(r,\,8)) - r2 - cos fdB d\dr.
0 —m/2

(¢) Zylinderkoordinaten: Setze

x =rcosf
y=rsinf
z2=2z

mit 72 = 22 + y? und 0 < 0 < 27.

cosf) —rsinf
det ® = |sinf rcosf

rcosf
®(r,0,z) = | rsind
0
0
0 0 1
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(d) Kugelkoordinaten im IR™:
Sei z = (x1,...,2,) € R" mit ||z]| = r.

xr = <I>n(r, 90, 91, . ,ang)

z. B.
cos g
DPo(r,0g) =71 .
2(7, 60) sin g
cos gy cos 64
O3(r, 6p,0,1) = r | sinbycos by
sin 91
cos by - cosfy - cosbsy...cos0,_3-cosb,_o
sinfg - cos @y - cosby...cosl,_3-cosb,_o
sinfy - cosfy...cosb,_3-cosb,_o
‘I>n(’l“, 00, ce 79n72) =T
sinf,,_3 - cos0,_o
sin Hn_g
und es ist

det @/, = r"1(cos 6;)(cos 02)(cos 03)> . .. (cos B, _o)" 2

unter den Bedingungen 0 <r < o0, 0 <6y <27, —7w/2<6§; <n/2fir j=1,...,n—2.
Herleitung: Setze z, = rsinf,_ fir —7/2 < 6,9 < /2.
HCL‘H =r,r= ($1,...,xn_1) € IRn_l

||fH%an—1 =72 —r%sin? 6,9 = (rcosb,_2)*

v (E) _ ((Pn1(7“(3059”2,90,...,«9”3)) B (r,0, . Ons)

rsinf,_o

7 cos B cos Oy cos 01
7 cos By sin Oy cos 61
7 cos 05 sin 61
7 sin 09

04 =

Allgemein gilt fir n — 1 +— n:

r cos by,_o(cos by . ..cosb,_3)
7 oS0y, _o(sinby . ..cosb,_3)

r cos b _a(sinb,_3)
r8inf,_s

Schreibe ®,, = ® o V:

q)n_ ’07"'7071—
®(0,00,..-,0n-3,t) = ( e Ot 3)>

7 oS 0,,_2
to
\I’(T,Go,...,en,Q) = .

‘9n73
rsinf,_o
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b o \I/<7’, 007 o 7(9”_2) _ <<I>n1(r COs 071727 00a s 70n3)>

rsinf,_o
Es ist
det @/, = det(®' o ¥) - ¥’
mit ,
det q), oW = q)'g—l OO‘II ?' = det q)'/nfl(r COs 071—27 607 cee 7671—3
costl, o 0 0 ... 0 —rsinf, -
0 10 0 0
0 0 1 0 0
det ¥/ = ) L ) ) =r (als Aufgabe)
0 00 1 0
sinf,—2 0 0 ... 0 rcosf,_o
Rekursionsformel fiir die Determinante:
det @ (r,0p,...,0ph—2) =71 -det®,_(rcosb,_2,00,...,0,_3)
A'fl An—l

Ny =1, A3 =1rcosb
Np_1=1""2cosb(cosB)?...(cosb, 3)" 3
Ay =1-(rcos, 2)" 2cosbi(cosb)?...(cosb, 3)" 3.

10.6.10 Beispiele

(a) Polarkoordinaten im IR?: Berechnung von

o0}

1= /E_tQ dt = ﬁ
2
0
Beweis: Sei @ = {(z,y): z,y > 0}. Dann ist
/e_($2+1"2) d(z,y) = //e_($2+y2) dydx = /e_’”2 dw-/e_y2 dy = I*.
Q 00 0 0

Mit Polarkoordinaten ist

oo7r/2

/e<xz+y2) d(z,y) z//e” rdfdr
0 O
- (o]

Q
= / 1 e (—=2r)dr = P
2 2 4 b A

0

(b) Kugelkoordinaten im IR3: Aufgabe: Berechne m(K(0,7)) =?

(¢) Zylinderkoordinaten:
Berechne den Inhalt von

1
_ D22
E—{(w,y,z).x +y <1+z2}'
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Esist zeIRund 0<r <

1+z
0o (1+z2)71/2 2 o) T2 (1_1_22)71/2
m(E):/ / /rderdzzQﬂ'/ 5 dz
—00 0 0 —00 0
o0 o0
/ dz 9
=7 ﬁ:warctanz ="
1+ 2 oo
—0o0

(d) Allgemeine Kugelkoordinaten: Aufgabe: Berechne m(K(0,7)) =?

10.7 Parameterintegrale

10.7.1 Feste Bezeichnungen

E C IR" ist meibar und # 0.
0 # D CR"
f:DxE—R. Fur f(z,y)ist z € Dund y € E.
f ist beziiglich y integrierbar tiber E.
= / flz,y)dy
E

g: E — [0,00) ist integrierbar.
F: D — IR heifit Parameterintegral mit dem Parameter x.
Beispiel: Die Gamma-Funktion

o0
I(z) = /e_tt“”"’_1 dt
0

10.7.2 Satz iiber die Stetigkeit

Sei |f(x,y)| < g(y) fir alle (z,y) € D x E, und sei x — f(z,y) stetig in x = a € D fiir fast alle
yekl.
Dann ist F stetig in z = a:

lim f:):y —/hmfxy

T—a
E

(a y)
Beweis: (z(®)) sei Folge in D mit z(¥) — a.
Fe@) == [f@®)y) — fla,y)] — 0 fiir k — oo fast iiberall in E

0 < fi(y) < 29(y).
Mit dem Satz von Lebesgue gilt:

/fk(y)dy—>0 fiir k — oo.
E
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[F®) - F(a)] = / @, y) — flay) dy

E

= /'f(x(’“),y) — f(a,y)|dy — 0 fiir k — oc.
E

10.7.3 Differenzierbarkeit von Parameterintegralen

Sei f: Dx E—1R, DCIR", ECIR™ und

F(z) = [ f(z,y)dy.
/

Ist D C IR" offen, z — f(x,y) diffbar in x = a fir fast alle y und gilt

[f(z,y) = fa, )| < ||z = allg(y) (mit g € L),
so ist F' differenzierbar in x = a und es gilt

OF , [ Of
856,/ (a) - 81‘1/ ((I, y) dy
E

Beweis:

0 4 Va B ’
O (1) = iy L0 0) = fla)

(ex. nach Vor. fiir fast alle y)

— | f(a_‘_%euay)_f(a?y)
el 1

k

= mefBibar

—~
meBbar bzgl. y

(a,y)' <g(y firv=1,...,n

also integrierbar.
Seo h € R", ||h]| < 6, § so, daB {x: ||z —al| < 6} C D:

1 " OF
Tl F(G‘Fh)—F(a)—Vz::lhu'E T%(a,y)dy

1 _ N, Of
< ”h’E/'f(a+h,y) fla,y) Zhuamy

v=1

(a,y)| dy

L0 firh—0

Setze

" 0
B(hy) = — | fa+hy) - Fla,y) =S b oL (a,y)
" <g(y)-|Ih] o o
~g\y)

<[lhll-n-g(y)
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ist stetig fiir 0 < ||h|| < ¢ fir fast alle y.

Es ist ®(0,y) := 0.

Wenn h +— ®(h,y) stetig ist in K(0,9) fir fast alle y, dann gilt nach dem Stetigkeitssatz mit
@ (h,y)| < g(y) +n-g(y) = (n+ 1)g(y) das obige .

Weise nun die Stetigkeit im Punkt A = 0 (fiir fast alle y) nach:

Fiir welche y gilt ®(h,y) — 0, wenn h — 0 ist?

Genau fur alle y, in denen f(z,y) bzgl. z differenzierbar ist im Punkt z = a.

10.7.4 Beispiel

Die Gamma-Funktion ist fiir z > 0 definiert durch

o0

I(x) = /e_ttx_l dt.
0
Die Beta-Funktion ist flir > 0 und y > 0 definiert durch

"1 — )y Lat.

O\H

(a) T ist stetig.
(b) T ist stetig differenzierbar (I' € C*°(0, 0)).
(c) Esist

e ' Ylog t)* dt.

Beweis:

zu (a): o — e 1%L ist stetig fiir alle ¢ > 0.
Seia € D = [, 3] C (0,00) = E. Dann ist

o tlfiro<t<l1
et =] et fre>1 9(t)

g ist Majorante. = Stetigkeitssatz anwenden.

zu (b): Es ist
ge_tt”’:_l =e " Llogt.
ox

Seia>0,0<a<a<f<oound D = (a,). Dann ist

e " < |logt| - g(t)

o
integrierbar (Aufgabe).
Satz tuber die Differenzierbarkeit anwendwar, da

le ol —emte MWS |z —al - le”'t5 L log t|
(wobei £ zwischen a und x ist)

< |z —al - |logt| - g(t).
N——

Majorante
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zu (c): Ohne Beweis.

10.7.5 Beispiel: Das Newton-Potential

Fiir dieses Beispiel ist n > 3.
Sei K C IR"™ kompakt, ¢: IR" — IR meflbare, beschrankte Massendichte und

_ o(€)
"= Z o

Behauptung:
e uc CHR")
o uc C*(R"\ K)
Zeige:
(a) u € C*(D), D CIR"™ Gebiet mit DNK =0
(b) w ist stetigin a € K

(c) Das Newton-Potential ist harmonisch in IR™ \ K, d. h.

n
g Ug,z, = 0,
v=1

kurz:
Au =0

mit dem Laplace-Operator
A = g —.
2
ot O0x?
Beweis:

zu (a): Sei a € R™\ K, D eine Umgebung um a mit DN K = {.
Fir z € D gilt:
|z — €| >d >0 firalle ¢ € K, = € D.

Auflerdem ist
o(§) < M.
Co:
o(§)
| —&[|" 2
ist stetig in D fiir alle £ € K. Eine Majorante in K ist

M
g(§) = qn—2-

T —

Also ist u € CO(IR™).
cl:

‘ 0 o(§)
Oz, ||z —&|In—2

R
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zu (b):

10.7 Parameterintegrale

wit 52 ] = g4
_ Ty — 51/
= [(—n+2)-0(&) ||z —¢| -
( ) o(&) -] | Tz €]
< (n—=2)M - [z — ¢!
< (n—2)Md"!
mit £ € K,x € D.
C2:
Es ist
o 0 1 0 Ty — 51/
=—(+n—2
3, (= e2) =~ Vg e
Mit
9 < Ty — & > @ &) (n)le =gl el nA
0, \Te =€) ~ \(as &2 (~nlla — €2 + s u=v
ist dann
0?2 1 _ —n(z, —&)(xy — &)
Oxxy ||z — |2 |z — &+
und
9?2 1 oz, — £)? 1
ox? ||z —&["=2  flz—=¢"t2 x|

= Majoranten klar: immer von der Form %r}ft fir C™.

Stetigkeit in x =a € K: Sei a € K, U = K(a,0), 0 fest: Es ist

/‘H aw2d5+./ B m"2

w(z) v(:p
w(z) ist stetig in U, wie schon gezeigt.
Sei e >0, 0 > 0, sigma < 6/2, so da§ K(a,0) C K ist.
Sei ||z — al| < o:
o() 0(§)
v(x a)l = — d¢
i) —vla) L/wé"Q a— €2
nU
o(x) o(§)
< - dg
/ lz = &"=2 la—g["2

e
la —&["2
nU
dg
la — &|[*~2
U

<A{Q/£n2

<M +
( Hw—flln ?
U
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Berechne das 2. Integral:

dé Subst.:
J g = & - dy

dy
o
on2y|n—2
K(0,1)
dy

)

= > / —
lyl"=2

K(0,1)
Berechne nun das 1. Integral mit Substitution £ =x +§ - y:
d
52 / Y _ const - 62

[y~
K(0,3/2)

Sei nun & > 0 und & > 0 so, dafl const - 62 < £/2 ist:
u(z) —u(a) =v(z) —v(a) + w(x) — w(a)
lv(z) —v(a)| < e/2 fir ||z —al| < 6/2
lw(z) —w(a)| <e/2 fir ||z —al| <o <d/2
= |u(z) —u(a)| < ¢ fir ||z —al| < 4.

zu (c):

tu= [0 (o) o=
E

=0 fiir alle &

denn es ist
1 n n "
A = — (z, —&)2=0.
R NS

10.8 Das eindimensionale Lebesgue-Integral

In diesem Abschnitt ist immer f: [a,b] — IR und

/f(m)dac ::/bf(m)dx.

[a,b]
Zur Wiederholung: Wenn f’ € R([a, b]) ist, dann gilt

10.8.1 Satz

Ist f monoton wachsend (fallend), so ist f fast iiberall differenzierbar und fiir das Lebesgueintegral
gilt:
b

/ (@) de < £(b) — f(a)

a

(beziehungsweise >).
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Beweis: Spéter in 10.8.3.

10.8.2 Hilfssatz (Sunrise-Lemma)
(nach Riesz) Sei g: [a,b] — IR stetig und
E={z € (a,b): esex. &>z mit g(&) > g(x)}.
Behauptung: E ist offen, also E = ij(ak, bi.) oder = () und g(ax) = g(bx), auBer, wenn aj, = a ist.

Dort gilt nur: g(ag) < g(bg).

Beweis: Sei z € E und dazu £ > 2 mit g(§) > g(x). Es existiert ein § > 0 mit: Ist |2 — 2| < d, so
gilt: 2’ < £ und g(2’) < g(&) (wegen der Stetigkeit).
Also ist (z — 0,2+ d) N (a,b) C E, E ist offen. Damit ist E = | J(ax, b)-

k

Zeige noch, dafl g(ax) = g(by) ist:

1. Sei ay > 0. Dann ist g(ax) > g(bg), sonst wére nédmlich ay € E
(sonst: g(ag) < g(by) fiir ar, < by, = ap € E).

2. Sei z € (ax, b;) und 2’ definiert durch:
g(z") = max{g(t): x <t < by}
Wen z/ < by ist, existiert ein & > by mit g(§) > g(a’), weil 2/ € E und ¢(z') maximal
ist. Damit ware dann g(¢) > g(2’) > ¢g(br) und damit b, € E. WIDERSPRUCH! Also ist
g(z) < g(2') = g(by). Fir x — ay, gilt dann:
g(ax) < g(bk)-

Zusammen ist also g(ax) = g(bg).

10.8.3 Beweis zu 10.8.1

Sei f: [a,b] — IR monoton wachsend.
Behauptung 1: f ist fast iberall in [a, b] differenzierbar.

Beweis: Sei x € (a,b). Setze

p e SR )
h—0+ h

A= fim JEER = F@)
h—0+ h

Dies ist die rechtsseitige obere, bzw. untere Ableitung.

Definiere analog (mit h — 0—) die linksseitige obere/untere Ableitung A, und A\,. f'(z) existiert
nun genau dann, wenn Ay = Ay = A\, = A, < 00 ist.

Da f monoton wachsend ist, sind Ay, ..., A, > 0. Zeige noch in 3 Schritten:

1.) A, < +oo fast tiberall.

2.) A, < A fast iiberall.
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3.) Ay < )\, fast iiberall.

Zusammen folgt dann:
Ay < A <A < X <) < 0 fast tiberall,

d. h. f ist fast tiberall differenzierbar.
1.) Esist
Ew ={z€(a,b): A, =400} C{x € (a,b): A, >n} =E,

fiir alle n € IN.
Sei x € E,. Dann existiert ein £ =z + h > x mit

f(&) = f(z)
E—x

> n,

d. h.
f€)—n-&>flx)—n-z.
=:9(¢) =ig(x)
Mit dem Sunrise-Lemma folgt damit: E,, |J(a, br) mit g(ar) < g(bg). Daraus folgt:
flar) = f(bx) < n(a — bi)

(b — 1) < (7w = Flax)).

Summiere auf:

Sk —ar) < = 3 F(b) — Flaw)

k k
< —(f(b) = f(a))

< e fir n > ng.

Damit ist m(Es) < m(Ey) < € fir n > ng, also ist m(Fs) = 0 und damit A, < +oo fast
iberall.

2.) Setze
E.g={z€(a,b): A, >d>c> N}

und
E={z € (a,b): A, > N\} = U E.q.

0<c<d rational

F ist eine abzahlbare Vereinigung.
Zeige: m(E. 4) = 0, also m(E) = 0.
Sei x € E, 4: Es existiert ein { < x mit

f(&) = flx)
[ <c
Setze g(x) = f(x) — ¢ x. Dann gilt:
9(&) < g(x)

und mit dem Hilfssatz (Sunrise-Lemma) folgt dann:
Eca € U(ak, bx) mit g(bx) = g(ax) oder
k

c(by, —ax) = f(bx) — f(ar).
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Sei nun z € (ag,by), v € Ecq:

Es existiert £ > z, £ € (a,b) mit: g(z) := f(z) — dx: g(&) > g(z).
Hilfssatz, angewandt auf [ag, by]:

= Eea N (ak, br) © LEJ(%N%) mit g(ax,) = g(bk,),

d. h. d(bkg — akg) = f(bké) — f(akz). Setze

Es ist

m(S1) = > ) (bk, —ar,) = %Z <Z f(br,) — f(akz))
PR !

L

<f(br)—f(ar)=c(br—ay)

mit Ell = U(ak,bk).
k
Zusammen: (1) E. 4 C ¥} und E C ¥,

m(31) <gq- m(a’l).

Wiederhole (1), angewandt auf die Teilintervalle von ;.
Erhalte ¥, 2,2 mit Ec,d C Yo,

m(Xz) < q-m(3)
¥ C %y

und damit
m(S2) < ¢ m()).

Allgemein erhélt man mit Induktion 3, ¥/ mit
m(3n) < q-m(3)
E;L g Zn—l
Ec,d - Z:n

Also gilt fiir jedes n

m(Eeq) <m(S,) < ¢" - m(X])

s —=

<q"-(b—a) <efirn>ng.
Damit ist m(E.4) = 0, also auch m(E) =0 und A, < )\, fast {iberall.

3.) analog zu 2.)

Behauptung 2: Ist f: [a,b] — IR stetig, wachsend, so gilt fir das L-Integral

b

/ f'(2)dz < £(b) — f(a).

a
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Beweis: Setze

fr ist mefbar.
Es ist fast iiberall

Jim fi(z) = f'(2).

Also ist f" meBbar (Setze f' = 0, wo die Ableitung nicht existiert).

Dann ist
b r b . b
0§/fk(:n)d:n:k: /f<x+k> da:/f(:c)d:c]

. b+1/k b

=k / f(x)dx—/f(a:)d:c
la+1/k a
faa—H/k f(z)dx bb+1/k f(x)dx

R

= —fa) + f ).

Dabei ist ® eine frithere Aufgabe.
Es gilt also

b
/ fulw) dz — [(b) — f(a).

Mit dem Lemma von Fatou gilt dann: f’ € L und

b b
/f'(:v) dzx < kh—>nolo fe(z)dz = f(b) — f(a).
10.8.4 Beispiel

(Aufgabenblatt) Zu jeder Nullmenge N C (a,b)
gibt es eine stetige und wachsende Funktion f: [a,b] — IR mit
flxz+h) - f(x)

y
heo h T

fir x € N.

Konstruktion: Es gibt Intervalle I mit

Zm([k) <1, N C U I, fir alle n
k k=n

f@) = mI N [a.a])
k=1

hat alle Eigenschaften.
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10.8.5 Beispiel einer stetigen, streng wachsenden Funktion mit Ableitung 0

Gesucht ist eine Funktion f: [0,1] — [0,1] mit f'(z) = 0 fast tiberall, f ist stetig, f(0) = 0 und

{((c}rzstrji.ere eine Folge (f,) mit f,: [0,1] — [0,1]. Dabei soll f, auf jedem Teilintervall I}’ =
[k-27", (k+1)-27"] linear sein. Fiir n = 0 wird fy(z) = = gesetzt. Konstruiere nun f,. Es ist
Iy = ISJ tu 13#1
Setze in k-27" und (k + 1) - 27", den Endpunkten von I}
fnt1 = fn-
Im Mittelpunkt (2k-+1)-27"~! (dies ist der rechte Mittelpunkt voon Ig,j ! bzw. der linke Endpunkt

n+1\ :
von I ) ist

Fa (254 1) 2707 = S fuk 27 4 2 (k1) 27,

Zwischen diesen Punkten wird f,,+1 linear deﬁmert.
Alle f,, sind stetig und streng wachsend.

(a) f(z):= lim f,(x) existiert punktweise und ist schwach wachsend.

Da fp(z) < fo41(x) < 1 ist, existiert f(x).
Da f, monoton ist, ist auch f monoton, aber nicht unbedingt streng monoton.

(b) f ist streng monoton wachsend: Sei 0 < x < y < 1. Wahle k und n so, daf§

r<k-27"
>(k+1)-27
Dann ist
@) < flk-27") = fuk - 27" < fu((E+1)271) = f(k+1)27") < f(y).

(c) Sei I} = [, Bn] geschachtelt, d. h. I} 2 Ig“‘l . Dann ist

0 < f(Bnt1) — flans1) (10.4)

_ 2f(an) + 2f(Bn) — f(ow) im linken Intervall (105)
f(Bn) — %f( n) — 3f(ﬁn) im rechten Intervall '

_ %(f(ﬁn) — f(ay)) im linken Intervall 106)
% (f(Bn) — f(ca)) 1im rechten Intervall )

< 2(7(8) ~ flon). 10

(d) Stetigkeit in x € [0,1]: Sei x € (ap, Bn] U [Bn,Yn) mit oy, = ky - 27", B, = (kp, +1) - 27" und

Yo = (kn+2)-27"
Sei € > 0: Wahle n so, dafl
2 n

Setze I = (ay, Bp). Sei nun y € I:

[f(z) = fy)| <
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(e) Nach dem Satz existiert f’ fast iiberall. Zeige nun: f’(x) = 0 dort, wo f’ existiert.

J () = F(oner) _ f(Bn) = flom) <2‘ <1 ., 1>>

Bn+1 — Qny1 Bn — oy 2 6
= M . (1 + 1)
5n — Qp 3 .

Wenn f/(z) existiert mit x € [, 3,], dann ist

n—1
F(z) = lim £0) = F(0n) 1od Jim T <1+ 15k>
k=0

e A, 3
mit € = 1 oder ¢, = —1. Setze
n—1 1
Pp = H <1 + 35k> und p = nlggop”'
k=0
p existiert genau dann, wenn p = 0 ist. Annahme p > 0:
Dann ist (1+%€n):%—>%:1fﬁrn—>oo.

Damit ist €, — 0 fiir n — co. WIDERSPRUCH! Also ist f/(z) = 0 fast iiberall.

10.8.6 Satz

Seien fi: [a,b] — IR stetig, monoton wachsend und
f@)=>" fulx)
k=0

sei konvergent in [a, b].
Dann ist f stetig, wachsend und es ist fast iiberall

fi(x) =" fila).
k=0

o0

Beweis: Sei OBdA f,(a) =0 (sonst betrachte > (fx(z) — fr(a)). Setze
k=0

sn(@) =Y fula)
k=0

(e 9]

k=n+1

f ist monoton wachsend (klar).
0 < rp(x) <ry(b) — 0 fiir n — oo.
Also liegt gleichméaBige Konvergenz vor und damit ist f stetig.
Sei
E = {x: f'(x) oder eine Ableitung f; (x) existiert nicht.

E ist Nullmenge. Sei = € [a,b] \ E. Dann konvergiert die Reihe

> filw),
k=0
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&
da s7,(x) < s), 1 (x) < f'(x) ist.
Dabei gilt ®, da f = s, + 7, und damit f' = s/, + r, > s/ ist.
~—

n

>0
Wahle ny so, daf3

WE

(f(5) = 50, (b))
—_——

Tny, (b)

B
Il

1

konvergiert. Dann konvergiert die Reihe

gleichméfig, da

konvergiert wie ) s} ().
Also ist sy, (v) — f'(2) fiir & — oo und damit x7,(z) — f'(z), da ((s,,(2)) 1).

10.8.7 Definition: absolute Stetigkeit

Eine Funktion F': [a,b] — IR heifit absolut stetig, wenn es zu jedem & > 0 ein ¢ > 0 gilt mit:
Sind (ag, bx) C [a,b] fur k = 1,...,n paarweise disjunkt mit

> ok —ar) <6,

k=1

dann gilt

> P (by) — Flag)| < e.
k=1

10.8.8 Beispiele und Bemerkungen

(a) Absolut stetige Funktionen sind stetig.

(b) Funktionen der Form
Fo) = [ 10

mit f € L([a,b]) sind absolut stetig.

(c) Absolut stetige Funktionen sind von endlicher Variation, also insbesondere existiert F’ fast
iberall.

(d) Wenn F absolut stetig ist, gibt es Fy, F», beide wachsend und absolut stetig, mit F' = F} — Fb.
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Beweis:

(a)
(b)

310

Gilt nach Definition der absoluten Stetigkeit mit n = 1.

Setze
E = J(ax, br)-
k
Es ist
m(E) =Y (by — ax) < 6.
Damit ist

> |F(bi) — Fag) SZ/U )| dt
k=1

—/\f(t)]dt<a.
E

@ gilt wegen der absoluten Stetigkeit des L-Integrals (10.5.15 auf Seite 284).

Zu e = 1 existiert ein § mit ... (Definition).
Wahle n € IN mit I’TT“ <n.
Sei Z Zerlegung von [a, b]:

(a+j-hya+(j+1)-h)\ Z = (a1,a2) U (ag,as3) U---U (am,bm)

Z(ak — ak_l) =h<d
k=1

= ) _|F(ax) — Flag-1)] < 1.
=2

Fiir jedes 7 =0,...,n — 1 gilt:

=var(F,Z) <n

= VY(F) <n.

In AnaAvysis II wurde gezeigt, daB sich F', eine Funktion von endlicher Variation, folgender-

maflen darstellen 148t:

Dabei ist p die positive und n die negative Variation:
— +. :
sup{z F(xgp—1))": {xo,...,Tm} ist Zerlegung von [a, x|}

Zeige: p ist absolut stetig.
Sei € > 0 und dazu § > 0 aus der absoluten Stetigkeit von F'.
Zerlegung {xo, ...,z } von [a,b] mit

b) <e+ > (F(zx) — Flzr-1)".
k=1
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Seien (a1,b1),..., (as,bs) C [a,b] paarweise disjunkt mit

Zbk —ay < 9.
k=1

Es ist
Zy, = ((ag, br) N Z) U {ay, b} = {t6, tF,... .t} }
und damit:
5 ANATI Sk
S opr) —plar) < DD (F(H)-FE )" +e
k:1\_;’0_/ k=1 j=1
B s
< DS IFEH) - FEE )| +e.
k=1 j=1
(t§—17 t;“) sind disjunkt fiir alle j und k,

-tk )= bp—ap<s
k

j7k

s

Z(p(bk) —plag)) < e+¢e = 2e.

k=1

Also ist p absolut stetig.

10.8.9 Hauptsatz

F: [a,b] — IR ist genau dann absolut stetig, wenn fiir das Lebesgue-Integral
F(z) = F(a) + /f(t) dt

mit f € L([a,b]) ist. Es gilt: F'(x) = f(x) fast {iberall.

Beweis: Sei OBdA F monoton wachsend, bzw. f > 0 iiberall.

we="" Sei N
F(x) = F(a) +/f(t) dt

mt f € Lund f > 0.

F ist wachsend und absolut stetig (siehe Beispiel (b)).

Zeige noch: F'(x) = f(x) fast {iberall.

Zuerst: f € LT, es existiert eine Folge (o) von Treppenfunktionen mit 5, < ¢ri1, pp — f
fast iiberall.

Setze
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Es ist @} (z) = ¢x(X) aufler in den Sprungstellen (ANALYSIS I).
Mit ®¢(z) = 0 ist dann:

D (Rp(z) = Bpoi(2) = lim Op(2)

k:1 n—oo
+/f(t) dt = F(z).

By () — iy (x) = /wk() pra (1) dt > 0.

Vv Vv
monoton a >0
wachsende Funktion

Auflerdem ist

Damit gilt dann:

(Ph(x) — @1 (2))

Iz
Mg

F'(z) 3

B
Il
—_

&
M8

(or(z) — pr-1(x)) = Jim_ oy

B
Il
—

(o)
=
—~~
8
N~—

»=“ Sei F absolut stetig und monoton.
F’ existiert fast iiberall und es ist F’ > 0.
Es wurde schon gezeigt, dal I’ integrierbar ist mit

b
F(b) - Fla) > / F/(#) dt.

Setze

O(x) := /F'(t) dt.

h(z) := F(x) — ®(z) ist als Differenz zweier absolut stetiger Funktionen absolut stetig und
monoton wachsen, denn fiir a < z < y < b gilt:

Nach dem 1. Teil des Beweises ist
= f' —® = F' — F' = 0 fast iiberall.
Zeige noch, dafl h konstant ist. Setze
N = {z: h/(x) existiert oder ist grofer als 0}.

N ist Nullmenge. Sei € > 0. Dazu gehore aus der absoluten Stetigkeit von h ein é > 0. Dann
existieren (o, 3,) mit

N < (e, 8)
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und

Zﬁy—ay<5.

Fiir n € IN gilt (mit der absoluten Stetigkeit von h):

Zﬁu Oé,/<(5:>ZhﬂV* 1/
Fir n — oo gilt:

Zhﬂu_ V_

m(h<Lyjau,ﬂy>><Zhﬁy — h(ay,) <

Sei x € (a,b) \ N = E. Dann existiert ein £ > x mit

h(§) — h(x)
E—1x

da h/(z) = 0 ist. Also existiert ein £ > x mit

Daraus folgt:

<e,

h(§)—e-&>h(z) —e-x.

Nach dem Sunrise-Lemma gilt dann:

E = U ak,bk
k

mit

h(ak) —E&-ar = h(bk) — & bk

h(bk) — h(ak) = e (br — ak)

Al ) € a0} U ) 5 U Ut

und

<e+elb—a).
Also ist m(h([a,b])) = 0 =m([h(a), h(b)]).

)
Also ist h(a) = h(b), d. h h ist konstant (h ist monoton wachsend).

10.8.10 Folgerungen aus dem Hauptsatz
Folgerung 1: Absolut stetige Funktionen sind nullmengentreu, d. h.

m(N)=0 = m(F(N))=0.

Folgerung 2: Ist F' stetig und von endlicher Variation auf [a,b], so ist F' = ® + G mit absolut
stetigem ® und G von endlicher Variation mit G’ = 0 fast tiberall.
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Beweis:

Folgerung 1: Als Aufgabe:
m(F(N)) < /\F’(x)]dx =0.
N

Folgerung 2: (Beweis des Hauptsatzes)
F’ existiert fast iiberall, F’ € L([a,b]) und

O(z) = /F’(t) dt

ist absolut stetig.
G := F — ® ist von endlicher Variation und G’ = F/ — &' = ( fast iiberall.
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