11 Vektoranalysis

1

11.1 Der GauBsche Integralsatz im IR?

11.1.1 Definition: Normalbereich

Ein y-Normalbereich B C IR? ist eine Menge

B={(z,y):a<x<b, o(z) <y <)}

wobei ¢ und 1 stiickweise C! sind, sowie ¢(z) < 9(z) in (a,b) ist. B wird als geschlossene Kurve

aufgefaf3t. Dabei ist

11.1.2 Integralsatz von Gaul3

Y1t

Y2

V3

Y4:

Y1+ Y2 — Y3 — V4

Sei B ein xy-Normalbereich, u,v: B — IR seien stetig und u;, v, seien stetig und beschrénkt in

B°. Dann gilt:

/(u$+vy)d(x,y) = /udy—vdx

B

Beweis

b [ (=)

oB

/vyd(:r,y) :/ / vy(x,y) dy d:r:/bv(x,w(x))da:—

B o \e(2)

-3
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/

v(z, p(z)) de
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11 Vektoranalysis

Auflerdem ist

¥(b)
/v(x,y)d;v = / v(b,t)-0dt =0= /U(l’,y)dl’ =0.
72 »(b) 4
Zusammen gilt also:
/vy d(z,y) = /—Uda:.
B oB
Genauso wird gezeigt, dafl
[ dta) = [udy
B oB

ist.v’

11.1.3 Bemerkungen

(a) Der Satz von Gauf} gilt fiir Normalbereiche B = B; U Ba U - - - U By, mit xy-Normalbereichen
Bj, wobei B} N B)) = () fiir j # k ist.

(b) Sei f = <Z> ein Vektorfeld. Dann heifit

div f = u, + vy
Divergenz von f.

(c) OB sei parametrisiert nach der Bogenlénge:
x <I>(s)> .
= , 0<s<L(0OB) = Léange von 0B
<y> <\I/ ( 8) ( ) g
Es ist dabei
(@'(s)” + (¥'(s))" =1
(auBer fiir endlich viele s).
Der Tangentialvektor von 0B an der Stelle sqg ist

()

An dieser Stelle gilt fiir den Normalenvektor v:

= () =

Damit ist dann:

L(0B)
/udy—vdm— / (u~\I/’—v-<I>’)ds
B 0

L(0B)

= f-vds
0

(d) Divergenzsatz (Zusammenfassung von (b) und (c)):

/divfd(x,y):/u-fds

B oB
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11.1 Der GauBsche Integralsatz im IR?

11.1.4 Folgerung: Flache eines Normalbereiches

Ein Normalbereich hat das Maf

1
m(B):/xdy:—/ydx:Q/xdy—ydaz

OB OB 0B
Beweis: Wahle )
T 0 T
f= <0> oder <y) oder B (y)
Fir alle diese Funktionen ist
div f = 1.
Deshalb ist
TMB%=/1ﬂ%y[/$@=D~
B OB

11.1.5 Beispiel: Flache einer Ellipse

Zu berechnen sei die Fliache einer Ellipse

22 2
B:{(a:,y):az—kbzﬁl}.

Fiir den Rand der Ellipse gilt:

2 2
T+l
a b2
Setze fur 0 < ¢ <27
T = acost
= bsint.
Es ist dann
1
m(B) = [ 5(edy—yio)
OB
27

1
= 2/acost ~bcost —bsint - a(—sint) dt

27
1
0
L b-2 b
= —-Qq- 2m=Tm-qQ-
2

11.1.6 Leibnizsche Sektorformel

Sei S ein Sektor, der von einem C!-Jordanbogen « begrenzt wird (siehe Abbildung 11.1) Es ist
dann:

1
m(S) = 2/a:dy—ydx

v
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11 Vektoranalysis

0 € IR?

Abbildung 11.1: Sektor im IR? zur Verdeutlichung der Leibnizschen Sektorformel

Beweis: falls S Normalbereich:
9S = 0a + v + b0

(ac) = <a1t>’ mit 0 <¢<1und a= (a1>'
Y ast a2

xdy —ydr = aytag dt — asta; dt = 0dt

jm(S):/;(:cdyydaz):/;(:pdyyd@

0B Y

Fir die Strecke Oa gilt

Damit ist dann:

11.1.7 Beispiel zu Gau3
Sei D C IR? ein Gebiet und seien u,v € C1(D).
Zusatzlich sollen die Cauchy-Riemann-Gleichungen gelten:

Uy =vy und uy = —v,

= Uy —vy =0

Sei nun B C D Normalbereich.
Dann folgt mit Gauf} fiir v und —wv:

0:/(u$—vy)d(x,y):/udy—l—vdx

B OB

und fur v und u:

0= /(vw—l—uy)d(aﬁ,y) = /vdy—udaﬁ
B OB
Setze nun z = x 4 iy und
f(z) = u(z,y) +1-v(z,y).
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11.1 Der GauBsche Integralsatz im IR?

f heit differenzierbar in z, wenn fiir h € C

i D = ()
h—0 h

= f'(2)

existiert.
f heiBt holomorph, wenn f im gesamten Definitionsbereich differenzierbar ist. f diffbar = Cauchy-
Riemann gilt (Aufgabe). Beschreibe den Rand von B mit

OB: (Zj) = (%;) a<t<b.

2= lt) +i- (1)

Komplex ist dann:

/f(z)dz = /(u—i—iv)(cp'-i—il/}’)dt
0B

0B

b b
:/(ugo’—mb’)dt%—i/(uw’%-vgo') dt
:/udm—vdy+i/udy+vd$=0

0B 0B

(Cauchy’scher Integralsatz)

11.1.8 Die Greenschen Formeln
Sei D C IR? ein Gebiet, B C D ein Normalbereich und u,v: D — IR. Dann gelten
1. (u € CYD), v e C¥D))

/(uAv + (gradu) - (gradv)) d(z,y) = /ugz ds
B OB
2. (u,v € C*(D))
/(uAv —vAu)d(z,y) = / <ugz - v?jj) ds
B OB

mit dem Laplace-Operator A:
AU 1= Uy + Uyy

und v, der dufleren Normalen von 0B.

Beweis

1. Setze
U - Uy
/= <“ : Uy) '

div f = (uvg)z + (uvy)y = UgUy + W0zy + Uyvy + Uy,

= ulv + (gradu) - (grad v)

Dann ist
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11 Vektoranalysis

Mit v = (Vl) gilt dann:
V2
frv=ulvy -vi+vy- 1)
=u- (gradv) - v
ov, . .
= u - — (Richtungsableitung)
ov
Gaufischen Satz anwenden:v’

2. Folgt aus 1.: v und v vertauschen, dann beide Integrale voneinander abziehen.

11.1.9 Definition: harmonisch, Potentialfunktion

u € C%(D) heiBt harmonisch oder Potentialfunktion, wenn Au = 0 in D.

11.1.10 GauBsche Mittelwertformel

Sei u harmonisch in D, (zg,y0) € D. Dann gilt

2T
1
u(zo,yo) = o /u(mo + rcosf,yg + rsinf) df
™
0
fir 0 < r < ro(zo, yo)-
Beweis: Sei OBdA (zg,y0) = (0,0):
2. Greensche Formel fiir v = 1:
Ou , _
o
0B

Setze B = K(0,r): Dann ist

Fiir den Normalenvektor gilt:

Mit ds = r df gilt dann:
2m

0:/(ux-c039+uy-sin9) |ty (7 cos B, rsinf)

0
2m
O—/au(rcose rsinf) df
) or ’
0

2
= ai/u(rcosﬁ,rsin@) de

0
2

= /u(rcos@,rsinﬁ) df = const fir 0 <r <y
0
Fiir r — 0 geht das Integral gegen u(0,0) - 27.
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11.1.11 Minimum- Maximum-Prinzip
Ist u stetig in D und harmonisch in D, so ist u konstant oder

inu < fii D.
min u u(z,y) < max v fir (x,y) €

Beweis: Fiir max. (Fiir min betrachte —u): Setze

M = maxu
D

A={(z,y) € D: u(z,y) = M}
B=D—-A={(z,y) € D: u(z,y) < M}

B ist offen, da u stetig ist.
Sei nun (zg, yo) € A:

M = u(zo, yo)
2
= 217T/u(:c0+rcosf7yo+rsin0 do fir 0 <r <rg
0 <M
<M

Da w stetig ist, gilt fiir 0 <0 <27, 0 <71 < 7g:
u(zo +rcosb,yo + rsinf) = M.

Das heifit, daBl K((xo,y0),70) C A, A offen.

Da AN B = () und D zusammenhingend, folgt:
= 1. Alternative: A=0, B=D: u < M in D.
= 2. Alternative: B=0, A= D: u= M in D.

11.2 Flichen im R?
11.2.1 Definition: Vektorprodukt

Fiir a,b € IR?,
ay by
a = a9 y b= b2
as bs

heif3t

asbs — azby
axb= a3b1 — a1b3
a1by — agby

Vektorprodukt oder Kreuzprodukt.
Mit den Einheitsvektoren e!, e und e ist

az bo

1 2 3
axb:a3 b3e—a3 b3€+a2 er.
Symbolisch geschrieben:
et a1 b
axb=1e2 ay by
63 as b3

11.2 Flichen im IR3
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11 Vektoranalysis

11.2.2 Bemerkungen/Regeln

Seien a,b,c € R3, \, 1 € IR.

(a) axb=—-bxa.

(b) (Aa+ ub) x ¢ = Aa x ¢) + u(b x c).

(c) ax (bxc)=(a-c)b—(a-b)c.
)

(d
ap by

(axb)-c=lay by co| =det(a,b,c).
az by c3

() axb=0 <= a,b sind linear abhéngig.
(f) a x b ist orthogonal zu a und b, also auch zu

E={ a+ub: \,uecR}.

(g) Seien a und b linear unabhéngig und
P={Xa+pub: 0< A pu<1}
das von a und b aufgespannte Parallelotop. Dann ist

det(a, b, a x b) =3-dimensionales Volumen von
{da+pb+rv(axb): 0 <\ u,v<1}

=Fliiche von P = ||a x b||*.

Damit ist

det(a,b,a x b) = (a x b) - (a x b) = ||a x b))
und
Flache von P = ||a x b||
11.2.3 Def.: Parameterdarstellung eines Flachenstiicks

Sei D C IR? ein beschrinktes Gebiet, ®: D — IR? heifit Parameterdarstellung des Flichenstiicks
®(D), wenn gilt:

1) @ ist stetig differenzierbar, rg ® = 2 {iberall,
2) @ ist injektiv.
Die Ebene durch den Punkt ®(u,v),

= ®(u,v) + APy (u,v) + pu@y(u,v): A\, u € R

ISEENS .

heifit Tangentialebene im Punkt ®(u,v).

P, x D,
V=
[ @y X Dy

ist der Normalenvektor an ®(D). v steht senkrecht auf der Tangentialebene.

322



11.2.4 Explizite Flache

w2 = o(z,y)“ Sei ¢ € CY(D), ¢: D — R.
Setze

Es ist dann

und
1 ~Pu
V= ———= =9y | .
V1It+el + 3 1
11.2.5 Mantelflache

~ sei ein ebener Jordanbogen mit

ist injektiv, ¢, € C'([a,b]).
Seien a, 3: (a,b) — R, C!, a < .
Wahle
D ={(s,t):a<s<b a(s)<t<ps)}

und die Parameterdarstellung

¢ 0 P'(s)
Py xPy= | | x|[0] =|-¢(s)].
(0)-¢)-0)

mit

11.2.6 Rotationsflache

11.2 Flichen im IR3

S =r(x)“ Seir: (a,b) — (0,00) stetig differenzierbar. Rotiere den Graphen von r um die z-Achse.

Waihle

D={(t0):a<t<b 0<8<2r}CIR%.

Dann ist

t
O(t,0) = (r(t) cos 9)
r(t)sin@
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11 Vektoranalysis

die Parameterdarstellung einer Rotationsflache mit

1 0 r(t) - r'(¢)
Oy x Py = | r'(t)cosh | x | —r(t)sinf | = | —r(t)cosb
r'(t) sin 6 r(t) cos —r(t)sin 6

11.2.7 Satz

Stellen ®: D — IR? und ¥: G — IR3 dasselbe Flichenstiick F = ®(D) = ¥(G) dar, dann gibt
es einen Diffeomorphismus h: D — G (h injektiv, C! und h=! ebenfalls injektiv und C!) mit
®=WVoh.

Beweis: Definiere h = U~! o W. Zeige: h € C1.
Es ist rg ¥/ = 2. Sei (sg,t0) € G: Dann gilt z. B.

o, v,
det & @ ;é 0 in (So,to).
ot ot

Setze
_ (B —
() ()

¥ hat Umkehrfunktion in einer Umgebung von W(sq, o) = (uo, vo)-

T st O (Satz uber die Umkehrfunktion bei mehreren Veranderlichen).
T ' 0 ist C1 in einer Umgebung von (ug, vo).

Es gilt: h = T 'odin Umgebung von (ug, vo)-

Es ist ® = ¥ o h nach Definition.

¢ =Vi0h | = = =1 =
(1)2_\1120h}®—\110h,h—\11 od
q)g:\l’goh

Dasselbe fiir h~! = &~ o U, also ist auch A~ in C'.

11.2.8 Zusatz
Es gilt:
O, x P, = (Vs x ¥;)oh-deth'.
Beweis: Esist ® = WVoh.
Damit ist ® = U o h - h'. Setze

O = (B, D) = (a,b)
U = (U, ¥,;) =: (c,d)

und
B = <Cll ClQ) .
C21 €22
Dabei sei
ai
a = a9 s
a3
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11.2 Flichen im IR3

Damit ist

a = ciic+ cad

b = ciac + c22d
Daraus folgt dann:

P, xP,=axb= 011622(0 X d) + 621612(d X C)

€11 C12

X d
21 €22 (e )

= (c11622 — e21012) (e x d) =

11.2.9 Definition: Flachenintegral, Oberflache

Ist F ein Flachenstiick und f: F — IR stetig, so heifit

/f@;i/ﬂ¢wwm@ux@¢a%m
F D

Oberflichenintegral von f iiber F, und

/@:ﬂ%x%mmm
D

f

die Oberflache von F (Flacheninhalt).

11.2.10 Satz

Die Definition von
/ fdo
]:

ist unabhangig von der Parameterdarstellung ®.

Beweis: Seien ®: D — F und ¥: G — F zwei Darstellungen von F. Es ist dann ® = ¥ o A und
P, x Py = (Vs x U;)oh-deth'.

Damit ist
@4 x @yl = [(¥ x ) o A - |det |

und mit der Transformationsformel gilt:

/ F(®(0)[| @0 % Dy | d(u, 0)
D

/f(\I/(h(u,v))) (W x ) o h(u, )| - |det B (u,v)| d(u,v)
D

/ FOU(s, )Ty % T, | ds, 1)

G
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11 Vektoranalysis

11.2.11 Beispiele
Explizite Flache: Sei z = o(z,%), p € C}(D). Dann ist

[ rdo= [ 5w ole )1+ (eulo )+ (o) fe,0)? o)
F D

Konkret: Oberflache der nordlichen Halbkugel: Setze

z2=+/1—a%2—9y?2

fiir
(z,y) € D = {(z,y) e R*: 2* +¢* < 1}.

Damit gilt dann:

Polarkoordinaten: 1 27
= T =r1rcost :// 1 rdo dr
2
Yy =rsint 00 V1—r2

2770/1 ﬁr_ﬂ dr = 2w (—m>

Rotationsflache: r = r(z):

b 27

/fdo = //f(t,r(t) cos B, r(t)sin@)r(t) - /1 + (r'(t))% db dt
F a 0

Mantelflache:
B(s)

b
/ fdo = / F((s), (), VT + (@(3)2 - @())2 dt ds
f

a afs)

z. B. Torus:

AW
NG

Darstellung der Kreislinie: (z — R)? + 22 =%, y = 0.
Polarkoordinaten der Kreislinie:

=R+ rcosé
y:
z=17rsinf
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11.2 Flichen im IR3

Darstellung des Torus:

x (R4 rcosf) -cose
@, p)=|y| =] (R+rcosh)- sing
z rsinf
mit 0 < ¢ < 27 und 0 < 0 < 27. Dann ist
—rsinf - cos ¢ (R+rcosf)(—sinp)
Py x &, = [ —rsinf-sinp | x [ (R4 rcosb)(cosp)
r cos 0 0

—r(R+rcosf)cosf - cosp
= | r(R+rcosf)cosf-siny
r(R+rcosf)sinf - (—1)

|Pg x Pyl =r(R+rcosh) -1
Fiir die Oberflache gilt dann:

21 2w

Oberflache = / /r(R + rcosf)df dy
00
27
=2r|2r-r-R+ r/cosﬁd@ = (27R)(27r)
0

11.2.12 Bemerkungen
(a)

f/fdo

heifit auch nichtorientiertes Flachenintegral.

(b) Sei F ein Flichenstiick, ®: D — F, v = rg=ger.

)

g: F — IR3 sei Vektorfeld mit g = (g1, g2, 93

/g-vdo

F

ist wohldefiniert und ist das orientierte Flachenintegral.
Sei jetzt ¥: G — F eine zweite Darstellung der Flache mit ® = W o h, h: D — G ist Diffeo-
morphismus und es gilt
P, x D, = (Vs x Uy)og-deth
d, x &, U, x U, det b’

1@ x @]~ [0 < 0] det 7]

——
=+1 oder —1 iiberall

Das heifit, dal das Vorzeichen von v von ® abhangt.

(c) Sind Fi, ..., Fm Fliachenstiicke mit F; N Fy, = O fiir j # k, so setzt man

/ fdo::i/fdo.

F1U-UFm I=lF;
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11 Vektoranalysis

11.3 Integralsitze (GauB, Stokes) im IR’

11.3.1 Definition/Motivation

Ein z-Normalbereich B C IR? ist eine Menge der Form

B ={(v,y,2): p(x,y) <z <Y(z,y), (v,y) € D}

mit einem Gebiet D C IR?, das von einer stiickweise C'-Kurve berandet ist und mit stetig diffe-
renzierbaren ¢,v: D — IR, o(z,y) < ¥ (z,y) in D und ¢, stetig in D.
Der Rand 0B wird aufgefafit als Vereinigung von drei Fléchenstiicken: dem Mantel, dem Boden
und dem Deckel.
Der Mantel M ist

M ={(z,y,2): (x,y) € 9D, p(x,y) <z <(z,y)}.

Die Normale v am Mantel ist

Der Boden F,, ist
Fy = {(z,y,0(x,9)): (v,y) € D}.

Die Normale v am Boden ist

1 (7, 9)
——| wy(z,y)
VItei+ep \ -1

Fo = {(ﬂs,y,¢($,y)): ($,y) GD}

UV =

Der Deckel F, ist

Die Normale v am Deckel ist

—— | —y(z,)
/19242 1

Sei nun w: B — IR stetig, w, stetig in B und beschrinkt. Dann ist

V=

p(z,y)

[ st dey.) = / / w. dz | d(z,y)

B

w(a, g, (e, y)) diz, y) - / (., o(z,9)) d(z,y)

D

w(@,y, (2, y)) - vs - /1 + 92 + 7 d(z,y)
—/w<z,y>,w<x,y» ST+ 22+ g2 d(a,y)
D

w~1/3d0+/w-1/3d0+/w-y3do

Fy, M
————
=0, da v3=0

U\ U\

T—
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11.3 Integralsitze (GauB, Stokes) im IR?

= /w - v3do (Nach Definition)
OB

11.3.2 Integralsatz von GauB im IR?

/divfd(a:,y,z) :aéfw/do

B

Dabei gilt:
B C IR3 ist ein xyz-Normalbereich,
u
f = v | ist ein C'-Vektorfeld in B, stetig auf B,
w
Ug, Uy, W, seien beschrankt,
0B wird als Vereinigung von Fliachen aufgefafit, v =Normale zur Fliache 0B und

div f = uy + vy +w,
Beweis: ', siehe oben, fasse fiir alle drei Richtungen zusammen.

11.3.3 Bemerkung

1) Die Greenschen Formeln (siehe 11.1.8 auf der Seite 319) gelten auch hier
(mit Au = Ugy + Uyy + Uzz).

2) Der Gaufische Satz gilt fiir Normalbereiche, d. h. endliche disjunkte Vereinigung von xyz-Normal-

bereichen.

11.3.4 Bezeichnungen der Vektoranalysis

o a 0
v._<ax’8y7a2:)
Vu = (ug, uy,u,) = gradu
2 9 92
Af(wﬂn¢+&ﬂ
ON? [0\ [0\ )
a=vv=(z) +(5) < (5) =¥
ofi  Ofz 0Ofs

or "oy Tar oV

Der Nablaoperator:

Es ist

Der Laplaceoperator:
Formal gilt:

Die Divergenz von f:
div f =

Die Rotation von f:

_<5f3 Ofp 0f1 Ofs Of 3f1>
rot f =

Es ist



11 Vektoranalysis

11.3.5 Regeln

Sei u eine skalare Funktion, f ein Vektorfeld, definiert in D C IR3. Dann ist
L. rot(uf) = urot f + (Vu) x f fiir u, f € C.
2. rotgradu = 0 fiir u € C?.

3. divrot f = 0 fiir f € C?.

11.3.6 Satz: Lemma von Poincaré

Im Lemma von Poincaré (9.5.6 auf Seite 249) wurde gezeigt:
Im Sterngebiet D C IR3 besitzt ein C'-Vektorfeld genau dann eine Stammfunktion, wenn rot f = 0
ist.

11.3.7 Integralsatz von Stokes im IR?
Es ist
/(rotf) -vdo = /Pdm+Qdy—i—Rdz.

F OF

Dabei ist:
1. D C IR? Gebiet, ®: D — IR3, zweimal stetig differenzierbar, injektiv, rg & = 2
2. B C D, B Normalbereich
3. F = ®(B) Flache
4. OF := ®(0B) Kurve im R3
P

5. f = | Q| ist C'-Vektorfeld in einer offenen Menge U D F U OF.
R

Beweis: Sei 0B parametrisiert nach der Bogenlange:
u=p(s) 0 < s < Léange von 0B = L
v =1(s)

® habe die Koordinaten X, Y und Z:

Damit gilt fiir OF:

z = X(p(s),¢(s))
= Y(p(s),9(s))
2= Z(p(s),9(s))
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11.3 Integralsitze (GauB, Stokes) im IR?

Daraus folgt dann:

(mit ®: GauB im IR?).
Nach dem Satz von H. A. Schwarz gilt:

(PXv)u — (PXu)v = puXo — P Xy
Fiir den Gradienten von p gilt:

pu:Pqu+PyYu+PzZu
pv:Pva+PyY1)+PzZv

Damit gilt dann:

(PXo)u — (PXu)o = PuXo — P Xy
=PrY, X, -PY,X,+P.2,X, - P.Z,X,

_ Yo Xy Zy Xy
-5 w2 )
Zusammen gilt dann fiir das Integral:

/ Pds - / (PX0)u — (pX)o) d(u, 0)

oOF B

Y. Xu Zy Xy
:/Py <Yu Xv> + P, <Zv XU> d(u,v)

Gilt das ,,7%?
Sei
P, x P,

vy | = ———.
[y X Dy

Damit ist dann

F

/(_py Vst Pu- ) do = /(—Py Vst Pu ) - ||y x By d(u, v)
B
!

(=P, (@4 x By)3 + Po(®y x By)a) d(u,v)
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11 Vektoranalysis

Fiir &, x ¢, gilt:

el X, X,
O, x P, =2 Y, Y,
e Zu Z,
_ Yu Yv 1 u v| 2 Xu Xv 3
'ﬁ% 2 T2 2| v v |©
12 V3
d. h.: Das ,,7* gilt, wenn
_ u Xu
||(I)U X q)UH (_V?)) - }/:L) XU
und
_ u Xu
H(I)UX(I)UH'VQ_ Zv XU

Dies ist erfullt. v/
Zusammen gilt dann:

/Pd:v = /(—Pyl/g + P,v5) do

oF F
/Q@Z/P@W+@%MO
oOF F

/Rdz = /(—RIVQ + Ry11) do.
oF F

Addition liefert:

/Pda;—dey—i—Rdz:/ul(Ry—Qz)—i—Vg(Pz—Rx)—i—yg(Qx—Py)do
oF F

:/I/-rotfdo

F

11.4 Differentialformen

In diesem Abschnitt gilt immer: U C IR" offen. Alle Funktionen U — IR sind wenigstens stetig,
bzw. aus C".

11.4.1 Definition: multilinear, alternierend, p-Form

Eine stetige Funktion w: U x R"™ x --- x R" heifit p-Form (0 < p < n), wenn sie multilinear und
—_————

p-mal
alternierend ist.
Sei w(z,ht,h?,... hP) mit h',... WP € R", z € U.
Dann heifit multilinear:

w(z,...,aht + k', ... W") =a-w(z,...,ht,... )+ 3 (z,...,K,...)

und alternierend:

w(...ht B )= —w(.. AR ) filrd £
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11.4.2 Beispiele
(a) p=0: Dann ist w:

(b) p=1:

(Linearform)

(c) p=2:

11.4 Differentialformen

U — IR stetige Funktion.

w(x,h) =w (x,zn:hl, . e”) = Zn:w(x,e”)h,,
v=1 v=1

w(x,h, k) = Zw(x,e”,kz)h,, = Z w(z,e”, e hyhy,
v=1 p,rv=1

(quadratische Form)

(w(x, eya eu))z,uzl

(d) p=mn:

11.4.3 Grundformen
., ip €{1,...,n} heifit

Fiir il,.

ist schiefsymmetrisch:

Grundform. Sie wird bezeichnet mit

11.4.4 Beispiel

(b) p=1:
(c) p=2
(d) p=n

w(z, e’ et) = —w(xz, e, e”)
hi hi hy
w(z, hlv h") = a(z)
hy, b, hy;
i, fiy
hi, hy,
w(h', ... hP) = )
W
ip ip
dzi, Ndziy A Adag, (B ... BP) = w(h!, ... hP)

w(x,h, k) = Z w(z,e”,el) dx, Adx,
—_———

=1
Y ()

w=a(x)dr; Ndxag A --- ANdxy,
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11 Vektoranalysis

11.4.5 Darstellungssatz

Jede p-Form 143t sich darstellen als

(%) w = Z iy ..ip () gy Ndxiy N - Nday, = Z biy..ip(x) dziy N -+ N day,

11 yeenylp 11 <t <-<ip
Beweis: in 11.4.7

11.4.6 Beispiele im R?

Im R? = n = 3.
p=1
a1 dzry + as dxo + ag dxs

p=2:

a11 dx1 A dxy +ara dxy A dzo + a1z dxr A dxs
T
+ ao1 dxo N dxy + aso dxo A dxg +asg drs N drg
=0
+ as1 dzs N dzry + azo dxg A dxo + aggdrs Adrs=10

= (a12 - a21) dri Ndzrg + (a13 — a31) dri Ndrs + (a23 — a32) dxo A dxg

adry A dxo N dzs

11.4.7 Beweis des Darstellungssatzes (11.4.5)

n n n n
1 . 1 01 P i _ i1 P 1 1
w(x,h*,....,hP) =w l‘,g h; e ,...,E hl-pep = g wl|xe ,...,E hipe” h;,

i1=1 ip=1 i1=1 ip=1
n
_ i1 02 i 1 D
= g w(x,e'e ,...,ep)hil...hip
i1y ip=1
n
_ % ) 1 p
= E iy ..i,, () dig, /\---/\dmip(el,...,ep)hil...hip
i1,eyip=1
n
1
= E ail,_ip(a;)dmil /\-~/\dwz~p(h ,...,hp)
i1,eyip=1

ordnen:

= Z bi1...ip dwil FANRIREIVAN da;ip

11 <tg<-<ip
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11.4 Differentialformen

11.4.8 Definition: Ableitung von p-Formen

Eine p-Form (x) heiBt k-mal stetig differenzierbar, wenn alle a;,.;, € C*(U) sind. Fiir p = 0,
w = a(x) heifit

auflere Ableitung von w,
und fiir p > 1,

ist

0
dw = Z (dai,..i,) Ndxiy A -+ Ndx;, = Z a

11,...0p v=1

(w) dzy Ndzyy A--- N dxy,.

dw ist eine (p + 1)-Form.

11.4.9 Multiplikation von Formen
dwiy A--- Ndzg, N (dzj, A -+ Ndzj,) = dxy N - Ndxg, Ndzg, A - Ndxg,

Damit ist auch fiir p-Form w und ¢-Form o (dw) A (do) erklart.

11.4.10 Regeln zur Differenzierung von Formen

(1) Seien w; und wy p-Formen:
d(wl + CUQ) = dwl + dw2

(2) Sei a eine 0-Form und w eine p-Form:

d(aw) = (da) Nw + a(dw)

(3) Sei wy eine p-Form und wy eine ¢g-Form:

d(wl VAN CUQ) = (dwl) N wo + (—1)pw1 VAN d(wg)
Beweis: Aufgabe

11.4.11 Beispiele

(a) p=0:
w(x) = a(x)
"\ da "\ da
da(h) = dx,(h) = h, = (grada) - h
; ({')(EV v=1 81.” ©
(b) a(z) = x,:
da = dx,
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11 Vektoranalysis

()

w= aidras N---Ndz,
—agdxry Ndxg N\ --- Ndxy, + - -
—|—(—1)”+1an drzi A -+ Ndxp—1

dsz((ngide) dwg N Aday — -+ -

v=1

:%d.’bl/\"'/\dd?n—l-%dﬁl/\"'Adﬂ?n+"‘
or 012
8@1 8an o .
—((axl—i—---—i-axrl) dzy A+ Ndxy = (diva) -dzy A -+ Adxy,
ai
mit a =
Gnp,
(d) n=3
w = a1 dx1 + as dxo + ag dxs
dw = % dri N dxq —l—@ dro N\ dxq + % dxs N dxq
8931 8932 8$3
—_—
=0
+ %dml A dzxo + %dxg A dzo —‘r%dx;g A dxo
ox1 0xo O3
—_————
=0
0 0 0
+ﬁd1‘1/\d$3+ ﬁdl’z/\dl‘:;—i-ﬂdxg/\dxg
o0x1 0x9 O
=0
8@3 80,2
= — ——]d d
<8CC2 8$3> 2 4 3
8@1 6a3
— — —— | dzsg ANd
+ <8.’L‘3 8951) 3 o
8@2 8@1
+ <8$1 — 8%‘2) dx1 N dxo
fo]gnal(rot a) - (dxg A dxs, des A dzy, dzy A dzg)
11.4.12 Satz

Fiir jede C%-Form w gilt:
d(dw) =0

Beweis: In zwei Abschnitten:
1.) fiir p =0,

2.) furp > 1.
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11.4 Differentialformen

zu 1.) Seip =0, w = a(x):

dd—dnaad —nnaaad d
() =d| D oo | =22 5\ 5, ) dow oy
v=1

p=1lv=1
0%a 0%a
= — dx, Nd
Z (830 Oz, 0Oz,0x ¢> T 1 G
1<p<v<n - !
=0 (H. A. Schwarz)
=0

zu 2.)

w=a(x)dry N Ndxp, = ao

dw 2 (da) Ao + a (do)
=0

d(dw) € d(da) A o + (1)  da A (do) = d(da) = 0,
iy

denn es gilt

do=d(xi N---Ndzp) = (di) Ndzy A--- ANdxp =0

11.4.13 Bemerkungen
(a) d(da) =0 <= Satz von Schwarz.
(b) Sei u eine C!'-Funktion, n = 3:

ou ou ou
w B r1 + 1 xo + B T3 U

dw = d(du) =0 <= rot(gradu) =0

w = ay dx1 + as dxo + az dxs
dw = (rota) - (dza A dxs, dzg A dzy, dxy A dxg)
0 = d(dw) = (div(rot a)) dz1 A dxa A dzs
= divrota =0

11.4.14 Definition: Stammform, geschlossen

(a) Eine p-Form w heifit erakt, wenn es eine (p — 1)-Form « gibt mit da = w. « heifit dann
Stammform.

(b) Eine stetig differenzierbare p-Form w heifit geschlossen, wenn dw = 0 ist.

337



11 Vektoranalysis

11.4.15 Beispiele/Bemerkungen

(1) Ist w exakt und C, so ist w geschlossen.
Beweis:

w=da = dw=d(da)=0

(2) Sei w geschlossene 1-Form, U ein Sterngebiet und w € C*!. Dann ist w exakt.
Beweis: Sei

w=a1dx1+asdxs+ -+ a,dz,

mit ay,...,a, € CL(U).
w geschlossen:

=dw=0= Z <aa“—aalj>dw“/\dmy

T ox
1<p<v<n Oy K’
also

da,  Oay,

Ox, Ox,

Daraus folgt (Analysis II):

(a1,...,ay) = grad(u)
mit u € C?(U).
U: Nullform:

du:i@da:yzw

v=1 ay

)
w = x2+y2dx+a:2+y2

dy

ist geschlossen (Aufgabe).
wist in U = IR?\ {(0,0)} nicht exakt, sonst wire

_ -y x _
27r—/x2+y2dx+x2+y2dy—0
c

fiir jede geschlossene Kurve C' C IR?\ {(0,0)}.

(4) Wenn w nicht geschlossen ist, aber M (z)w geschlossen ist, dann heifit M integrierender Faktor.
p = 1: Sei

w=a1dx1+ -+ a,dzx,
Mw=Maydzy + -+ Ma, dz,

Sei nun Mw geschlossen:

d(Ma,) (Ma,)

e =
oz, Oz,
6a“ Oay,
— Xxua,u + M@:L‘,, = quau + Mal'u
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11.4 Differentialformen

fir p,v=1,...,n, p < v.
Dies ist ein System partieller Differentialgleichungen 1. Ordnung.
n=2: Seiw=adr+ bdy:

Muw ist geschlossen <= (Ma), = (Mb),
<= Mya+ May, = M;b+ Mb,
> aMy — bM, = (by — ay)M ()

mit M = M(z,y).
konkret: Sei
— Ty 2 _xy
w= (24 zy)e™ dr + z“e™ dy
=:a =:b

Dann ist

ay =z + (2 4 vy)zve™ = 3ze™ + rlye™

by = 2ze™ + 22ye™
Es ist also a, # b,. Gesucht ist nun ein integrierender Faktor M = M (x,y). Aus (x) folgt die
Bedingung fiir M:
(2 + zy)e™ M, — 2™ M, = —ze™M

Ansatz: Der Multiplikator M ist hier von z abhangig:

1

M, =-M

x

Eine Losung ist M = z:
rw = 2z + y?y)e™ dx + z3e™ dy = d(x2e™)

ist exakt, also auch geschlossen.

11.4.16 Definition

Sei p > 1 und

p
Oiyig..ip = Z(—l)yilﬂfiydl‘il VANRREIVAY dﬂ?iy VANRREIVAY dﬂj‘ip
v=1

(cﬂ; bedeutet: dx;, ist auszulassen). o;,;,..;, ist eine (p — 1)-Form. Ist

w = Z @iy, () dwgy N - Ndxy,
i1.ip

mit Koeffizienten a;, . ;, im Sterngebiet U bzgl. 0 definiert, dann setzt man

1
Tw = Z /tp_lail,,,ip(tw) dt| - oi..i,-

11.4.17 Bemerkung

Ist w geschlossen, dann ist Jw eine Stammform.
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11 Vektoranalysis

Beweis:

a=lw
do=w—-1(dw)=w
=0

11.4.18 Hilfssatz

Sei w eine p-Form, stetig differenzierbar im sternformigen Gebiet U C IR™. Dann gilt

I(dw) + d(Iw) = w.

Beweis: Hier OBdA fiir w = a(z)dx; A --- A dxp.

Fir dieses w ist
n

dwzzga dz, Ndxy N--- Ndxy

Ty

v=1

eine (p + 1)-Form.

Es ist
I(dw) = /t((p+1)_1)a(fvt) dt|{ ov12,..p
ox,
v=1 0
1
Tw = {/tpla(tx) dt| o12,..p
0
und

n 1

d(Iw) =" /tp—l -t;);(tm) dt| dv, Aoy p+ /tp_la(tx) dt| doy,._,p
v=1 10 Y 0

Die weitere Berechnung von d(/w) wird nun aufgeteilt:

(a)

p n
oz, —
dUl,..,pZZZ(—l)”*l < dry, Ndxy N Ndxy, A -+ Ndxy

=0 fiir p#v
=1 fiir u=v

=Y (=) Vday, Adwy A ANday A Aday
p
:del/\---/\dxp:pd:nl/\---/\dxp

(b) Es ist
p
dxy, Aoy, p = Z(fl)“_lxu dx, Ndxy--- ANdxy A - AN dop.

p=1

(i) Fir 1 <v <p gilt dann:

dz, N\ Ol,.p =Ty dri A ... d.%'p —O0u12,..p

=0
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11.4 Differentialformen

(ii) Und fiir p < v < n gilt:
p —
dx, Noi,.p=— Z(—l)”xu dxy, Ndxy N--- Ndxy, N --- Ndxy
pn=1
+ (=1)°, dxyy Aday A - Aday — zyda, Adzy A Adz,
=—0,12,..p+xdry A Ndxy,
Nach (i) und (ii) gilt also immer:

dz, N\ 01,2,...p = Ty dri N -+ A d:Ep —Ou1,2,..p

Aus (a) und (b) folgt dann:

n

1
0
I(dw)—l—d([w)zz /tpaa(ta:)dt xydry A ANdxy, + /tp_la(tx)dt -pdxy A -+ Ndxp
0

Ty
v=1 0

(

v=

L n
= / [ <tp§5 (ta:):z:l,> +ptp_1a(t:£)] dt » dzi A--- Ndxy
0 ! ’

| < 4 (pa(tx))

1
:tpa(tx)‘ dzi N+ Ndxp =w
N

=a(z)

11.4.19 Lemma von Poincaré

Ist w eine stetig differenzierbare und geschlossene p-Form in einem sternférmigen Gebiet U, so ist
sie exakt, d. h. es gibt eine Stammform «. Alle Stammformen sind gegeben durch

a=1Iw+dn,

wobei 7 eine beliebige zweimal stetig differenzierbare (p — 2)-Form ist (im Fall p = 1 ist dn durch
eine Konstante zu ersetzen).

Beweis: Zeige, dafl o = Iw eine Stammform ist:
do=d(Iw) =w—I(dw) =w

(dw = 0, da w nach Voraussetzung geschlossen ist.)
Seien nun « und @ Stammformen:

dlog —a)=doy —da=w—-—w=0

Das heif3t, dal a; — o geschlossen ist. Also hat a; — « eine Stammform 7, d. h. ay —a = dn. Daraus
folgt: a1 = o + dn, wobei n zweimal stetig differenzierbar ist.
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11 Vektoranalysis

Analysis Il | Kapitel 9.5.6: Dort ist p =1, w = a1 () dz1 + - - - + an(z) dx,,.
Sei u € C1(U) Stammform von w. Dann ist
ou ou
du=——d o —d
U By r1 + + e Ty

d. h. gradu =a = (a1,...,a,)

. 8@1- 8aj
w ist geschlossen <= =
8$j 8$1
11.4.20 Beispiel
by
Sei n = 3 und p = 2. Gegeben sei ein C!-Vektorfeld | by | in U (U sei sternférmig bzgl. 0).
bs
U1
Gesucht ist ein Vektorfeld v = | vg | in C%(U) mit rotv = b.
U3

w =bidxo ANdxs + bodrs N dx1 + bgdxry A dxs

w geschlossen <= divb = 0.
Damit ex. Stammform « von w:

a = vy dx1 + vo dro + vz dxs

Fiir die Stammfunktion « von w gilt in dieser Schreibweise, dafl rot v = b ist (frither mal gemacht).

1
Fir x = | z2 | gilt dann:
3
1 1
vi(x) = xg/tbg(tx) dt — x9 / tha(tz) dt + ug, ()
0 0
1 1
vo(z) = a1 /tbg(t:z) dt — x3 / thi (tz) dt + ug, ()

0
1

0

1

v3(z) = x9 /tb1 (tx)dt — 1 /tbg(m) dt + ug, ()
0 0

11.4.21 Zuriickholen von Differentialformen

Sei
w= Z Qirig...ipy(T) dTiy N Ndxy, (%)

T
eine p-Form in D C IR"™ und ®: G — D stetig differenzierbar in G C IR™. Dann erhélt man die
p-Form ®*w dadurch, indem man in (x) dz; ersetzt durch

0D

und z ersetzt durch ®(u).
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11.4 Differentialformen

11.4.22 Beispiel

Firn =3, m =2, p=2: Sei
w = by dxo ANdxs + bydxs A dxy

und

mit D = R?, G = IR2.
Dann ist

P*w :b1 (ul, U9, U1 — UQ) . [dUQ A (du1 — d’u,z)]
+ bg(ul,u2,u1 — Ug) . [(du1 — dUQ) A dul]
=(—b1(u1, u2,u1 — u2) + ba(u1, ug, ur — uz)) dus A dus

11.4.23 Regeln
(a) Fir die p-Formen wy und wy gilt:
" (w1 +wa) = P*wy + P*wo
(b) Fiir die 0-Form a und die p-Form w gilt:
P (aw) = (P*a)(P*w)
(c) Fiir die p-Form w; und die ¢-Form wo gilt:

(ID*(W1 VAN wz) = ((I)*W1) A (CIJ*wg)
Beweis: Aufgabe

11.4.24 Satz

Ist ® zweimal stetig differenzierbar, so gilt:

d(P*w) = ¢*(dw)

Beweis:

(1) Sei w = a Nullform. Dann ist

Daraus folgt:

Ausserdem ist
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11 Vektoranalysis

344

Und damit ist

Dabei wurde bei ® die Kettenregel angewandst.

Sei nun w = dz; (Der Beweis geht fiir w = dz; genauso).

Es ist
dw =d(dr1) =0
und damit
®*(dw) = 0.
Andererseits ist
"L 0P
d*w = — du;
und damit
. m m 9 (I)l m m P (I)l
d(P*w) = Z@uj(?u duj A du; = Zzauzauj du; A du;
i=1 j=1 i=1 j=1

mit dem Satz von Schwarz und Vertauschung von du; und du; bei ©.
Also: d(®*w) = 0.

Sei w =dxy A+ Ndxp. (w=dxy N--- Adr;, genauso)
Es ist
dw =0 ®*(dw) =0

und
O*w = (P dx) A+ A (PFdxyp).

Damit ist also

d(®*w) (=1 H@*dz1) A~ A d(D*dzj) A A (DFdayp)
=1 =0 nach (2)

0

p

Sei w = a(x)dry A--- Ndwy (w = a(z)dry, A--- Adz;, genauso).
Setze dabei o :=dx1 A --- Adxp.

d(@*w) Y d((@%a)(@°5)) = d(@*a) A (B*5) + (B*a) d(D*5)
0 nach (3)

W 3% (da) A (9%0)

—
3
=

9 $*(da A o) = B*(d(ac)) = D (dw)



(5)

11.

11.5 Flédchen und Mannigfaltigkeiten

Sei nun
w= Z @iy, (T) 04y iy = Zwil...ip

i1.ip

mit
Tiy.ip = dxiy N+ Ndxy,,.
Dann ist
d(*w) = d (Z @*wilmip) =3 d(® wi..a,)

= " (dwi,..i,) = O (dw).

5 Flachen und Mannigfaltigkeiten

11.5.1 Definition: p-Flachenstiick

Eine Abbildung ®: D — IR" heifit Parameterdarstellung eines p-Flachenstiickes F, (1 < p < n),
wenn gilt:

(1) D C IRP ist ein konvexes Gebiet. (d. h. mit a,b € D ist auch {a+t(b—a): 0 <t <1} C D).

(2)
(3)

® ist injektiv, F = ®(D), ®~1: F — D ist stetig.

® ist stetig differenzierbar, rg ® = p in D (9’ ist n x p-Matrix).

11.5.2 Beispiel

fir n =3, p = 2: Sei

und

D = {(u,v): u* +v? <1} CIR?

1 2u
S(u,v) = %
U2+U2+1 1_u2_02

Priife nach, dafl

F = {(xl,:rg,:vg) :x%—l—x%—i—x% =1, 3> O}

die Flache der oberen Halbkugel ist.

®~1 ist stetig (einfach nachrechnen):
2 2
RE DI A T2t
U= or1 U = 0T2
Aus
_ 1 o?*(af +a3)
P Tr R )
folgt:
O (1 +a3)(af +23) = 1 — a3
i =1—22=(1—x3)(1+x3)
2 2 1
c(l+mz3)"=1 o= T o
U 1 1
()= ()
ist stetig.
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11 Vektoranalysis

11.5.3 Definition: Vertraglichkeit von Flachenstiicken

Zwei p-Flachenstiicke F1, F» heiflen vertrdaglich, wenn es zu jedem x € F; N Fy ein p-Flachenstiick
F3 gibt mit x € F3 C F1 N Fo.

11.5.4 Bemerkungen
(a) Gilt Fy N Fy =0, dann sind F; und Fy vertraglich.
(b) Sind F; und F; vertréglich, xg € Fi1 N Fa, o = P(ug) = ¥(sp), dann ist
hi=T0"1o0@
in einer Umgebung von wug erklart und stetig differenzierbar.

Dasselbe gilt fiir
hl=0"1ow

genauso, d.h. h ist ein Diffeomorphismus, ® = W oh und ¥ = ®o A~ L.

(¢) Sind ®,¥ Parameterdarstellungen von F, so gilt ® = ¥ o h mit einem Diffeomorphismus
h: D— G.

Beweis fiir (b):
Da rg ®'(so) = p ist, existieren 1 <1y < iz < --- < ip < n mit:
Fur

ist det @/(30) # 0.
U hat eine Umkehrfunktion in einer Umgebung von W¥(sg),

T und ¥ sind stetig differenzierbar.
Setze in einer Umgebung von wug

hi=Ulod =0 oW
N—_——
eCct
®;,
mit ® = :
U

iP
Fiir h~! wird genauso verfahren.
11.5.5 Definition: Tangentialraum

Sei F ein p-Flachenstiick mit Parameterdarstellung ®: D — F, z € F und z = ®(u).

Dann heifit der von ®,,,, ®,, ..., ®,, aufgespannte Vektorraum Tangentialraum im Punkt z. Ge-
schrieben: T, F.

Esist T,F CR", dim T, F = p.

Fir n =3 und p = 2 ist T, F die in den Nullpunkt verschobene Tangentialebene.

11.5.6 Bemerkungen

(a) Sind F; und Fy vertraglich und ist x € Fy N Fa, so ist T, F1 = T, Fo.

(b) T,F hingt nicht von der Parameterdarstellung ab.
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Beweis

(a) Seien @,V Parameterdarstellungen von F; und Fo.
Dann ist lokal ® = W o h, det h’ # 0. Damit ist

<I>/:(\I/'oh)-h’

®,, ist Linearkombination von W, ,..., ¥y .

U, ist Linearkombination von @y, ..., @y, .

(b) entspricht (a) mit F; = Fo.

11.5.7 Definition: gleichorientierte Flachenstiicke

Zwei vertragliche Fliachenstiicke heilen gleichorientiert, wenn in ® = W o h (lokal) det h’ > 0 ist.
Andernfalls heiflen sie entgegengesetzt-orientiert.

11.5.8 Definition

Sei F ein p-Flachenstiick, 7 C U, U C IR" offen, w eine p-Form in U. Dann definiert man

/w - /w (®(u), ®uy (), ..., Do (u)) du,
A

D

falls die rechte Seite als Lebesgue-Integral existiert.

11.5.9 Beispiele

(a) Firp=1,n>2:
Sei F definiert durch ®: (o, 8) — IR", Kurve im IR" und

w=ai(zx)dry + -+ ap(z) dz,

Dann ist

’ﬂ\d Q\m

(a1 (D) B (1) + -+ (B ()P, (u)) ds

/-

a1dri + -+ anp dry, ,Kurvenintegral

(b) Firn=3,p=2:

b1
Sei F definiert durch ®: D C R? — R?, u = (Zl), b=10b2|, und
2
b3

w = bi(x)dry A dxs + ba(x) des A dzy + bs(z) dzq A dxs.
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11 Vektoranalysis

Dann ist
02, 0%
b <I> 8’LL1 81@ d
1(®(u)) Obs 03| T U
D Our Ouy
— / B(B()) - (o, (1) X By () du
D
D/

‘ D,y X Dy,
[Puy X Py ||
————

S
—~

o

S

) [Py X Py || du

Normalenvektor
(), 7= (u)

- / b(z) - v(z) do
D

11.5.10 Satz

Die Definition von [ w ist unabhéngig von der gewéhlten Parameterdarstellung, d.h.:

f
Sind ®: D — F und ¥: G — F zwei Parameterdarstellungen von F und ist & = ¥ o h mit einem
Diffeomorphismus h: D — G mit det i’ > 0, so gilt:

/w(@(u),@ul,...,q)up) du = /w(\Il(s),\Ilsl,...,\Ilsp) ds

b =:f(u) g =:g(s)

Beweis

g(h(u)) - | det b (u)| du

Q\
s}
—_
N
QU
VA
Il

b\ U\

g(h(u)) - det ' (u) du = /f(u) du

f(u)
11.5.11 Bemerkung
Die p-Form ®*w ist definiert in D C IR?, also von der Form
fu)dug A -+ A dup.

D ist eine p-Fliache in IRP mit der Parameterdarstellung id: D — D (Identitét)

/@*w—/f(u)du
D D

/f(u)dul/\'--/\dup:/f(u)du

D D

also
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11.5 Flédchen und Mannigfaltigkeiten

11.5.12 Definition: Flachenstiick mit Rand
Sei ®: D — IR™ die Parameterdarstellung eines p-Flachenstiickes und sei
H={uelRl: u <a}

ein Halbraum mit DN H # (0, D € H.
Dann heiit F mit der Parameterdarstellung ® - p-Flachenstick mit Rand.
n
0F =®(DNOH), 0H = {u: u1 = a}
F = FUOF heifit Flichenstiick mit Rand.
Beachte: OF ist nicht der topologische Rand, und F ist nicht unbedingt der topologische Abschlus.

11.5.13 Bemerkung
Das Urbild von 0F in D,
A ={(ug,...,up): (a,ua,...,up) € D}
ist ein konvexes Gebiet im IRP~L,
(ug,...,up) — P(a,ug,...,up)
ist eine Parameterdarstellung von 0F. 0F ist (p — 1)-Fléche (fir p > 2).

11.5.14 Beispiele
(1) Anschaulich z. B. die Nordhemisphére mit dem Aquator.

(2) Sei
Fz{xG]R?’:x%anngxgzl,xl>O,a:3>0}.

Suche Parameterdarstellung fiir
OF ={zeR*: 2] +23=123=0z >0}.

Eine Parameterdarstellung fiir eine gréflere Flache ist:

1 cos 3 cos A
To | = | cosBsin A
T3 —sin 3

mit —7/2 < A < 7w/2 und —7/2 < § < 7/2 (rechte Halbsphére).
Setze
D={(B,\): —7/2<\[(<7m/2}

und

H ={(8,A): 8 <0}

(3) Firn=3und p = 3:
Sei
F = {(331,(E2,.’E3)Z 33% +:13% +x§ <1, x1,29,23 > 0}

der positive Kugel-Oktant im IR? und

OF = {(v1,20,33): ¥ + 25 + 23 = 1, 21,29, 73 > 0}
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11 Vektoranalysis

die dazugehorige Kugelabschnittsflache.

Setze dazu
1 7 COS (3 coS A
F: |xz2| = | rcosfBsinA
3 rsin 3

fir0<r<1,0<A<7/2und 0 < 8 < /2. Fiir die grofle Fliche sei 0 < r < 2.

1 cos (3 cos A
OF: | xa | = | cos@sin A
T3 sin 3

fir0<A<7/2und 0 < B < m/2.
Setze also fiir D:0<r<2,0<A<7/2und 0< (< 7/2und

H={(rp\N:r<1}

11.5.15 Definition: p-Mannigfaltigkeit, p-Flache

Sind Fi, ..., Fy, vertrigliche und orientierte p-Flachenstiicke [mit Rand], so heifit
M=FU---UF,

orientierte p-Mannigfaltigkeit [mit Rand, falls 0F; N F; = 0 fir ¢ # j].
Wenn M C IR" zusammenhéngend ist, so heifit M orientierte p-Fldche.

11.5.16 Beispiel
§m = {a: |l = 1}

ist eine (n — 1)-Flache.

11.5.17 Bemerkung
OM :=0F U---U0dF,
ist eine (p — 1)-Mannigfaltigkeit.

Beweis Sei F; C F mit der Parameterdarstellung G Dj— ,7}]

Fir Fj ist ®;: D;NH — F; Parameterdarstellung mit H = {z: x; < 0} und fiir 9F; ist ¥;: A —
O0F; Parameterdarstellung.

Dabei ist

Ay ={(ug,...,up): (0,ug,...,up) € D;},

also
U(ug,...,up) = ®;(0,u2,...,up).

Wir haben bisher:

®1 = &9 0 h mit h: Dy — D5 lokal diffeomorph.
Damit ist lokal h(A1) C Ag, weil h = <I>51 o ®y.
Es ist also

@1(u1,uQ, - .,up) = @2(h1(ul, e ,’U,p),hg(ul, e ,up), - .,hp(ul, e ,up)).
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11.5 Flédchen und Mannigfaltigkeiten

Mit uq = 0 ist
\Ifl('LLQ, oo ,up) = @2(0, h2(0,u2, e ,’U,p), . .,hp(O,UQ, e ,’U,p))
= \IIQ(E(UQ,...,UP))
ho
mit h = |
h

P
= 0F1, OF, sind vertraglich.
Noch zu zeigen:

det ' > 0 == det /7' > 0.

Es ist
8U1 8’&2 o 3up
ohy
= | Ous
: I
Ohy
8u1
Dabei ist in Ay
oh__oh
ouy  Oup,
Also gilt dann:
0<detn' = 23
Oouq

Ist 2 > 07 Dann ist namlich det k' > 0.
Zeige also noch: g—f& > 0:
Es ist h1(0,ug,...,up) =0,

h(Al) C Ay und h(DlﬂH) CDyNH.

g >0, weil hy(u,ug, . .., up) < 0 fiir uy <0,

11.5.18 Zerlegung der Eins
Sei M eine kompakte p-Mannigfaltigkeit,

M=FU---UFn, OM=0F U--UdFn.

Dabei sei
M:=MUOM CIR"
kompakt.
Dann existieren endlich viele Kugeln Kj, ..., K, mit dazu gehérenden C°°-Funktionen ¢;: Ki U

-+ U Ky — IR mit p;j(x) = 0 auBlerhalb von K; und ¢; > 0 in K; und

> pi(r) =1
j=1

firze K1 U-- UK.
Weiter ist M C K1 U--- UK, und zu jedem z € M, x € K, gibt es ein Fu(j) mit MNK;C Fu(

i)
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11 Vektoranalysis

Geometrisch bedeutet das, daB es nicht erlaubt ist, daB der Schnitt von M mit K eine Unter-
menge irgendeines F, ;) sein muf}; es darf kein F,,(;y zusitzlich in K; (v(k) # v(j)) ,hineinragen®.
Fu(j darf aber z. B. (unter der Annahme, daf Fu(j) eine Kurve ist) zeitweise die Kugel K verlassen
und danach wieder schneiden.

Beweis: Sei z € M beliebig. i
Dazu existiert eine Kugel K (x) und ein v mit K (z) C F,.
Da M C U, 57 K (2), gilt:

(Satz von Heine-Borel, 7.5.11 auf Seite 197)

Dabei ist K; C F,(;) fiir geeignetes v(j).
Wenn nun ¢ € C* ex. mit:

1. @b]((L‘) >0 in Kj,
2. Y(x) =0in R"\ Kj,

dann setze in K1 U---U K

Nachweis der Existenz von ¢ zu K: Setze K = K(0,1) und

D) = exp <||33”21—1> in K(0,1)

0 sonst

Es ist ¢ € C*° (Aufgabe).
Zu K = K(&,r) gehort dann (4”7_5)

11.5.19 Def.: Integral von p-Form iiber p-Mannigfaltigkeit

Sei M eine kompakte, orientierte p-Mannigfaltigkeit, w sei eine p-Form, definiert in der offenen
Menge U, U O M.
{¢1,...,ps} sei eine Zerlegung der Eins.

Dann wird definiert:
S
/ wi=Y / o
M =g

v(4)

11.5.20 Satz

Die Definition in 11.5.19 ist unabhéngig von der Zerlegung der Eins.
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11.6 Der Integralsatz von Stokes

Beweis: Seien ¢1,...,9s mit Ky,..., Ksund 91,...,%¢ mit Ly, ..., L; eine Zerlegung der Eins:

7j=1 1 1 1
Fuj) I=E,m =L =lE
®
> / TS v
=rw 7t Fui)

Wieso gilt ®7

Zu F, ;) und F, ;) gehoren die beiden Kugeln K; und L;, sie konnen sich schneiden, miissen es aber
nicht, auflerdem ist ¢;¢; = 0 auerhalb von K; N L;, deshalb ist es egal iiber welches F — beide
sind Obermengen der Kugeln — integriert wird.

11.6 Der Integralsatz von Stokes

11.6.1 Integralsatz von Stokes

Sei M ein C2-Mannigfaltigkeit der Dimension p (p-Mannigfaltigkeit), w eine (p — 1)-Form, stetig
differenzierbar in U D M, U offen.
Dann gilt:
/ dw = / w
M oM

Speziell fiir p = n ist dies der Gaufische Integralsatz (Divergenzsatz):

oby Oby,
/(aleFMJraxn) dxy N -+ /\da:n—/bl(:z:)dazg/\~--/\dxn
M

(dz) oM
—bodry Ndxg N\ --- Ndxy,
et (_1)”+1bn(:ﬁ) dry A - ANdzp_—q

11.6.2 Bemerkungen
(a) ,O?“-Mannigfaltigkeit:
U W @y Dy — T

alle ®; sind zweimal stetig differenzierbar.

(b) OM = () ist moglich. Dann ist die Aussage:

/dw:O
M

(c¢) Fir p =1 ist M eine Kurve (Bogen oder geschlossen).
¢: (o, ) = R"

sei Parameterdarstellung von M.
Wenn M geschlossen ist, hat M keinen Rand, wenn M ein Bogen ist, sind die Endpunkte der
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11 Vektoranalysis

Rand.

w sei eine 0-Form: w = u: U — IR, eine Funktion. Dann ist

" du
j=1

/w:...ff

oM

Was ist

/ dw = / grad u(x) - dz ,2Kurvenintegral
M M

— u(®B(8)) — u(®(a) = / w
oM

11.6.3 Beweis zum Integralsatz von Stokes, 11.6.1
Sei
M = U F;  (mit oder ohne Rand)

und @1, ..., ps Zerlegung der Eins.
Dann ist

©1,- .-, s ist auch Zerlegung der Eins beziiglich 9

oM oM \I=1 =az7, )
Zeige also:
[ o= [ e
Fus) 9F, )

Schreibe JF anstelle von F,,(; und w anstelle von ¢jw.

Dann ist zu zeigen:
/ dw = / w
F oF

Dabei ist w = 0 auflerhalb einer Kugel.
Sei

¢:DNH—F, H = {u:u; <0} (z.B.)
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11.6 Der Integralsatz von Stokes

eine Parameterdarstellung von F mit ® € C?(D).
Setze nun o := ®*w und damit do = ®*(dw).

Damit ist dann
/ dw = / do

F DNH
und
ek
oOF A

mit A =0H N D.
o ist (p — 1)-Form im IR?:
U:blduQ/\---/\dup—deul/\du;:,/\---/\du,,
o (=1)P by dug Ao Aduy g

" ob;
do = Z@TJ duy A -+ A duy
j=1 """

Zu zeigen bleibt also:

ob; : ——
/8ujdu1/\/\dup:(_l)]_l/bjdul/\/\duj/\/\dup
DNH ! A

Der Fall j = 1: Es ist

8[)1 abl
= d o ANdu, = —d
/ Du, up A A auy, / Du, U
DNH DNH

0
oby _
()

yAN
- / (b1(0,) — by (@), 7)) da
A

o

/bl(O,u)du:/bldug/\du;),/\"-/\dup
A AN

Der Fall 2 < j <p: Seiz B. j=p:

ob, Fubini
T%dU1/\/\duP_ ‘IRPZIR,I)_I < R
DNH
Aa) b
= / / L du, | di=0
Ouy,
(@)

/bpdul/\---/\dup_l = /bp((),uz,...,up)dul N Ndup—y =0
AN yAN
(Aufgabe!)
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11 Vektoranalysis

11.7 Oberflachenmalle

11.7.1 Definition: Gram’sche Matrix und Determinante

Sei A eine n x p-Matrix, 1 < p <mn.
Dann heifit
AT A

Gram’sche Matriz, (p x p)-Matrix, und
gr(A) := det(AT A)
heilt Gram’sche Determinante.

11.7.2 Bemerkungen/Beispiele

(a) Ist @’ die i-te Spalte von A (a; € R™), dann hat AT A die Eintriige o’ - a’ = gj; = g;;, AT A ist
symmetrisch.

(b) Sei p =2, A habe die 2 Spalten a und b:
7, f(a-a a-b
ATA= <a ‘b b b)
CSU
gr(A) = [lal® - [Ib]* — (a-b)* > 0

(c) Fiir n =3, p=2ist gr(A) = ||a x b||?> (Aufgabe!)

(d) Sei c e IR"™ fest und

1 0 1+ C% c1C . c1Cn
.. cocp 1+ cg o CcoCn
A= . , AT A =
0 1
2
cl ... Cp CnC1 .. cncn—1 1+cj

Es ist dann:
gr(A) :1+C%+"'+C$L: 1+||c||2

Beweis zu (d): Berechnung der Eigenwerte von A7 A:
1 ist Eigenwert:

n
ATAr =12 = Zcicjxj:Ofiirizl,...,n

J=1
n
< Ci'ZCj:BjZO
i=1
< ci(c-x)=0firi=1,...,n

Dies ist richtig, wenn c - x = 0 ist.
Es gibt (n — 1) linear unabhéngige Losungen von ¢ -z = 0.
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11.7 Oberflichenmafe

Es gibt also die Eigenwerte 1,...,1 und den Eigenwert
N——
(n—1)x

(n—1)x

—
A=spur(ATA) - (1+---4+1)
=(1+c+-+1+c2)— (14 +1)
=1+ci+-+c

Damit ist

n

det(ATA) =1-- 11+ +---+2)
(n—1)x

11.7.3 Hilfssatz

1 a2, ..., aP linear abhingig sind.

(a) Es gilt: gr(A) > 0. Es ist gr(A) = 0 genau dann, wenn a
(b) Fiir eine (p x p)-Matrix C' gilt:

gr(AC) = (det C)? - gr(A)

Beweis

(a) mit Induktion:
p = n: gr(A) = (det A)? > 0, = 0 genau dann, wenn a',...,a" 1. a.
p+1—p:Sei A= (a',...,aP). Wihle a € R" so, daf} ||a|| = 1 und a - a’ = 0 fiir alle i. Setze

1

A= (at,... a?,a):
0 < gr(A) = det ((A)TA') = gr(A)
denn
0
T )
det <<AT> (A a)) = det ATA 0 = gr(A)
0 0 1

Dieses ist = 0, wenn a',...,a”, a linear abhingig sind. Da aber a senkrecht zu allen anderen

Vektoren steht miissen al, ..., aP 1. a. sein.

11.7.4 Definition: Oberflachenintegral
Sei F ein p-Flachenstiick mit der Parameterdarstellung ®: D CR?P — R" und f: ®(D) =F — R

stetig. Dann heif3t
/ f(x)do = / F(®(w))v/ar (@ () du
F D

Oberflichenintegral, sofern die rechte Seite als Lebesgueintegral existiert. Insbesondere heifit

].’F\:/l-dOZ/do

F F

p-dimensionaler Inhalt von F.
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11 Vektoranalysis

11.7.5 Bemerkungen
(a) [ f(z)do 148t sich mittels einer Zerlegung der Eins fiir Flichen bzw. Mannigfaltigkeiten erkla-
f

ren.
(b) Firn =3, p=2:
Sei ®: D C IR? — IR?: dann ist
gr(®) = [Py x Byl

(ﬁbereinstimmung mit fritherer Definition.)

(¢) Sei nun n beliebig, p =1 und

®: (a, ) = R"
eine Parameterdarstellung von F mit
o)
o= |, gr(®)=det((®)" @)=
@l
n

Damit ist
B
/ f() do = / F@(1)) - 160 dt
F o]

(Integral nach der Bogenlénge)

(d) Die Definition ist unabhéngig von der Parameterdarstellung von F:
Seien ¢: D — F und ¥: A — F Parameterdarstellungen von F.
Es gilt: ®(u) = ¥(h(u)), mit h: D — A diffeomorph.
Damit ist dann

und

(e) Zur Motivation: Sei
D={uelRP:0<u; <1firl<j<p}
und ®(u) = A - u mit der n x p-Matrix A = (a',ad?,...,aP).
Damit ist ® = A und
p
F=®D)=4q> uja:0<u; <1fiirj=1,...,p
j=1

In der Geometrie des IR™ setzt man dann

|F| = Inhalt von F = /gr(A) = / ver(4)du
D

Im Fall n = 3, p = 2 ist dann |F| die Oberfliche des im Raum stehenden Flachenstiickes F.
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11.7 Oberflichenmafe

11.7.6 Beispiel: Inhalt der n-dimensionalen Einheitssphare
Die n-dimensionale Einheitsspare ist

St ={z e R", |z| = 1}.
Suche eine explizite Darstellung fiir

stt=x""1n{z: 2, >0}

Es ist , = ¢(z1,...,Tp—1), genauer:
Uy
O(u) = : , mitu € R"Y Jul| < 1
Unp—1
o(u)
Damit ist
1 0
' (u) =
1
Pur " Pun_y

gr(®'(uw) = 1+ [|¢']?

und
Apog={u: |ul| <1, w e R}

Also ist p
|Sn—1|:wn:2,’5271|:2 / 7112
V=Tl
n—1

Auflerdem ist

) = VTl = /1 -] =~
1
/
O(u) = ——————= "+ (—2uy, —2ug, ..., —2Up_1)
2y/1— [ul]

1
/112 — 2
1]l 71—\|u||2”“”

1
L+ ¢l = W

1. Sei nun n = 2: .

2 / du 2
wg =2+ | —— =27
2 V1—u?

-1
2. und nun n — n + 1:
mit
Yy = (.T1, - ,:L’n_l) e R !

" _s. dx _ r=xz, €R
nHl Az —l<r<i1

& Iol? < 17"
und Fubini
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11 Vektoranalysis

1 Transformation:
dy y=V1-r%
= 2 2 =g, = (1 2yD/2g
1— 72— [[y]] y=(1-r% 3
~Lly||<vI-r2 lyll? = (1 = r?)]I€)?

1

B 1 (1_r2)(n 1)/2
_2_/1¢1—r2 A/ Vicler ¢

n—1

1
:2/1(1 " /1—u512

Daraus folgt also:

1
wn+1:wn-2/1—r
0

Wenn nun substituiert wird mit » = sint, dr = costdt, dann gilt folgende Rekursionsformel:

27

Wntl = 2/(00875)"_1 dt| - wy,
0

mit wo = 27.

11.7.7 GauBscher Integralsatz oder Divergenzsatz [klassische Form]

Sei G C IR™ ein Gebiet, OG sei der topologische Rand von G. G wird aufgefaf3t als n-Flache, 0G
als (n — 1)-Mannigfaltigkeit.
Sei nun w ein Vektorfeld, stetig differenzierbar in einer offenen Menge O G. Dann gilt:

/divwdw—/w~ud0

G oG

Dabei ist 5 P
w1 Wn,
divw = —=
= oy + Oy’
v ist die ,duflere” Normale: v € R", ||v|| = 1, v(z) LT,0G.

sauBere® heifit: x — tv(x) € G fur 0 < t < 4, ,v zeigt nach auflen*.

Beweis (Idee): Mit Hilfe des Satzes von Stokes fir p = n:
Fir

n

w= —1j71w~dx1/\~-/\db:v‘/\~-/\dxn
D (=1 i

Jaw=[w

G oG

wird

auszurechnen sein.
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