12 Fourierreihen und -Transformationen!

12.1 /P-Raume

12.1.1 Vorbemerkungen
Generell sei E C IR"™ mefbar und
f+ E—C, f=u+iv, u,v: B — 1R

f heifit meBbar [integrierbar], wenn u und v mefbar [integrierbar| sind.

Man setzt
/f(a:) da ::/u(x)d:x+i/v(a:) da

E
Es gelten die iiblichen Regeln, insbesondere (wie bei Riemann):

’/f‘ s

12.1.2 Definition: Der L”-Raum
(a) Fiir 1 <p < oo ist
LP = LP(E):={f: E — C meBbar, |f|’ integrierbar}

(b)

L% — [%(F) — {f: E — C meBbar, es ex. eine Nullmenge N mit}

sup{|f(z)|: z € E\ N} < o0

1/p
1]l = ( / f(w)pdfc)
FE

|| flloo :=1nf{A > 0: |f(x)] < Ain E\ N, N Nullmenge}

Man setzt

und

12.1.3 Bemerkungen und Beispiele

(a) Fiir m(E) < oo und p < ¢ < oo gilt: LI G LP
Beweis: Fiir ¢ = co: Dann ist f und damit auch |f|P beschrankt, zusammen mit m(E) < oo
folgt dann:

/\f|p existiert.
Sei nun p < q¢ < oo, f € LY: Es ist dann
IFIIP <14 f]|9 (Majorante).
Daraus folgt: f € LP.
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12 Fourierreihen und -Transformationen
(b) Beispiel: Sei
E ={z: ||z|| < 1}, f(z) = ||z|~ fir a > 0.

Damit ist (®: Kugelkoordinaten)

/ (@) dz = / el ~2P d
F FE
1

£ const - /r_aer”_l dr

0

Dieses Integral existiert genau dann, wenn

—ap+n—1>-—-1 < ap<n

(¢) Fiir m(E) = +oo existiert keine Relation zwischen LP und L9 (siche Beispiel unter (d)).

(d) Beispiel: Sei
E={z:|lz| >1},  f(z) ="

Damit ist
feLl’ < ap>n
12.1.4 Holdersche und Minkowskische Ungleichung

(a) Seien 1 < p < 00, 1 < ¢ < 0o mit % + % = 1 (Konjugierte Zahlen).
Dann gilt fiir f € LP, g € L4:

1fglle <1 f1lp - llgllq (12.1)
(Holdersche Ungleichung)

(b) Fiir f € LY, g € L™ gilt (12.1) ebenfalls. (p =1, ¢ = o0)

(c) Sei f e LP, g€ LP mit 1 < p < +oo. Dann gilt
1f +gllp < 1F1lp + llgllp

Beweis:

(a) Die Gleichung (12.1) ist richtig, falls f(z) - g(z) =0 f. .,
sonst sei
Iflp=A>0,  lgllq=B>0.

Setze

Sei x fest: Es ist F'(xz) > 0, G(x) > 0.
Dann gilt
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12.1 LP-Raume

Mit @ als Aufgabe gilt dann:

Zusammen ist dann

= |falli < Ifllp - llgllq

(b) Esist
[f()g(@)] < [f(@)] - [|gleo £ 1.

also
I£gll < (111 lglleo

(c) Beweis hier nur fiir 1 < p < co. (p =1, oo als Aufgabe.)
Wahle ¢ so, dafl % + % = 1. Es ist

|f 4+ gl? < (LF1+ 1gl)P = (L1 + gD (LFL+ Lgh)P™!
/ AL+ TgDPE < D - IAFT+ 1gDP g
N N—

eLr €rLar?
Hierbei ist
1 ) 1/q
1051+ 19071 = ( 51+ 19-7)
Aus 3 + ¢ =1 folgt (p — 1)g = p. Damit ist dann

105141900 =  f51-+1a0P)’

Zusammen folgt:
1
q

11 < 151+ Nl ( Jus+ |g|>p)
Mit ; =1- % folgt

ST+ gDl < W[ fllp +[lgllp
= NF+glly <A+ 19l < 17l + gl

Jetzt bleibt noch zu zeigen: Ist (|f| + |g|)P~! € L9?

(IF1+1gh "= = (1f] + lg)? < 2P max (If ", |g]) € L'
—_—
eL!
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12 Fourierreihen und -Transformationen

12.1.5 Bemerkung

Fiir p = 2 ist in Gleichung (12.1) ¢ = 2 und sie lautet dann

Ifglly < [Ifll2 - [lgll2

2 2
/ f(@)g(x)dz| < / F@)g(@)|de | < / F(@)Pde | / lg(@) 2 da
E E E

E

Dies ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung. Normalerweise wird sie auf der linken Seite mit g(x)
statt g(x) geschrieben.
12.1.6 Satz: L? ist ein Vektorraum

LP ist ein Vektorraum iiber C, und ||.||, hat die Eigenschaften

(1) |1 fllp =0, ,= 0% genau dann, wenn f(z) =0 f. i.

@) Al = XAl

B3) I1f +gllp < 171l + llgll

12.1.7 Bemerkung

Wegen (1) ist ||.||, keine Norm, heifit aber p-Norm oder LP-Norm.

12.1.8 Definition: Konvergenz im L?

Eine Folge (fx) in LP heifit konvergent in LP gegen f € LP, wenn || fi, — f|l, — 0 fir k£ — oo.
kurz: f;, — f oder klim fi=1f.

Achtung: f; — f ist etwas anderes als fi(z) — f(z) fir x € E.

12.1.9 Satz von Riesz-Fischer

LP ist vollstandig, d. h. jede Cauchyfolge in LP konvergiert in LP.
(Cauchyfolge bedeutet: Zu jedem ¢ > 0 ex. ein kg € IN mit || fr, — fi|| < e fir alle kK > 1 > ko.)

Beweis: Bemerkung: Aus f; — f in LP folgt, daB8 (fx) wie immer eine Cauchyfolge ist.
Sei (fx) Cauchyfolge in LP mit 1 < p < oo (p = oo als Aufgabe).
Setze nun € = 277. Finde dazu ein k; mit

Ifx— fillp <277 firk>1>k;, (j=1,2,...)

OBdA sei k1 <k2<k3<~-.
Sei nun E mefbar und F' C E mit endlichem m(F):

1/p
Holder

[0 - fi@] de "2 nEn e | [ 1e) - i@ da
F F

< (mF)Y| £ ~ fill,
(m(F)Y9-279 falls k > 1 > k;

IN
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12.1 LP-Raume

Mit Beppo-Levi folgt dann:

S (fayin (@) = fi, (@)
j=1
konvergiert fast Uiberall in F', also fast iiberall in

E= G EN[—k, k"

k=1 =:F}, mit m(Fy)<oco

Setze nun

f(x) = fi, (z) + Z frj (@ ](sc)) = Jlirgo fr; () £ 1.
j=1

(sonst setze f(z) =0.)
Da || fx|l, < const (Wie bei jeder Cauchyfolge).
f € LP: Lemma von Fatou:

Jj—00

[1t@P s < 1w 17, @)pds <o
E
Zeige nun, daf} fi, — f in LP:

/’f z)Pde < lim [ |fp,(x)— fkj(x)]pda;

l—00

d. h.:
1f = fr;llp < lle | fry = foyllp < 277

Also konvergiert die Teilfolge (fx,) gegen f in LP.
Sei nun k > kj;. Dann gilt:

1f = Fells < UF = Frsllo+ 1y = fill, <277+
<27 <2
nach Def. von k;

Also: fr — f in LP.

12.1.10 Zusatz

Konvergiert die Folge (fy) gegen f in LP, so gibt es eine Teilfolge (fy,) mit fy,(z) — f(z) f. ii. fiir
j — oo.

12.1.11 Beispiel

Betrachtet wird der Raum L?([0, 27)).
Sei (cg) eine Folge in C mit k = —o0,...,00 und die Reihe

konvergiere. Setze dann
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12 Fourierreihen und -Transformationen

Zeige: (fy) ist Cauchyfolge: Sei n > m und € > 0. Dann gilt:

2 o 2
2 ik "
o= fulb=| 3 act| =[] 3 ac*|
m<|k|<n 9 0 |m<|k|<n
2w
0 m<lkl|jl<n
= Z len|? - 2m
m<|k|<n
<2r Z x| < €2 fiir m > ng
|k|>m

Somit gilt also: f,, — f in L?([0, 27)).

Abkiirzung: Setze

27
Uyy—/j@m@mw
0
Fir —n < j < n gilt dann:
21 n
(fn,€97) = / Z cre’ I dp = o - ¢
0 k:—n

Daraus folgt fiir ¢;, den j-ten Fourierkoeffizienten von f,:

1 ijx
Cj = %(frwej )
Fiir die Funktion f gilt: y g .
(f,e7") = (fn, €7%) + (f = fn, 7).
Daraus folgt dann:
|(f,€79%) = (fn, €9%) = |(f = fn, €77)]
~

=c;
CSuU
< Nf=falz-2m =0 (n—o0)

Es ist

2
1

=5 /f(m)eijx dx

0
¢; = fj (Analysis I)

Die Folge c; erzeugt f € L?, ¢; sind die Fourierkoeffizienten von f.

Ziel:
2r|| fllz = /D lexl?

(> schon bewiesen mit der Besselschen Ungleichung, siehe 6.5.6 auf Seite 144).
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12.1 LP-Raume

12.1.12 Approximation durch stetige Funktionen

Zu beliebigem f € LP(IR"), 1 < p < oo, gibt es eine Folge (gi) von stetigen Funktionen im IR™ mit
gr — fin LP, sowie gi(x) = 0 fiir ||z| > R.

Beweis:

(1)

Es existieren Treppenfunktionen ¢y mit

or(z) — f(2) £ i, lon(x)] < |f(2)] f. ii.

(Aufgabe).
Da
o (@) — f(2) < 2°|f(2)P,

ist der Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz anwendbar und es gilt fiir £ — oo

/||f—sok||w0-

Approximation von ¢ = ¢ durch stetige Funktionen g = gx:
Sei OBdA

1 inI:(al,bl)x---x(an,bn)
o(x R
0 inIR"\I

In das Intervall I, in dem die Treppenfunktion ¢ gleich 1 ist, wird nun ein zweites Intervall J
gelegt, dessen Rénder den Abstand § zum Rand von I haben. Setze nun

1 in J
g(x) = { 3 dist(z,0I) sonst
0 in R™ \ T

Dabei ist
dist(x,0]) = min{|lz —y||: y € 01}

g ist stetig in R", g(z) = 0 fir ||z| > R.
Es gilt damit dann

lo—gllz = / o(2) — g(@)P da
—_——
NJ <1

1
<1-m(I\J)< > fiir kleines § > 0.
Somit folgt dann:
1 .
\|<Pk*9k||p<ga lgr — Il — 0 fiir & — oo

12.1.13 Erinnerung an Analysis |

Sei f: R — IR eine 27-periodische Funktion und Riemann-integrierbar {iber dem Intervall [0, 2r].
Definiere dann den Fourierkoeffizienten fy:

2

Ry P

0
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12 Fourierreihen und -Transformationen

Seien

insbesondere
V) = 1fl2

und es gelten:

(a)
Hf__s%HQ < Hf'_I%HQ V]%

(b)

n

1 A
1f = Sullz = 11115 = 5 > Al

k=—n
(c) die Besselsche Ungleichung:
> Ul < 2allf 13

k=—o00

12.1.14 Definition

Definiere
L, := L*([0,2m))

Funktionen f € L2_werden 2m-periodisch fortgesetzt, d. h. es gilt
ffIR—C

Unter diesen Bedingungen gelten (a), (b) und (c) weiter.

12.1.15 Bemerkung
Sei

2= {(ck)zo_oo: Z |ex|? ist konvergent}

k

Auf diesem Raum wird die folgende Norm definiert:

ew)ll2 ==, D lewl?
k

((cr), (di)) = cxdy,
k

Das Skalarprodukt ist:
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12.1 LP-Raume

Die Abbildung
12 — L%W
(k) +— cheikx (konv. in L?)
k
ist bijektiv und normerhaltend.
L. Carleson zeigte 1963: Fiir f € L3_ gilt:

flx) = Z fre™® L.

12.1.16 Satz
Fiir f € L3 gilt:

Z fre™ = f im L?-Sinn, d.h.

150 = fIl — 0 (n —o0)

und es gilt die Parsevalsche Gleichung:

o0

> AP =27l115
k=—o0
Beweis: Sei ¢ > 0. Dann existiert:
1. eine stetige Funktion g¢: [0, 27] — C mit
If —gllz <e
OBdA sei g(2m) = ¢(0). Falls nicht, &ndere g im Intervall [27 — 4, ] so, dal § hier linear ist.
Dabei ist g(2m — 9) := g(27 — §) und g(27) := ¢(0).

2. ein trigonometrisches Polynom T}, mit

19(z) = Tn(2)] < —

Ver

in [0, 27]
(Weierstrafischer Approximationssatz)
Sei nun n > m: Dann gilt:
Hf - Sn||2 < ||f _TmH2
<\f = gll2+lg — Tnll2

27r62

<e+ /dx:2e
2

0

d.h. S, — fin L3 .
Aus (b) folgt:

> 1Al = 2wl 13 — 27 IS0 — fl2
—_———

k=-n —0 (n—00)

= Y Il =2xlf13

k=—o0
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12 Fourierreihen und -Transformationen

12.1.17 Bemerkung

Fir .
l(x) == me’k’“
und f € L3 gilt:
A 1 T 1
fe= o= / F@@) dr = ——(1.60)
und )
f= oz ;(f’ Ol in L3,
Zudem ist: -
o S I P = 2xl 1B
k=—00
und

1 k=n
(ﬁk,ﬁn):{o k#n

12.2 Die Fouriertransformation
12.2.1 Definition
Fiir f € LY(IR™) heifit
flo)i= my ™2 [ pe e e
i

Fourier-transformierte von f (Dalzei ist £-x=8&x1+ -+ &pxy das Ska}arprodukt im IR™.).
Dabei wird die Abbildung ™ f — f definiert. Die Existenzbedingung fiir f ist:

[F©e™ s = f(©)

12.2.2 Beispiele

(1) Sei fir A >0
f(g) = ef)‘”le — 67)\|§1‘7...,/\|£n|

Dann ist
@2m)"2f(z) = /GXP< (—=Al&k] —iikxk)> d§
Br k=1
:/(ﬁ €_A§k|_i§kxk> d¢
R" k=1
Fugini h(l’k)
k=1
mit

h(xy) = /e—Mék—iiwk &,
R
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12.2 Die Fouriertransformation

Berechne nun

%) 0

0o
h(u) _ /e—At|—itu dt = /eAt—itu+/e—At—itu dt
0

— 00 —oo S=—t
ds=—dt

o0 o0

:/e—)\s-l-isu d8+/e—)\t—itu dt

0 0
1 1 2\

:/\+iu+)\—iu:)\2+u2

Also ist dann:

n

; . N 1 2\ LA
fo - e - (3) s

2 2
P A%+ g T P
(2) Sei
F(&) = e el
mit .
l€l® =&
k=1
Dann ist
2m)"2 f(z) = / exp <— Z AR+ z{kxk> d¢
= [ nlxx)
k=1
mit
h(u) — /G—AtQ—itu dt
_76X . t—|—i—u 2—u—2 dt
- P 21 A\
u? 7 i\ 2

= exp <—4)\> . / exp <—)\ <t+ 2)\> ) dt

_ t+igy =s

" |Funktionentheorie I

_ 6—u2/4)\ / e—)\s2 ds

_ \/§6u2/4/\
Also ist

Fla) = (20)/2 . ¢~ lel?/4A
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12 Fourierreihen und -Transformationen

12.2.3 Einfache Eigenschaften der Fouriertransformation

(1) 3
@)l < 2m) 72| £l

(2) Die Abbildung
Jrt — 1>
{f — f
ist linear, d.h.
of +Bg = af + 85,
und es gilt
1flloo < 2m) 72| flh

(3) (a) Fiir a € R™ und g(&) = €™ f(€) ist

(b) Fiir a € R" und g(§) = f(€ — a) ist
g(x) = f(z) - e
(c) Fiir eine regulire n x n-Matrix A und g(¢) = f(A~1¢) ist
§(x) = |det A| - f(ATx)

(d) Fiir g(&) = f(€) ist

(e) Fiir g(&) = f(=¢) ist

Beweis: Auf dem Aufgabenblatt.

12.2.4 Satz von Plancherel
Fiir f,g € L' sind fg, fg € L' und es gilt:

[ o= [ 10

)2 [ fa) - g(a) dz = / (‘R/ f(f)eiﬁ””dé) 9(w) da
Pubin / (m/ eite dx) €) d
R"”

=§(¢)-(2m)"/?

— (2m)n/2 / a(e) - £(6)de

R"™

Beweis: Es ist
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12.2 Die Fouriertransformation

Auflerdem gilt: X
(Fg)(@)| < 2m) "2 fllx - 19 ()]

€L (IR™)

Also gilt: fg c L.
Wieso ist oben der Satz von Fubini anwendbar?
Nach dem Satz von Tonnelli gilt:

//‘f(f)e_ig'x‘g(x)‘ d§d$=/\g(w)|/f(§)|dfdx existiert.
R" R"

R" R™

12.2.5 Satz: Stetigkeit und Differenzierbarkeit von f

(a) f e C(R™), d.h. f ist stetig.

(b) Falls f(€)||€]|™ in L* ist, so ist f € C™(IR™) und fiir |o| < m gilt:
D f(w) = (—i)*lgaF.

Dabei ist
a:(al;OZZ;...,Oln)Ean’ |O[’:Oél++05n

und

olel
Or110x9%2 - - - Dz’

z.B. ist fur a = (1,0,...,0):

Def = £ =66 &K

for () = —i - (2m) "2 / € F(E)e 6 de
J

Beweis:

(a) Setze
F(z,8) = f(€)e™™™
F:R*"xR"—C.
Ist & fest, dann ist x — F(z,£) stetig.
Ist x fest, dann ist |F'(z,&)| < [f(§)], integrierbar unabhéngig von z.
Zusammen ist

flo) = 2m) [ P, ag
Rn
als Parameterintegral stetig.
(b) Beweis durch Induktion nach m:

m = 1: (||¢|| - f(&) integrierbar) Sei z.B. a = (1,0,...,0).
Ist & fest, so ist x — F(x,&) stetig differenzierbar nach x;

Fy (2,8) = —i&1 f(£)e .

Ist x fest, so gilt:
|Fey (2,9 < €N - 1£(6)
———

integrierbare Majorante

= fz, ist stetig, f Parameterintegral, Formel gilt.
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12 Fourierreihen und -Transformationen

12.2.6 Satz

Fiir f € LY(IR") ist f € Co(IR™), d. h. f ist stetig und

f(z)=0.

||| —oc

Insbesondere ist f gleichméfig stetig.
Beweis: Siehe 12.2.8 auf Seite 375.

12.2.7 Hilfssatz

Fiir f € LP(R") sei f,(v) := f(z —y). Dann ist

h(y) = IIf = fallp

gleichméBig stetig (h: R™ — [0, 00))

Beweis: Es ist:

h(y) = k()] = (I = fpllp = IIF = feo)llp| < i) = Feollp

= ([ 1= - s - ppac)

r=y+¢
Transformationsformel

i~

d.h.: Zu zeigen ist die Stetigkeit im Punkt 0.
Sei also € > 0. Dazu exisitert eine stetige Funktion g mit || f —g|l, < ¢, g(z) = 0 fur ||z|| > R(= R:).
Es existiert also ein 0 > 0, so daB fiir ||y|| < 0 < R gilt:

£(Q.(2R)™) VP fiir ||z|| < 2R

l9(x) = g(z —y)| < {0 fiir |« > 2R

Damit ist dann

|h(y) = hO)| = If = fpll = If —9+9—9@w) + 9w — Flp

3=

<e—+ / lg(x) —g(x —y)|P dz | +e
[z[|<2R <& (92, (2R)™) !

<e4e( Q2R VP (Q,2R)MVP + &

=3¢ fir ||y|| <.
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12.2 Die Fouriertransformation

12.2.8 Beweis von 12.2.6
Es ist

271‘ n/2f /f —zfmd§

B Subst.
E=n- ”W

71'7]-:1: T
- [ 1) S

<o

Nach Addition ergibt sich:

enr2jw)| = | [ 1@ -1 (¢

T
-7
]

BE
x
S/’f(é)—f(i—ﬂ’gg”z) at
==t
(”Hxﬂ?) 1
Zu e > 0 existiert ein 6 > 0 mit
|f(x)] < const - f—f< " ) < e fir wﬁ

s
]2
also fiir [|z|| > §

= lim f(z)=

ll#]|—o0

= f ist gleichméafig stetig.

12.2.9 Ziel: Die Umkehrformel

Im weiteren soll hier gezeigt werden, daf} fast iiberall die Umkehrformel gilt:

£(6) = (2m)~? / ()6 da

12.2.10 Definition: Faltung
Fiir f,g € L'(IR™) heit
Frgle) =@ [ 1= o) dy

Faltung von f mit g.

12.2.11 Satz: Einfache Eigenschaften der Faltung
Fiir f,g € L'(IR™) existiert f g fiir fast alle  und es gilt:
frg=gxfeL(R")

und

375



12 Fourierreihen und -Transformationen

Beweis: Setze fiir F: R?" — R:

F(z,y) == f(x —y)g(y)

/ (/ ’F(x’y”dx) dy= [[ 156~ vl o)l dedy
= a1 ([ (= w)la) ay

=Ifll

Dann ist

= If1lx - llglh

Nach dem Satz von Tonelli-Fubini gilt:
2n)" - (f + ) = [ Flag)dy
existiert fiir fast alle -, und f * g € L*(IR").
2" Feg(o) = 20 [ (7 g7 dg
— [[ e~ nawe e dyag
— [[ e = e gyev dy e
= / [ / F(E —y)e T dE| g(y)e™ " dy
— n) i) - 3(x)

(Mit der Transformation £ —y = u in der vorletzten Zeile.)

12.2.12 Beispiel 1

Sein =1 und

Dann ist

Das ergibt 3 Falle:

1. »<a:

2. x> b:

S

o

i

8

QU
<
Il
o

i

8
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12.2 Die Fouriertransformation

.a<xz<b:

b b
/ey_”"dy—l—/e”"_ydy: 1—e* T 41—¢""
a X

12.2.13 Beispiel 2

Sei
H(E) = e €l = e—lal=-=l&nl N\ > 0

Dann gelten folgende Aussagen:
(1)

T A2 4 22
v=1 +

ha(z) = (2m) 2 / H(\E)E de = (2)n/2 ]
.

/ ha () da = (27)"/2

i
(3) Fiir f € L! gilt:
frin@) = 20 [ HOOF O de
A

(4) Wenn f € L* und stetig im Punkt x ist, dann gilt:

lim f+ hy(2) = f(2)

Beweis:
1. Wie in Beispiel 1, 12.2.12

2. BEs ist

s () (] )

| t=2As
T ldt = \ds
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12 Fourierreihen und -Transformationen

3. Esist
(2m)2 f % hy(z /f T—y !% —”/2/H AE) iﬁ'ﬂd&] dy

(27) ”/2//H A fz — y)e @Y€ gy € ¢

R™ R™
= (27T)_n/2 H()\f) (m f(x _ y)e—i(:c—y)§ dy) RIS de
[0\
Transf.:
Ayt
= / H(A)f(€)e™™ dg

4. Tst f * hy definiert? Es ist |f(x — y)ha(y)| < ||flleo fast iiberall, hy(y) € L', also ist f * hy
definiert. Es gilt:

1 *ha(a) — f(z)] = | (2m) /2 / @ —y) — F(@)ha(y) dy

<) [ |f@-y) - @) dy
_ ‘ y =X
dy = A€
— (2m) "2 / &= AE) — F()] - A" ha(A€) de
—_———

=h1(€)
Fiir A, \, 0 gilt

1)
|f(z — Ae&) — f(2)|h1(§) b punktweise

2)
[f (@ = M) = f(@)[h1 (&) < ([ flloo + [f(@)]) - ha(E) £

ist integrierbare Majorante.
Mit dem Satz von Lebesgue gilt dann:
hy, * f(x) — f(x) = 0 fiir k — oo

12.2.14 Umkehrsatz
Ist f € L' und f € L', dann gilt iiberall dort, wo f stetig ist:

£(6) = (2m) "2 / F(a)e ™S da

fast iiberall, wenn f stetig ist. Auflerdem gilt:

F(—€) = (2m) "2 / f@)e ™ dz = f(e)
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12.2 Die Fouriertransformation
Beweis: Die rechte Seite sei g(§), g € Co(IR"). Es ist

f % ha(z) = (2m) /2 / HOE)F(€)c'S de, vgl. HS

mit
H(\E) = e MiEl
Hier gilt
1.)
H(E) (€)™ =2 f(g)eié
und
2)

|H(AE) f(©)e®| < 1-|f(€)] -t

hat eine integrierbare Majorante.

Nach dem Satz von Lebesgue (angewandt auf f * hy,, A, — 0) gilt dann:

hmf*h)\ (2m) n/2/f et de = g(x)

Da f stetig in x ist und f € L gilt:

lim fxhy(z) = f(z)

A—0
Es ist
If % hy — flly = (2m)7"/* / L/(f(rc —y) = f(2)) - ha(y) dy| da
M2 (o) 2 / (m f(z — ) f(:v)‘hx(y)dx) dy
=0 [ (m/ Fa—y) - >dx)
]Rn
=|feyy—Flli=:p(y) stetig
— (2m) "2 / o)) dy
J
:(p*h)\(())
220 0 (0)
— o~ fllh =1f—fl =0
Also:

li hy — =0
;L%Hf* x— flli =0,
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12 Fourierreihen und -Transformationen

insbesondere gilt f * hy, — f in L' fiir jede Folge A — 0. Es existiert eine Folge Ag \, 0 mit:

fxhy(z) — f(z) (k — o0) f.i.
(%)

Wo (x) gilt, ist:
f(z) = lim fxhy, (z) = g(x)

k—oo

12.2.15 Bemerkungen
(a) Ist f, f € L'(IR™), so existiert ein g € Co(IR™) mit f(z) = g(x) Lii.

(b) Fiir die Abbildung " gilt: * L'(IR™) — Cu(IR™). Die Klasse S besteht aus allen Funktionen
f e C®(IR") mit
sup o]+ [D*f ()| < o0
zelR

fiir alle m € N, und alle o € INjj.
Ein typisches Beispiel ist f(z) =e =l Denn es ist

for = =211 f,. .

12.2.16 Satz

Die Fouriertransformation bildet S bijektiv auf sich ab.

Beweis: Esist S C L'NCyund DYf € S fiir f € S.

(1) f € S. Zeige, daB daraus folgt: f € C°(IR"). R X
Sei m € INo. ||€[|™ - f(&) ist integrierbar, also ist f € C™(IR"™), d.h. f € C*°(IR").

(2) Sei f €S, me INg. Zeige:

sup [[z]|™ - [ f(z)] < o0
z€lR

Es ist
—imlf( (2m) ”/2/f —ixe ”5) d¢

_9 T §
0&1 c

Schreibe nun:

= _ €_1 & n—1
5‘(5)’563

Fublm n/2 / (/ f 617 —i(&1z1++Enxn) dfl) dg

Das innere Integral ist:

= f(&,8) e " _/<8§ (51,§)> e T dgy
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12.2 Die Fouriertransformation

Also gilt zusammen:

i (@) = 20 [ fa (e dg = (o)
J)

Per Induktion nach || zeigt man:

(iz)* f(z) = D f ()

Sei x fest und k so, daB
I?Zaf(\xj‘ = |zgl, dh|z|| <n-|xg

Wihle a = (0,...,0,m,0,...,0) mit m an der k-ten Stelle. Dann gilt:

(D lall™ - 1F(@)] < o™ - | F(2)

< |D7f(@)|

< sup sup |[z]|™[Df(x)]

|a|=m z€IR™

)
< 00?77

Wenn das ,,7“ gilt, gilt die Behauptung (2).
Beweis hiervon im Hilfssatz 12.2.17

(3) Sei 8 € IN: Betrachte (2) mit D°f € S:

sup ||z D" f(z)| < o0
zeR"

fur alle m. Daraus folgt: f €s.

(4) Zeige:"ist injektiv:
Sei f = 0. Daraus folgt mit dem Umkehrsatz, da§ f(x) = 0 f.ii.. Da f stetig ist, gilt f(x) =0,
d.h. " ist injektiv.

(5) Zeige: "ist surjektiv. Sei g € S,

und es ist f = g, d.h. " ist surjektiv.
Zusammen mit (4) gilt dann: "ist bijektiv.

12.2.17 Hilfssatz

Sei m € INg, « € INgy und f € S. Dann gilt:

sup [l2]™ | D (2] < o0
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12 Fourierreihen und -Transformationen

Beweis: Es geniigt, dies fir a = (0,0,...,0) zu zeigen. Es ist

f(x) = (2m) "2 / F(€)eiE de

[ Ggre) e
<o [ ‘%f(&)’ e

= Cm,k <cm

(2) el || < e

(Dies gilt auch fiir D*f € S, d. h. fiir beliebiges «)

und

‘(zxk)mf(x)‘ = (gw)fnm

Also gilt fiir alle x € R™:

12.2.18 Die Warmeleitungsgleichung

Sei u(x,t) fir x € R", t € R, die Temperatur im Punkt 2 zum Zeitpunkt ¢. Sei nun u; = Au:

n
9%u

ug(x,t) = —Z(m,t)

Zu 16sen ist das Cauchyproblem: uy = Au fiir t > 0, x € R™ und den ,Anfangswerten® u(x,0) =

/().

Ansatz:

u(x,t) = (2m) /2 / a(&, )T de
i

Formale Rechnung liefert:

up = (2m) /2 / (€, 1)e € de

R"™

g, = (27) 72 / (—E2)ale,1)cs* de
Rn

Damit ist dann

we — D = (2m) "2 / [00(6,1) + |€]2ae, )] € de

Rn
=0, falls [...] =0
Dadurch entsteht ein Problem fur :
u(€,0) = f(§)

Die Losung hiervon ist:

g, t) = fe)elEl*
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12.2 Die Fouriertransformation

Daraus folgt dann fiir u(x,t):

u(z,t) = (2m)™" / /f(y) ey dy| - €_Hf||2t€i§'ﬂf d¢
k"

— (27)" / / et eiew2) ge | £y ay

mit

K(w,t) = (2m)™" / e It g=ibw ge
Rn
= (27['t)7n/267”w”2/4t

Damit ist dann
(@, ) = (2mt) "/ / eI/ §(Y dy. (12.2)
Rr
Der Nachweis der Richtigkeit geschieht folgendermafien:

1. Alles ist erlaubt, falls f € S ist, oder

2. Verifiziere alles an (12.2). (Dies gilt, falls f stetig ist und |f(z)| < C.efl®l* fiir € > 0.)

12.2.19 Bisherige Eigenschaften der Fouriertransformation

Bisher haben wir gezeigt, daf fiir die Fouriertransformation die folgenden beiden Aussagen gelten:

~ LY = O
8-S

Nun wollen wir zeigen, dafl auch
N L2 L2
gilt (nicht formelméBig).

12.2.20 Hilfssatz
Fir f e L'n L2 ist f € L2 und ||f]]2 = ||f]2.

Beweis: Setze

Damit ist

o(x) = (2m) /2 / f(—z+y)- Fw) dy
.

= (277)_n/2(f($)7 f)
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12 Fourierreihen und -Transformationen

9@ < @)l fwll2 - 1fll2 = @)~ £113
2. ge L}
3. g ist gleichmafBig stetig:

(2m)"?lg(z) = 9(2) = [(f@) = fip: )

csu
< f@) = fllz - I f 12
= Hf(xfz) - fHQHfHQ

— 0 fir ||z —z|]| = 0

Es ist
g% hx(0) = (2m) /2 / HOE)3() dé (12.3)
J

mit H(¢) = e ¢l
Da g stetig ist, gilt:
lim g 1, (0) = g(0) = I1£113-

Rechts in (12.3) ist fiir A — 0: H(AE) /7 1: A N\ 0 = H(ME)G(€) /| f (€)%, also
a©) =1f©F =0

Mit dem Satz von Beppo-Levi ist dann

Jim rechts = (2r) /2 / F(6)2 de
= (2m) 2|13

12.2.21 Satz, Parsevalsche Gleichung

Die Fouriertransformation 18t sich zu einer ,linearen“ und ,bijektiven Abbildung™: L? — L? mit
1£11% = 17113 ,Parsevalsche Gleichung*

fortsetzen.

Bemerkung: Dabei soll heiflen:

Hlinear“ -
of 4+ Bg(z) = of + B4 . i
minjektiv* )
fz) =g(z) = f(z)=g(z) L i
»surjektiv*

gel? = esex. feL?: f(x)=g(x)f i
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12.2 Die Fouriertransformation

Beweis:

(a) Fortsetzung: Sei f € L?. Setze

fulw) = { flx) in [k k"

0 sonst

Es ist fi, — f in L?. AuBerdem ist f; € L' N L?, also ist fk definiert und fk € L2
(fx) ist Cauchyfolge in Lo, da

Ifk = fillz = lfu = fill2
= fk konvergiert im L?, setze

k—o0

(b) Die Fortsetzung ist unabhéngig von (f):
Gelte g — fin L?, g, € L' N L*:

i = drll2 =1 fx — grll2— 0

Also ist fir £ — oo:

fr=Ff=0<a

Die Linearitat wird als Aufgabe gestellt.
Zeige nun die Normerhaltung:

A . ; HS ;.
17l = lim [|fkll2 = lim [[fill2 = [ f]l2
sinjektiv® Sei f =0 (d.h. f(z) =0 £.ii.): Fiir k — oo gilt:

foo = f Ikl = l1£12
. . J| I f(z) =0 fi.
e = F = e = 0 (k— o)

wsurjektiv* (teilweise)
LN L2 ist dicht in L?, d.h.:
Zu jedem g € L? gibt es fi € L' N L? mit
fk — g in L2

Dann gibt es zu g € L? eine Folge (fx) in L' N L2 mit fr — g.
(f») ist eine Cauchyfolge in L?, da (/f;) Cauchyfolge ist, also f;, — f € L?. Also gilt:

f: lim fk:ginL2
k—o00

also f(z) = g(x).
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12 Fourierreihen und -Transformationen

Beweisskizze: Skizze, dafl LN L2 dicht in L? ist (Funktionalanalysis):
Sei g € L? und setze

A:nﬁﬂm—fm:feleLﬂ

Dann existieren f;, € L' N L? mit
lg = filla — A

(1) (fi) ist Cauchyfolge [|lu + v[|3 + [[u — vl|3 = 2]jul3 + 2l[v|3], fx — /-

(2) Esist (g — f,h) =0 fiir alle h € L' N L2.
Idee:

(3) Setze nun h(z) = hy(x — a) fiir a € R™ und X > 0. Dann ist fiir fast alle a:

hax (g~ F)a)=-=0

=g—f=0tfi
= A=|f-gll2=0.
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