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0 Mathematische Notationen?!

0.1 Mengen

0.1.1 Naive Mengendefinition

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten und wohlunterschiedenen Objekten.
Es gelten die folgenden Aussagen:

x € M: x ist Element von M, x gehort zur Menge M (,x aus M ).

x ¢ M: x ist nicht Element von M, x gehort nicht zur Menge M.

0.1.2 Mengenschreibweisen

Es gibt die aufzidhlende und die beschreibende Mengenschreibweise:

aufzahlend: M = {z1,z9,...,2,}
Bsp.: M = {Merkur, Venus, Erde, Mars}

beschreibend: M = {z: z hat die Eigenschaft ¢}
Bsp.: M = {x: x ist innerer Planet}

0.1.3 Mengenrelationen

A C B ist eine Teilmengenrelation und bedeutet: A ist Teilmenge von B, A ist Untermenge von B
oder B ist Obermenge von A. D. h. jedes x € A gehort auch zu B.
B D A bedeutet genau das gleiche wie A C B.
A = B bedeutet: A C B und B C A.
() ist die Menge, die kein Element enthalt. () heifit leere Menge. Fiir jede Menge A ist ) C A.
P(M) :={A: AC M} ist die Potenzmenge von M. Fir M = {a,b,c} ist

P(M) = {0,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}}

die Potenzmenge. Fiir alle Mengen M gilt insbesondere M C P(M).

0.1.4 Mengenoperationen

Vereinigung:
AUB={z: 2z € Aoder z € B}

Durchschnitt:
ANB={z:z€ Aund z € B}

Fiir Durchschnitt und Vereinigung gelten folgende Aussagen:
ANBCA,Bund A,BC AUB.

Differenz:
A\B={z:z€ A,z ¢ B}
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kartesisches Produkt:
Ax B={(a,b):a € A, be B}

Fiir jedes Paar (a,b) gilt:
(CL, b) = (al,bl) S a=a1, b=0.

Sei nun A # () und zu jedem Element A € A sei My Menge. Dann setzt man

UMA:{x:xGM,\fﬁrein/\eA},
AEA

die Vereinigung der Mengen M) und

ﬂ My = {x: x € M) fiir jedes A € A},
AEA

der Durchschnitt der Mengen M)

Bereits bekannte Mengen von Zahlen

Zeichen | Name Beschreibung

N Menge der natiirlichen Zahlen | IN = {1,2,3,...}

7 Menge der ganzen Zahlen Z=1{0,1,-1,2,-2,...}
Q Menge der rationalen Zahlen | Q = {%: pEU, g€ IN}

0.2 Abbildungen

Seien A, B Mengen.

0.2.1 Naive Abbildungsdefinition

Eine Abbildung oder Funktion f von A nach B ist eine Vorschrift, die jedem a € A ein eindeutig
bestimmtes b € B zuordnet.

Schreibweise:

B

f: A —
a — f(a)

0.2.2 Graph von f
Sei f: A — B eine Abbildung. Dann ist

graph f = {(a, f(a)):a € A} CAx B

der Graph von f.

0.2.3 Komposition
Sind f: A— B, g: B— C Abbildungen. Dann heifit

gof:A—C (go[f)la)=g(f(a))

die Komposition ,g nach f“



0.3 Elementare Logik

0.2.4 Definitions- und Wertebereich

Sei f: A — B eine Abbildung. Dann heifit A der Definitionsbereich und B der Werte-/Zielbereich
von f.

0.2.5 Bild und Urbild

Fir Ay C A heifit
f(A1) ={f(a):ac A1} C B

Bild von Ay unter f. Insbesondere ist f(A) das Bild von f.
Fiir B; C B heif3t
fYBy) :={a: f(a) e B} C A

Urbild von By unter f.

0.2.6 injektiv, surjektiv, bijektiv

Die Funktion f : A — B heifit
surjektiv:  f(A) =B
injektiv:  fiir beliebige x,y € A, x # y gilt: f(x) # f(y)
bijektiv:  f ist injektiv und surjektiv

0.2.7 Umkehrfunktion

Ist f: A — B injektiv, so gibt es eine Funktion/Abbildung f=1 : f(4) — A mit f~}(f(z)) = 2.
/7! heifit Umkehrfunktion von f auf f(A). f~! existiert genau dann auf B, wenn f bijektiv ist.

0.3 Elementare Logik

A und B seien Aussagen, wahr oder falsch.

A = B bedeutet: ,aus A folgt B
aus der Giiltigkeit der Aussage A
folgt die Giiltigkeit von B
A ist hinreichend fiir B

B ist notwendig fir A
B < A hat genau die gleiche Bedeutung

A & B bedeutet: ,,genau dann“, A und B sind dquivalent
A und B sind zugleich richtig oder falsch
gleichbedeutend: A = B, und A < B
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1 Die reellen Zahlen?!

1.1 Der Korper R

1.1.1 Definition: R

Es gibt eine Menge IR, — die Menge der reellen Zahlen — und darauf sind eine Addition = + y und
eine Multiplikation z - y erklart, so daf folgende Regeln (Axiome) erfiillt sind:
Seien x,y, z € IR beliebig

1. Assoziativitdtsgesetz:
(+y)+z=a+(y+2)
(-y)-z=a-(y-2)

2. Kommutativgesetz:
rT+y=y+x

3. Existenz von 0 und 1
Esgibt e Rmit 0+x ==
Esgibt le Rmit1-z ==z

4. Existenz der Inversen:
Zu jedem z € IR gibt es ein (—z) € R mit x 4+ (—x) =0
Zu jedem z € R\ {0} gibt esein 7' € Rmit x- 27t =1

5. Distributivgesetz: z- (y+2)=x-y+z -2

1.1.2 Bemerkungen

(1) Jede Menge, in der eine Addition und eine Multiplikation erklért sind, so dafl 1-5 gelten, heift
Korper.

(2) z.B. ist Q ein Korper.

(3) Statt x + (—y) schreibt man = — y.
Statt 2~! schreibt man %
Statt « - 5y~ schreibt man %

1.2 Anordnung von IR

1.2.1 Definition

IR ist angeordnet, d.h. es gibt eine Menge P C IR mit:

1.) Fiir ein beliebiges = € IR ist z = 0 oder x € P oder —x € P.
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2.) Firz,ye Pist x +y € P.
3.) Firz,ye Pist x -y € P.
P ist die Menge der positiven reellen Zahlen. Statt « € P schreibt man auch x > 0 oder 0 < z.

r<ysy—xrxeP, dhy—ax>0:y>x

1.2.2 Bemerkungen
(a) x € P heiit: = ist positiv, —z € P heifit: x ist negativ.

(b) Jeder Kérper mit den Eigenschaften 1.), 2.), 3.) heifit angeordneter Korper, z. B. ist Q ange-
ordnet mit P = {%: p,q € ]N}

(¢) R wird geometrisch gedeutet als Zahlengerade.

1.2.3 Regeln

Seien x,y, z, t,u,v € IR:
) z<y=zs+z<y+z
2 z<yundy<z=zx<z
B)z<yundu<v=z+u<y+ov

(4) z<yund z >0 [z < 0] = zz < yz [xz > yZ]

(5) * #0= 22 =z -2 > 0. Insbesondere ist 1 > 0

6) r<yundO<t<l=z<tz+(1—-t)y<uy. Insbesonderegilt:r<xT+y<y
(7)

1 1

1.3 Die Volistandigkeit von R

1.3.1 Definition

Sei M CIR, M #0,({ eR

(a) & heifit obere bzw. untere Schranke von M, wenn fiir alle x € M gilt: © < & bzw. z > €.

(b) Gibt es eine obere bzw. untere Schranke, so heiit M nach oben bzw. nach unten beschrénkt.
Existieren beide Schranken, so heif3t M beschrankt.

(c) Ist & obere bzw. untere Schranke mit £ € M, so heifit £ das Maximum max M bzw. das Minimum
min M von M.
1.3.2 Bemerkung

1. Sei £ untere Schranke von M.
Dann ist jede Zahl & € IR mit & < £ ebenfalls untere Schranke von M.

2. Sei & obere Schranke von M.
Dann ist jede Zahl &’ € IR mit & > £ ebenfalls obere Schranke von M.



1.3 Die Vollstandigkeit von IR

1.3.3 Beispiel

Sei M ={z: 0 <z < 1}. Esist 0 = min M und 1 ist obere Schranke von M, aber 1 ¢ M. = max M
existiert nicht.

1.3.4 Vollstandigkeitsaxiom

Jede nach oben beschrinkte Menge M C IR besitzt eine kleinste obere Schranke, das Supremum
von M: sup M. Genauso besitzt jede nach unten beschrankte Menge M C IR eine grofite untere
Schranke, das Infimum von M: inf M.

Fir sup M bzw. inf M gilt:

(a) s ist obere bzw. untere Schranke
(b) £ < s bzw. £ > s = es existiert z € M mit z > & bzw. z < &.
Gelten (a) und (b) dann ist s = sup M. bzw. s = inf M.

Beweis: s ist obere Schranke (a)
& < s = £ ist keine obere Schranke

(0)
= s ist kleinste obere Schranke, also s = sup M.

1.3.5 Beispiel
Sei
M:{x_y:0<y<1,0<x<y2}
T4y
Es ist

r+y>0undz—y<y’ —y=yly—1)<0
r—y
rT+y

= < 0 = obere Schranke

Behauptung: supM =0

Beweis:
(a) s =0 ist obere Schranke.

(b) Sei —3 <¢{<0,y=14+fundz=142=0<2<y<l1
0<i<az=1+2<1+2{+&=y>

Gilt nun
TV S g
x+y 243
Es ist ) ¢
243¢>2+3(--)=1= 1=
+3E>2+ < 3) TR ST

(b) ist erfiillt
— supM =0¢ M

1.3.6 Existenz des Infimums

Jede nach unten beschrankte Menge M C IR besitzt immer eine grofite untere Schranke, das
Infimum von M: inf M.



1 Die reellen Zahlen
Beweis: Sei M nach unten beschrénkt, N := {—z|x € M} sup N = —inf M

1.3.7 Archimedische Eigenschaft

IN ist nicht nach oben beschrankt.

Beweis: (Indirekter Beweis)

Annahme: IN ist nach oben beschrankt. Damit existiert sup IN = s.

= s—1 ist keine obere Schranke. D. h. es gibt n € IN, sodal n > s—1ist. = n+1 > s. Widerspruch
zu supIN = s.

1.3.8 Folgerung

inf{%:nE]N}:O

Beweis: Das Infimum ist > 0, weil % > 0 ist fur alle n € IN.

(a) 0 ist untere Schranke
(b) Sei & > 0.
Dann gibt es ein n € IN mit n > % =Llccef{ }=>mf{.}=0

1.3.9 Satz

Gilt M C N und ist N nach oben bzw. unten beschrankt, so gilt:

sup M < sup N bzw. inf M > inf N.

Beweis: s = sup N ist insbesondere obere Schranke fiir IV, also auch fir M.
= sup M < s. Fiir das Infimum genauso.

1.3.10 Satz
Seien M, N C R. Setze —M :={—z:x € M} und M + N :={z+y: x € M,y € N}. Dann gilt:

1. sup(M + N) =sup M + sup N, falls M und N nach oben beschrankt sind.
2. inf(M + N) = inf M + inf N, falls M und N nach unten beschrankt sind.
3. sup(—M) = —inf M, falls M nach unten beschréankt ist.

4. inf(—M) = —sup M, falls M nach oben beschrankt ist.

Beweis: von (2):

Setze m := inf M und n := inf N

zeM,ye N=zxz>m,y>n

= x +y > m + n, also ist m 4+ n untere Schranke fiir M + N.

Wiéhle & > m + n.

Dann existieren Zahlen z € M und y € N mit x +y < & (£ =& + &2,& > m, & > n).
Finde x € M und y € N, so dal x < & und y < & ist. = m +n = inf(M + N).



1.4 Absolutbetrag

1.4.1 Definition
Fur z € IR heif3t

2] T firx>0
z| =
—x furx <0

absoluter Betrag und
1 fiir x > 0

sign(z) == <0 firx =0

-1 firz<0
Vorzeichen von z.
Es gelten:
v<lal, —w<lal, |o| = max{z, 2}
xr =sign(z) - x|, |z|=sign(x)-

|| <e <= —e<z<e

|z| <e <= —e<z<e

1.4.2 Dreiecksungleichung

Fir alle z,y € R gilt:
|z +y| <[z + [yl

|z = [yll < [z =yl

Gleichheit gilt genau dann, wenn x -y > 0 ist.

Beweis:
(1) z+y<|z[+]y|

z+y <|z|+
@) —<z+y>:—x—ys|x+ry|}‘ yl< lzl + 1l

Gleichheit genau dann, wenn in (1) oder (2) Gleichheit ist.
2] = [(z —y) +yl < o —y[+ |yl = |2[ = |y| < [z —y]

ly| — |z| genauso.

1.4.3 Intervalle

Seien a,b € IR mit a < b. Setze

(a,b) = {z:a<xz<b} offenes Intervall

[a,b] = {x:a <z <b} abgeschlossenes Intervall
[a,b) = {x:a <z <b} halboffene Intervalle
(a,b] = {z:a<z<b}

1.4.4 Bemerkung

Fir jedes dieser Intervalle [ ist sup! = b, inf I = a.

1.4 Absolutbetrag
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Beweis: b ist obere Schranke fiir I.

§<b,a<§<b:x:¥
= <z <)
= x€el
= £ ist nicht obere Schranke

1.4.5 Definition

Fir z € IR heifit [z] die groBte ganze Zahl< x, d. h. [z] = sup{n € Z: n < z}. Es gilt [z] <z <
[z] + 1.

1.4.6 Satz

In jedem Intervall (a,b) gibt es ein r € Q und s € R\ Q. (,Q und IR\ Q liegen dicht in IR*)

Beweis: Fiir r € Q (spéter in 1.6.5 auf Seite 15 fir s € R\ Q).

e Zunichst: b—a >1
[b] fir b ¢ Z

[b] —1 sonst

Setze r =

o Allgemein: Wéhle ¢ € IN so, dal ¢(b — a) > 1 ist (archimed. Eigenschaft).
Das Intervall (ga, gb) enthlt p € Z. = (a,b) enthélt g € Q,
denn: qa<p<qbéa<§<bé§€(a,b)

1.4.7 Erweiterungsmoglichkeiten

Erweiterung von IR: Man setzt IR = IR U {—00,00} (—0o0, 0o sind keine Zahlen).
Sinnvolle Relationen und Operationen:

—o00 < x < oo fiur alle z € IR

T+ o0 =00 }fﬁrallexGIR
T —00=—00
x-00=00, - (—00)=—00 fiirz>0
x-00=—00, - (—00) =00 fiirz<0

izizofﬁrxeﬂ%
0o —0
%:oofiiraz>0,%:—oofﬁr:z<0

Erweiterung des Intervallbegriffs: (—oco,b] = {z € R: z < b}.
Analog sind (—o00,b), [a,0), (a, 00), (—00, 00)

Erweiterung des Supremum-/Infimum-Begriffs:
Ist M C IR, M # () nicht nach oben bzw. unten beschrankt,
so setzt man sup M = oo bzw. inf M = —o0.
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1.5 Volistéindige Induktion

1.5 Vollstandige Induktion

1.5.1 Induktionsprinzip

Gegeben seien A(n), Aussagen fiir n € IN.

(1) [Induktionsverankerung/-voraussetzung] A(1) sei wahr.

(2) [Induktionsschritt] Aus der Giiltigkeit von A(n) folgt die Giiltigkeit von A(n+1) fiir alle n € IN.

Dann sind alle A(n) wahr.

Beweis: Sei M = {n: A(n) falsch}, 1 # M.

inf M = m = min M = A(m) ist falsch, A(m — 1) ist richtig. Widerspruch zu (2)!

1.5.2 Beispiel

Esist 1424 ---+n = "0,

Beweis:

. _ 12 _
LA: 1=12=1

n(n+1)

1S 1424 - 4ntnt1="200 4 = nedDfatndl)  (nb])(nt2)

2

1.5.3 Induktive Definition von Summe und Produkt

Seien m,n € Z, a, € IR

falls n < m (leere Summe)

n 0
Z a, = n—1
= ( > al,) + a, sonst

v=m

n 1 falls n < m (leeres Produkt)

H a, = n—1
il I] a, ) -a, sonst
v=m

Fir m < n gilt:

n
Zau::am+am+1+"'+an

vr=m
n
H Gy =: A - Qg1 - - - On
rvr=m

n
Potenz (a € R): a" := [[a=g-a...qafirn e N
U1 N———
n—mal
a’ =1 und [a”:n#ﬁir —ne]N,a;éO]
Fakultdt: n! :== [[v=1-2...nfirne N, 0 := 1.

v=1
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1 Die reellen Zahlen

1.5.4 Binomialkoeffizienten

Fir a € IR und k£ € INy definiert man

() =T122 et

v=1

k k!

[« ale—1)...(a—k+1) ala—1)...(a—k+1)
helN: () 1-2... B

3
Fiir n € INg und k£ € INj ist (Z) =0, falls n < k.

<;>_%(§—1>(§—2>_...

(n) _nn=1)...(n—k+1) (n—k)! _ n!
(n=k): <k:) = il =) K-k
Es ist (Z) =1 und (8) =1
1.5.5 Pascalsches Dreieck
1
1 1
1 2 1

Beweis von (§) + (%) = (*1):

<Z>+<ki1> _ a(a—n..].d(a—kﬂ)
ala—1).. (a—(k—1)+1)

+ k- 1)
_Jala=1) . (a—k+2)(a—k+14+k)
B k!
_ ala—1)...(a—k+2)(a+1)
%l

@+ D)(a+1—1).. . (a+1—k+1)

k!
_ a+1
N k
n>k: (Z) =Zahl der Moglichkeiten, aus n Objekten k auszuwéhlen, ohne Bercksichtigung der
Reihenfolge (,n iiber k“ = | n choose k) (engl.)

1.5.6 Binomischer Lehrsatz

Fiir a,b € IR und n € INy gilt:

12



Beweis: Induktion nach n.

en=20 (a+b)0 =
1 =

en=1
(a+b) =

at+b=b+a
e ni—n-+1:
(a+b)"t (a+b)(a+b)"
(a+0) Z <Z> akprk
k=0
— (n k+1pn—k — (n kpn—k+1

Z k)a b + <k>a b
k=0 k=0
n+1

1.5 Volistéindige Induktion

-£()

k=0

(”) (—1)k =0 fiir n > 1

o

k=
n n+1bn7n71+1
<n +1- 1>a
n

= Kk - 1) + (Z)] dhg

”) a0
n
n Z (n ‘]: 1>akbn—k+1 n (g) ptl
k=1
n+1
(n—]i_ 1> akbn+1—k q.e d
k=0

13



1 Die reellen Zahlen

1.5.7 Nachtrag
(1) €N, falls n > k, n,k € N

Beweis: Induktion nach n:

1 1
n—n+1: nt =1= m
0 n+1

veeens () = () ()

Nach I.V. werden 2 ganze Zahlen addiert, die eine ganze Zahl ergeben.

1.5.8 Bernoullische Ungleichung

Firn € IN und z > —1 gilt:
(14+2)">1+nx

Gleichheit gilt genau in folgenden Fallen: n =1,z > —1, bzw.n > 1,z =0

Beweis:
n

1
n n k n k
1+ = > =14+

k=0 falls 2>0
Induktionsbeweis fir z > —1:
n=1: (1—}-:5)1 = 14+1z
n—n+l: 1+z)" = Q+2)1+z)"
—_—— ——
>0 >1+nz
(I1+z)(1 + nx)

v

1+ nz + z + na?
>0
1+ (n+1)x

Y

1.6 Wurzeln
1.6.1 Beispiel

Fiir r € Q ist r? # 2.

Beweis: Annahme: r = " erfiillt r? = 2 (m,n ohne gemeinsamen Teiler, m,n € IN). Es ist dann
m? = 2n?, also ist m = 2p, m ist gerade.

= 4p? = 2n? = 2p? = n? = n = 2q ist gerade. Widerspruch!

1.6.2 Satz

ZujedemaZO,aeIRunldnelNgibtesgenauein{GIR,520mitf”:a.

Schreibweise: £ = {/a = an

Beweis der Eindeutigkeit: Sei 0 < 2 < y = 22 < %2, mit Induktion 2" < 3", d. h. 2" = a und
y" = a unmoglich.

14



1.6 Wurzeln

Beweis der Existenz: Fiir a =0, { =0 == o.k.

Ab jetzt seia > 0. Sei M = {x: x > 0, 2™ < a}.

M # 0, da 0 € M. AuBerdem ist M nach oben beschriankt durch s = a+ 1, denn fir z > s = a + 1
gilt: 2" > (a+1)" >a,d. h. z ¢ M.

Behauptung: £ = sup M. Zeige £" =a

Beweis: Sei 1 > ¢ > 0 beliebig. Dann existiert ein x € M, x > £ — ¢

la =& <e(s+1)"=a=¢"

1. 1 > € > 0 beliebig.
Dann existiert ein x € M, x > £ — ¢

< (ztet = " +) (T?)ij”j

n

~— o,

< a+e(s+1
=" —a < g(s+1)"

2. 1>e>0beliehigtx =+ ¢ M, E+e>0
a<(E+e)" << +e(s+1)
=a—E"<g(s—1)"

Aus 1.) und 2.) folgt: |€™ — a] < e(s+ 1)™, e > 0 beliebig
= [£" —a| <0, also £" = a.
1.6.3 Fundamentaler SchluB3 der Analysis
Ist b € IR und gilt fiir jedes (hinreichend kleine) e: b < e = b <0

Beweis: indirekt, Annahme b > 0: Wihlee < 5, e>0: b<e <5 W!

1.6.4 Bemerkung

Q ist nicht vollstandig

Beweis: Wenn Q vollstindig wiire, so ex. £ = sup{z € Q : z > 0, 22 < 2} in Q. = wie oben
€2 =2. V2 ¢ Q. Widerspruch!

1.6.5 Nachtrag

Jedes Intervall (a,b) enthilt ein s € IR\ Q.

Beweis: (a,b) enthélt ri, 7o € Q, r1 < ro.

(\/5-7’1,\/5‘7’2) enthalt r € Q,
d.h. V2-ri<r<v2-ry: a<r1<%zs<r2<b

=s€(ab),s=5-vV2eR\Q

1.6.6 Allgemeine Potenz

Seia>0,r= % € Q. Dann gilt: a" := ¥/a?. Diese Definition ist unabhéngig von der Darstellung

r=2&
q

15



1 Die reellen Zahlen

Beweis:
Sei £ = {/a.
Dann ist
und
g = (")t = ((vVa)™)"
also gilt:
(Yay" = am
Setzerzgz%,m:k‘p,n:kq.
Dann ist
(%a)kP = Nakv = Var = a”
a’ =1
a" = aP = (Ya)P, falls L =r, g€ N, p € Z

p

1.6.7 Regeln fiir Potenzen

Seien a,b > 0, r, s € Q. Dann gilt:

a"a® =a""?%, — =a" 7 a"b" = (ab)"

1.6.8 Ungleichung zwischen dem arithmetischen und geometrischen Mittel (AGM)

Sind a1, ...,a, > 0, so gilt
YVay...an <

geometrisches arithmetisches

Mittel
»=" genau dann, wenn a; = --- = a, ist.
Beweis: fiir a; = 0= o.k.
Seien jetzt alle a; > 0, a = % >0
o= it tan=n
Gilt a1 - a, <17
1.6.9 Hilfssatz
Sind a1,...,q, >0 mit oy + -+ o, =n,
so gilt: a1 - -y <1 und ,=* genau dann, wenn a1 = - -+ =
Beweis:

en=2:a1=1—-s5<1
as=1+s>1
arae =(1—-8)(1+s)=1-52<1
=1, genau dann, wenn s =0 = a; =as =1

16



en—n+lag+--+ay+ap1=n+1
z.B.seiay,=1—-s<lund apy1=1+t>1
(sonst wird umnumeriert)
Br=a1,...,0n-1=n-1,80 = Qn +apt1 >0
i+ +fp=n+1-1

Ay Q-1
2. ani1 = Bio.Bpo1fn —
— [
<1
- 1.(1—5)(1—i-t)
- 1—s+1¢
>0
_l=s+t-7s-c
B 1—s+t
< 1—s+t:
- 1-s+t
»,=" genau dann, wenn By ...06, =1 und st =0
<— fi=--=0,=1und st =0
— aj=-=ap1=1L, a,+tapr1=2und s=0VvVi=0

§=0: an=1 apy1=2-1=1

t=0: apy1=1, a0,=2-1=1
Beweis (AGM) Fortsetzung:

n
ai+---+a
a...apn=0q...0pa" < a"=——"
~~ n

<~ Yai...ap <

Gleichheit, wenn Gleichheit bei ¥ <= a1 =---=a, =1, d. h. alle a; = a.

1.6.10 Beispiel

Seia>0,r=2¢€(0,1)
Dann gilt: " <1+7(a—1) (z. Bia=1+2z: (14+2)" <l+4+rzfir0<r<1)

Q|

Beweis:

a =+va? = a...a- 1...1
N—— =

p-mal g — p-mal
a+...a+1+...1

<
S~~~ q
AGM

_ mr%@*p):1+rm_1)

q

1.6 Wurzeln
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2 Folgen und Reihen!

2.1 Konvergente Folgen

2.1.1 Definition: Folge

Eine Folge (ay) ist eine Abbildung IN — IR, n — a,. Sie heifit konvergent gegen a € IR, wenn es
zu jedem € > 0 ein ng € IN gibt mit: |a,, — a| < ¢ fiir alle n > ng. Schreibweise: a,, — a (n — 00)

oder lim a, = a
n—oo

2.1.2 Bemerkungen

(a) Manchmal betrachtet man Folgen (a,,), die fiir n > p definiert sind, mit p € Z fest.
Nicht konvergente Folgen heiflen divergent.

Gilt a, — 0, (n — 00), so heifit (a,) Nullfolge.

)
)
d) Gilt a, — a, (n — 00), so heiit a Grenzwert oder Limes der Folge (ay,).
) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.

)

Es gilt a,, — a fiir n — oo genau dann, wenn es eine Nullfolge (b,,) gibt mit |a,, — a| < b, fiir
alle n.

Beweis:

(e) Gelte ap, — a, ap, — b
Seie>0:3ng: |a, —a| <e (n>np)
dng @ |ap, — bl <e  (n>ng)
la—bl=(a—ap)—(b—ap)|<|la—ap|+b—ayn| <e+e=|la—-b<2e=a=b

(f) (Andeutung)
W= by = |ay, — al, zeige b, — 0.
= lap—al <b, (n— o0)

2.1.3 Rechenregeln fiir konvergente Folgen

(1) Der Grenzwert ist eindeutig bestimmt.

(2) Konvergente Folgen sind beschrankt, d. h. es existiert ein & > 0 mit |a,| < k fiir alle n. D. h.
{an: n € IN} ist beschrankt.

(3) Aus a, — a folgt Aa, — Aa (A € R).
(4) Aus a, — a und b, — b folgt a,, + b, — a +b.

(5) Aus a,, — a und b,, — b folgt a,, - b, — a - b.

Wersion 191 vom 13. Februar 2006
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2 Folgen und Reihen

(6 Ausbn—>b,b;éOfolgtbn;éOfiiranundéﬁ%.

(7) Aus ay — a, by, — b, b # 0 folgt §= — ¢.

)

)
(8) Aus a, < b, fir alle n € IN, a,, — a, b, — b folgt a <b.
(9) Aus a, < b, < ¢, fir alle n € N, a,, — a, ¢, — a folgt b, — a.
)

(10) Aus a,, — a > 0 folgt al, — a" (r € Q)
[r € IN: a € IR beliebig; r € Z: a # 0 beliebig; r > 0: a = 0, a,, > 0]

Beweis:
(1) siehe oben unter (e)

(2) Gelte a, — a:
Zue=1ex. ngmit |a, —a|] <e=1,
lan| = |(an — a) + a| < lan, —a| + |a| < 1+ |a| fiir n > ny.
lan| < max{|ail,...,|an|,|a] + 1} =: k fir alle n € IN

(3) A=0=:0. k.
A # 0: Zu jedem £ > 0 ex. ng mit |a — ay| < P\I fur alle n > ny.
= [Aan, — Aa| = A - |an —a| < |A]- % e fiir alle n > ny,
d. h. Aa,, — Aa.

(4) Gelte ap, — a, b, — b:
Sei € > 0: Dazu ex. ng mit |a — a,| < § und |b — b,| < 5 fiir alle n > ny.

(an + bn) — (a+b)| (an — a) + (bn — b)|
lan, — a| + |by, — b

_|_

IN

A

€ € .
5 §:5furallen2no
(5) Gelte ap, — a, b, — b:

(an) und (by,) sind beschrankt mit |a,| < A, |b,| < B fiir alle n

lan - by —a-b = |(an — a)b, + a(b, — )|
< |bn(an —a)l + |a(bn — )]
NF NF
—— ——
< Blan —a|+|al [by — ]
NF nach (3)  NF nach (3)
NF nach (4)
also: a,b, — ab
(6) Gelte b, — b, b #0:
Zus—m>0ex ein p mit: |by, —b\<s—@fr n>p
\b|—|b —b) 4+ > [b] = |b —b] > b = B =2 > 0 fir > p
b—by|
i‘_‘b bn—|\b\ _b2|b bp| — 0 (n — 00)
1 1 =
d. h i 3
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(7) ai:an.%—uz-%nach(@ und (6)

def. fiir n>p

(8) an < by, fiir alle n:
e>0:|a, —al<e (n>no)
|bp, —b] <e (n>ng)
a—b=a—apn+a,—b,+b,—b<2 (n>np)
—— = =
<e <0 <e
=a—-0<0,a<bd

(9) (,,Sandwich-Theorem*)
len, — an| = ¢n — an = (¢ — a) — (a, — a) = Nullfolge
‘bn - an| =by,—ap<cp—a,= Nullfolge
= by —a =bp —an+an —a =NF
—— =

NF NF
=b, —a

(10) e Seir € IN: Induktion.
r=1:(o. k.: ay, — a)

r—r+1:at=a, a) —a-a" =a*!

e Sei —r € IN und a # 0:

Dann existiert a, # 0 fiir n > p
1 LTeil und (6) 4
_ %

r T
n —r a- .

or:%,qG]N: a>0,a,>0
1

an: q/an:a57a:\‘ya

anp—a = al—af

[(an — @) (i + af %o+

> oy, —al-a?7!
1 1 _
1 Gp — Q
g1
. rzg,pez,qE]N
a, o werden wie vorher definiert.
L P
T _ T _ q _ g — p _ D
a, —a =ap —al =q;, —

Da ay, — « folgt of, — o (siehe oben, r € IN)
d. h.:a), —a”

=a, —a firreQ, a,a, >0
r>0,a=0,a,>0: .

Zu € > 0 existiert ein ng : |ay| <er (0 > ng)
lay | <(5%)T:5 (n>mnp),d. h.a), - 0=0"

2.1 Konvergente Folgen

...+aq—1)|
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2 Folgen und Reihen

2.1.4 Beispiele

1. Beh.: /n—1 (n— o)
Beweis: {/n=1+h,, h,>0

f— n f— n n 2 ... n n
=0+h)" o 1+<A>hn+(é>hn+- —+<n>hn

bin. Satz

alle Te;:ne >0
n(n—1)
2

Y

1+ h?

S
|
—
[\

2 _
”ZZhnSZZT*—E
0—0<h, <\/>—>O n>2,n=1
= hp, — 0
= Yn=1+h,—140=1

2. Beh.:a” — 0 (n — o0), falls \a| < 1
Beweis: |a| = 1+1h)" < 1+nh <31
= la|” =0 (n— c0)
Gilt a" — 0?7 Allgemeiner (Satz (11)): Wenn b, — b = |b,| — |b]
Beweis: ||bn| — [b]| < |bp, —b] — 0 (n — o0)
Umkehrung gilt fir b=0:|b, — b| = |b, — 0| = |bp| — 0

3. Beh.: a, = ¥a— 1, falls a > 0
Beweis: Wahle m so, dafl a < m und % < m.

1 1 ) ..
—<a<m:n>zm = — <a<ngiltnurfirn>m
m n

1
= 1<—T\L[<c/&<c/ﬁ—>1
n

= Va—1
4.
2 1— 2 1

n( /?4_1_”) _ n\/n + n o vni+l4mn
1 vni+1+n

n?+1—n?

= nN—

vnZ+1+4n

Ji+L+1 2

2.2 Monotone Folgen

2.2.1 Definition

Eine Folge (a;,) heifit monoton wachsend [fallend], wenn a,, < api1[an > ap41]
Eine Folge (ay,) heifit streng wachsend [fallend], wenn a,, < apt1[an > ant1]
kurz: a, T, an |
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2.2 Monotone Folgen

2.2.2 Monotoniekriterium

Ist (a,) monoton (wachsend oder fallend) und beschréankt, so ist sie auch konvergent. Es gilt
) sup{a,: n € N} falls a, T

lim a, =
inf{a,: n e N} fallsa, |

Beweis: Fiir a,, 1. Sei a = sup{a,: n € IN}
Sei € > 0: Damit existiert ng mit a,, > a —¢
Firn>ny=a—-ec<ap, <ap<a

la, — al < e fiir n > ng

d. h. a, — a.

Bemerkung: a, 1 [a, ] = an > a1][a, < a1
Eine monotone Folge ist einseitig beschrankt.

2.2.3 Aufgabe

Sei by > ag > 0, a1 = Vanb, und b, 1 = an—2l-bn
Zeige: an T, b, |, an < b, und

lim a, = lim b, = M(ag, bo)

n—oo n—oo

2.2.4 3 Beispiele
Le=1lm (1+21)"=1lm (1-1)"=2718...
Zeige mehr: a, = (1 + %)n, n>1
bo=(1-23)""n=2

O < Gpt1 < bpy1 < by
an 1, bp |, a1 <ap < b1, a1 < by, < by

<

Beweis:

1
( ) (1+3)
n—mal
+1
- SN E A
~~ n—|—1
AGM
n+1
B —i—l—i—nf
a Cn+1l
n+1
_= 1 =
<+n+1> An 41
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2 Folgen und Reihen

1 1 1
[ — 1—=)...[1=Z2 1
- () (-3)
1 1 n+1
_ (0= 4+ (=) +1
~~ n+1
AGM
N n+1
_ 1
bn+1
n n
SN
bn, n n
1 n
= 1—— <1
(1)

=a, < b,

lim a, < lim b, existieren
n—oo n—oo

an __ 1 1 _ 1
r=(1-z)>1-nz=1-3
1
:>bn<1—><an< by,
n v
—b
—b
=a, —b

2. Newton-Verfahren zur Berechnung der Wurzel ¢/a, a > 0, p > 2 ganz.

ag > 0 beliebig, api1 = %
Behauptung: a, — ¥/a
Zeige mehr:
1) a, > 0 (Aufgabe fiir uns)
2) ah >afirn>1
3) an | und a, > 0= lim a, = « existiert
n—oo
Beweis:
2)
1 a \?
P _
a = 1—-J)a =+ _)
n (( p> " pah!
1 p
- (36 5)
b Gn
1 a
> 1-p--(1-2))a
< Py ( a%)) L
Bernoulli
a
= aﬁg = Qa
<0
P
—1)ab a—a
3) ang1 = an = % —On = panp—rll <0

d. h.:apy1 <ap
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2.3 Teilfolgen

—aP
p
(p—1) @, +a

a = lim a, existiert = lim anp4+; = lim —
n—oo

n—oo n—oo pa’%’)],
—ap—1
—1)aP
a:(pm)# = —a’+a=0 <= a=Ya, daa>0

3. O<a0<%,an+1:ai+i
Zeige: 0<an<%

n=20:o0.k.
1 1
n—n+l: apy1 = ai"‘i <24>0>
< 1+1_1
- 4 4 2
1 1
Unt1 — Ap = ai—i—z—(ai_l)—l-z
= a,—a;

= (an - anfl) (an + anJrl)
—_———

>0

(ay) ist monoton. Fiir uns die Aufgabe: in welche Richtung T|?
a= lim ap, = lim ap41; = lim a%—l—i:aQ—ki
n—oo n—oo n—oo
— a=ao’+ i
— (a-1)*=0
==

N[

2.3 Teilfolgen
2.3.1 Definition

Sei (ay,) eine Folge. Ist (ny) eine streng monoton wachsende Folge in IN (n; € IN, ng < ng41), dann
heiBt (an, ) eine Teilfolge von (a,) (k — ap,). a € R heiit Haufungswert von (a,), wenn es eine
Teilfolge (ap,) gibt mit a,, — a fir k — oo.

2.3.2 Beispiele

1. an, — a konvergiert, a ist einziger Haufungswert:
an, — a fir jede (ng).
Beweis: ¢ > 0 : |a, — a|] < ¢ fiir n > my
Wahle kg so, da8l ng, > mg :
k>ko= ng>ng, >mo:|a,, —al <e
2. ap=(-1)"+1
azkzl—l—i%l (k — 00)
agk1 = —1+ 5 — —1 (kK — o)
Die Haufungswerte sind —1, 1.

4a, falls a, <4
1<a0§2:an+1: 1
yan falls ap >4
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2 Folgen und Reihen

(ao, 4a0, 2&0, 8@0, 4(107 . )
Haufungswerte sind 2aq, 4ag, S8ag

2.3.3 Satz von Bolzano-Weierstral3

Jede beschrénkte Folge (a,) besitzt mindestens eine konvergente Teilfolge, d. h. mindestens einen
H&aufungswert.
(Zu-)Satz: (ay,) entélt eine monotone Teilfolge, und besitzt einen gréBten und einen kleinsten
Haufungswert.

Beweis: (von Polya)
m € IN heifit Gipfelpunkt, wenn fiir alle n > m a, < a,, ist.

1. Fall: Es gibt unendlich viele Gipfelpunkte m; < mo < .. ..
(am, ) ist streng monoton fallend, beschrankt.
lim a,,, =:a existiert
k—o0
Sei (an,,) eine konvergente Teilfolge mit a,, — a
Fiir n; > my existiert dann My, mit Mg, < Mg < Mg 41-
Damit gilt: a < an; < Uy, — a
=a<a a ist grofiter Haufungswert.

2. Fall: Es gibt nur endlich viele (oder gar keine) Gipfelpunkte.
= 3 Gipfelpunkt m; mit m; > alle Gipfelpunkte.
Waihle mg > m; minimal aus, so dal a,,, > am, ist. ma ex., da m; kein Gipfelpunkt ist.
Wahle m3 > mg minimal aus, so dafl a,,, > @y, ist. ms ex., da ma kein Gipfelpunkt ist.

; usw.

(@m,) T und ist beschrénkt.

= (am, ) ist konvergent, also a,,, — a (Haufungswert).

Sei a irgendein Haufungswert mit a,,; — a fiir (j — o0). Zu j mit n; > my ex. ein k; : my, <
n; < ME;+1

a4 Qn; < Ay — G

a<a a ist grofiter Haufungswert

Beweis fiir den kleinsten Haufungswert: selber machen iiber (—a,,).

2.3.4 Cauchysches Konvergenzkriterium

Eine Folge (ay,) heiBt Cauchyfolge, wenn es zu jedem e > 0 ein ng gibt, so da8 fiir alle n > m > ny
gilt: |a, — am| < €. Jede Cauchyfolge in IR ist auch eine konvergente Folge, und umgekehrt.

Beweis:

o ,<“ Seia, —a((n— o)
e > 0: es existiert ng : |a, — a| < ¢ fiir alle n > ng
n>m>ng: |ap — am| < |an —al+lam —a] <e+e=2¢

o .=“ (ap) Cauchyfolge.
e=1: lap —ap| <1firn>m >nyH
= |an| = [(an — any) + ang| < 1+ |ao| fir n > ng
(an) ist beschrankt.
(an) hat konvergente Teilfolge, a,, — a.
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e>0: Dannex. ko : |an, —a| <e fir k> ko
Esex. ng: |ap — ap| <efirn>m>ng

lan — al = |ap, — an,, + an, +a| < |ap — an, | + |an, +al < 2¢
fir n > ng, k > ko, nx = no
=a, —a

2.3.5 Definition: Limes superior, Limes inferior

Sei (ay,) eine beschriankte Folge.

Der grofite Haufungswert heifit oberer Limes oder limes superior,
kurz: lim sup,, ., a, oder lim a,.

Der kleinste Haufungswert heifit unterer Limes oder limes inferior,
kurz: liminf,,_.~ a, oder lim a,,.

2.3.6 Bemerkungen

(a) (an) ist konvergent <= lima, = lim a,.

(b) lima, = a ist charakterisiert durch:
Fiir jedes € > 0 gilt:

(i) an > a+ ¢ gilt nur fiir endlich viele n.

(ii) an, > a — e gilt fir unendlich viele n.

(¢) lima, = a ist charakterisiert durch:
fiir jedes € > 0 gilt:

(i) an < a — ¢ gilt nur fiir endlich viele n.
(ii) an < a+ € gilt fiir unendlich viele n.
Beweis: (von (b))

»<="1 Sei a = lima,.

2.3 Teilfolgen

a ist der grofite Haufungswert von (a,) , d. h. es gibt keinen groferen Haufungswert, d. h. es

gilt (i).
Da a Haufungswert ist, existiert (ap,) mit ap, — a.
Zu e > 0 ex. ko mit |a — ay, | < e fiir k > ko.

»="1 a € IR erfiille (i) und (ii).
Sei e > 0:

1. < kein Haufungswert von (a,,) ist > a + €.
Da € > 0 beliebig war, ist kein Haufungswert > a, also sind alle < a.

2. Fiir unendlich viele n gilt a, > a — €.
Es gibt also einen Haufungswert > a — .
Also gibt es einen Haufungswert > a.

Aus (i) und (ii) folgt: @ = lim a,,.
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2 Folgen und Reihen

2.3.7 Beispiel

Sei a, = v/2" + 3n+(=1)"n_ Setze n = 2m. Dann gilt

A9y, = Zm, /22m + 32m+2m
_ /92m 4 34m

fiir n = 2m + 1 gilt:

gmy1 = N/ 22m A1 430
_ 27n+vm

1
_ 2m—+1
=2 T+ oo — 2

Es ist lima, = 9, lima, = 2 und es existieren keine anderen Haufungswerte.

2.3.8 Rechenregeln

(1) Aus a, < b, fiir alle n folgt: lima,, < limb,, und lima,, < limb,
(2)

lima, +limb, < lim(a, + by)
~~

©
< lim(ay, + by)
<

lim a,, + lim b,

~

<~
(i)
Wenn eine der beiden Folgen konvergiert, so gilt ,=* in (i) und (ii)
(3) lim(—ay,) = —lima, und lim(—a,) = —lima,

Beweis: als Aufgabe.

2.3.9 Erganzungen
Sei (ay) eine beliebige Folge.

(a) ap, — ¢ [a, — —o0] oder lim a, = oo [—o0] bedeutet folgendes:
n—oo
Zu jedem K > 0 gibt es ein ng mit a, > K [an, < —K] fiir alle n > ng. (Man sagt: (ay)
divergiert gegen o0.)

(b) oo [—o0] ist Haufungswert von (ay,), wenn es eine Teilfolge (ay, ) gibt, die mit a,, — oo [—o0]
divergiert.
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2.4 Unendliche Reihen

(c) lima, = co [~00], wenn oo [—oc] Hiufungswert ist, d. h. wenn die Folge nicht nach oben [unten]
beschréankt ist.

(d) lima, = —oo, wenn a,, — —o0, beziehungsweise lim a,, = +00, wenn a,, — +oc.

2.3.10 Satz

Sei (ay,) eine beschriankte Folge, «,, := sup{am, : m > n}, B, := inf{a,, : m > n}.
Dann gilt folgendes: «, |, 3, T beschrankt, und

lim «,, = lima,
n—od
lim G, = lima,
n—oo

Beweis: fiir (a,): Sei @ = lima,, M, = {amn: m > n}

M1 € My = any1 < ay

es gibt K : |a,| < K fiir alle n, also insbesondere a,, < K fiir alle n, K ist obere Schranke fiir
My, an < K

(genauso: +a, > —K, also a,, > —K)

= a<lima,
= |a< lim o
n—oo

Sei e > 0: Dann gilt fiir allen > ng:a, <a-+e

n>nyg: = oap<a+e¢
= lma,<a+e

n—oo

= | lim o, < a
n—oo

= lim «, = lima,.
n—oo

2.4 Unendliche Reihen

2.4.1 Definition

Sei (an)n>0 eine Folge und s, := i ag.
k=0

o0
Die Folge (sy,) heifit unendliche Reihe. Schreibweise: Y ay,

k=0
o0
Die unendliche Reihe > aj heiit konvergent, wenn lim s, = s existiert. s heift dann Wert der
n—oo
. k=0
Reihe Y a = s.
k=0
oo
sp heifit n-te Partialsumme von ) ag.
k=0

Nicht konvergente Reihen nennt man divergent.
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2 Folgen und Reihen

2.4.2 Beispiel: Die geometrische Reihe

o0
Die geometrische Reihe ist Y a* (a € IR gegeben).
k=0

(o]
fir |a| < 1 ist kzo ak = ﬁ, fir |a| > 1 ist diese Reihe divergent.

Beweis: Es ist

sn = l4+a+a®+-- +a"
l+a(l+a+---+a" ' +a" —a")
= 1+as, —a"!

= (1-a)s, = 1—a"!
1— n+1
=58, = e ,a# 1
1—a
S, = n+1 ,a =1
la| < 1:a™ — 0,8, —» X
la] > 1: |a|"™! — oo, (sy,) nicht konvergent,
auch fir a =1 und a = —1 (beia = —1ist 59 = 1,51 = 0,59 = 1).
2.4.3 Beispiel: Teleskopsumme
by — 0, ap="b,—byi1
o o
Z an = by = Z(bn —bny1) (,Teleskopsumme*)
n=0 n=0

Beweis:
Sp = (bo — bl) + (bl — bg) + -+ (bn_1 — bn) + (bn — bn+1)

= by —bpt1 — bo

Beispiel fiir eine Teleskopsumme:

[e.9]

L, 1 _ 11
n2—n" n2-n n-1 n

n=2
o0 o0 o0

1 1 1 1 1

= —_ — = — — :]_

So=3(51-0) =2 (1 wv3) =0
n=2 n=2 n=0

2.4.4 Beispiel: erweiterte Teleskopsumme

Sei b, — 0 fiir n — oo und p € IN fest.
ap = by — bpyp. Dann gilt >~ ap =bo+b1+ -+ bp_1.

n=0
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2.4 Unendliche Reihen

Beweis:

Sn = bo—0bp+br—bpr1+ - +byp+buyyp
= bo+bi+- - +bp—1— (bpy1+ -+ bpyp)
— bo+b1+"'—|—bp71

Beispiel fiir eine erweiterte Teleskopsumme

o

1 1 1 1 1 1, 1. 3
Z%m+1xn+$ 2§%n+1 nrs - alotb)=5045) =7

[e.e]

Hier ist b, = n%rl und p = 2

2.4.5 Satz uber den Reihenrest

o0 o0

Ist > ai konvergent, so gilt: a,, » O und r,, = > ap — 0 fir n — co. 7, heiit Reihenrest.
k=0 k=n+1

Beweis:

Ap =Sn — Sp—1 —S—5s8=0

Tm=8—58, >8—s=0.

2.4.6 Cauchykriterium

o0 n
Die Reihe ) aj konvergiert genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein ng gibt mit: | > ax| =
k=0 k=m+1

|, — sm| < e fir alle n. > m > ny.

o0
Beweis: s, = ) aj
k=0
(sn) konvergiert <= zu jedem ¢ > 0 ex. ein ng mit

n

>

k=m+1

= |sp —sm| <€

fur alle n > m > nyg

2.4.7 Beispiel: Die harmonische Reihe

&8
Die harmonische Reihe ) % divergiert.
k=1

Beweis:

S FEE SIS EUURI B
kﬁﬂk_m+1 m+ 2 2m 2m 2

Da es fiir € < 1/2 kein ng mehr gibt = Divergenz nach Cauchykriterium.
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2 Folgen und Reihen

2.4.8 Hilfssatz: Abelsche partielle Summation

n n—1 k
Z arbr = an By, + Z (ak — axs1)Br, (By = Z bj)

k=m k=m j=m

Beweis:

n

> arby = Y ax(Bp — Bi1)
k=m

k=m

n n
= > aBi— Y aBi
k=m k=m
n n—1
= Z ax By — Z ag+1 By
k=m

k=m—1
n—1
= apnBn + Z (ak’ - ak—l—l)Bk — am Bm—1
——
k=m -0

2.4.9 Dirichlet-Kriterium
Es sei (ax) eine monoton fallende Nullfolge, (bx) eine Folge mit beschrankten Partialsummen

(d. h. |3 by
k=0

oo
< B fiir alle n). Dann konvergiert > aybg.
k=0

Beweis: Setze

Dann ist

n—1
= Gn (Bn - Bm) + Z (ak - ak—f—l)(Bk: - Bm)
>0 k=m+1 >0

z (Ikbk

k=m+1

n—1

|(By, — Bm)| an + Z | By — B|(ar — ap41)
k=m+1

n—1
2B (CLn + Z (ak — ak+1)>

k=m+1
= 2B(an + amy1 — an)
= 2Bam+1

IN

IN

e > 0: Man wihle ng so, daf ap,q1 < 55 fiir alle m > ng

n

Z arby,

k=m+1

3

< 2B =
2B

e firn>m>ng

= konvergent nach Cauchykriterium.
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2.4 Unendliche Reihen

2.4.10 Leibniz-Kriterium

Es sei (a;) eine monoton fallende Nullfolge. Dann konvergiert die alternierende Reihe > (—1)*ay.

k=0
Thr Wert liegt zwischen sg, und sg,41 fiir alle n.
k
Beweis: Setze by = (—1)* und By = > bj. Es ist By, = 0 oder By, = 1, d. h. By, ist beschrénkt,
§=0
also konvergiert
o0
D (=1)Fa.
k=0
Sont2 — San = (—1)*"ag,p0 + (—1)*"Mag,y
= an+2 — a2n+1 <0 Son |
Sont1 = Son 4 (1) ag, i

= Sop — a2p+1 < Son

51 <83<s55<---<s<---<5y4<53< 5

2.4.11 Die alternierende harmonische Reihe (1)

-1 k—1
Z <k): konvergiert nach Leibnizkriterium.

e
k=1

z. B. 5100 — 0,688

5101 — 0,698. ..

2.4.12 Rechenregeln fiir konvergente Reihen

[o.¢] o
Sind 3" ag, Y. b konvergent, ¢ € IR, so gilt:

k=0 k=0
o0 o0
Z(cak) =c Z ag
k=0 k=0
o o0 o0
Z(ak +bk) = Zak +Zbk
k=0 k=0 k=0

Beweis: Dies hier sind Folgen von Partialsummen

2.4.13 Die alternierende harmonische Reihe (2)
1-1/24+1/3—1/4+1/5—1/6+1/7—1/8+1/9—+...

Reihenwert s: s <1—-1/241/3=5/6

k—1
Umordnung von "0 -1 41/3 - 1/241/5+1/7—1/4+1/9+1/11 = 1/6 + ... hier: s > 5/6,
d. h. Umordnungen bei Reihen kénnen den Reihenwert verandern
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2 Folgen und Reihen

2.5 Absolute Konvergenz

2.5.1 Definition

o0 [e.e]
Die Reihe Y ay heifit absolut konvergent, wenn die Reihe ) |a| konvergiert.
k=0 k=0
Beispiel:
= ()t
Z I konvergent, aber nicht absolut
k=1
2.5.2 Satz

Jede absolut konvergente Reihe ist auch konvergent

Beweis:
n

>

k=m+1

n

< Z lag| < e fiir alle n > m > nyg,
k=m+1

e> 0.

also Konvergenz nach Cauchykriterium

2.5.3 Majorantenkriterium

(o] oo
Gilt |ag| < ¢ fir alle k, und ist ) ¢ konvergent, dann ist ) aj absolut konvergent. (Man nennt

k=0 k=0
o0 o0
> ¢k eine Magjorante fiir »_ |ag|!)
k=0 k=0
Beweis:
n n o0
lar] <D e <D e
k=0 k=0 k=0
o0
Beispiel: >’ IT12 konvergiert:
k=1
1 1 1 1 1
= - < = - = k>2
W=k TR S k-1 k-1 % (k=2)

2.5.4 Wurzelkriterium

_ o0
Gilt lim {/]a,| < 1, so konvergiert Y aj absolut.
k=0
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2.5 Absolute Konvergenz

Beweis: Wihle ¢ so, da8 lim {/]a,| < ¢ < 1 ist. Dann ist fiir n > ng

Vlan| < q fir n > ng.

Damit ist |a,| < ¢" fir n > ng bzw.
lan| < C-q¢"

fiir alle n. Dabei wird C' geeignet gewahlt. Setze nun ¢, = C - ¢". Damit ist

oo

> en
n=0

als geometrische Reihe eine konvergente Majorante.

2.5.5 Quotientenkriterium

(e8]
< 1,soist ) aj absolut konvergent.
k=0

Gilt a, # 0 fiir alle n und ist lim

An41
an

Beweis: Wihle ¢ so, dafl lim QZ—:l <gqg<l1
a
ntl <gq firn>ng
an
Multipliziere diese Werte nun fir n = ng,ng + 1,...,m — 1 auf:

Ap+1 <gq m—ngo

e

Ausgeschrieben ist dies:

am

Ano+1  Gno+2 ~ Om-1  Om < qm_no

Qny Ano+1 Am—2 Am-—1 Qny

lam| < |an,lg~"0q™ fir m > ng

lim Vl]am| <q lim {/|an g™ =g <1
m—00

m—0o0

2.5.6 Beispiele

o0
(1) > n%qg™ ist absolut konvergent fiir & € IR und |g| < 1

an

Beweis Wurzelkriterium:

Vian = Va7 gl — gl <1
im {/Jan] = |q] < 1
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2 Folgen und Reihen

o0
(2) > ‘;—7: konvergiert absolut, fiir a € IR

n=0

Beweis: a =0 o.k.

200 D20 | o] 0 (1 o)
a L = |al - — n — oo
n! an, n+1
Tim | 2+ = 0
Gnp,
o
(3) Die Binomische Reihe Zo (¢)a™ ist absolut konvergent fiir « € R und |a| < 1.
n=
Beweis:
Y g ala=1) @)
n!
A1 1 ala—=1)---(a—n)
= la
an n+lal@—1)---(a—n+1)
= ol la—nl = Jol <1

—1

Sonderfélle: a = 0 trivial, & € INy: endliche Summe.

2.5.7 Satz
Fir p € IN,p > 2 hat jedes a € IR eine Darstellung der Form

a = sign(a) (HGH + ; pn>

mit a, € {0,1,...,p — 1}. Diese Darstellung ist eindeutig, wenn man ,a, = p — 1 fiir n > ny*
verbietet.

Beweis: fir0<a < 1.

a
setze a1 = [pg|,r1 =a— —
p
a
az = [P27”1]77°2=7“1—*2
p
as
az = [pPralirs =12 — —
p
a
an = [pnrnfl]arn:'rnfl_%
p
ax al ag ay as a
a=—+4r=—+ S +r=—+—F -+ —try=
p p p p p p
"~ a
. k
1 bl
dn ) o

Mit Induktion: a, € {0,1,...,p—1}, 0<7r, <p™, 7> 7Tpi1
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2.5 Absolute Konvergenz

n=0:
ag:=0,r9:=a,dh0<rg<1= p_0
a
r=a— - <0
p
n—n+1: a,1 = [p"*t'r,] >0,dar, >0
dar, <p " =p"r, <p"pT =p

= apy1 <P, also app <p—1.

o an+1
T'n+1 —Tn*TH_Tn
——
>0
0< n+1 _ n+1
>p Tm+1 = P Tn — An41

= e, — ] < 1

1

O§rn+1<W

Eindeutigkeit:

=

oo
ag
a=2,
=P

Annahme: Es gibt verschiedene Darstellungen.
Dann ex. m: ap = by fir 1 < k <m, ay, # by, 2.B. Sei an,, > by,

) by
_;pk

>1 >—(p-1)
> b b > b
ap — O Qm — Om ap — O
0=2 pr R ) -
k=1 k=m+1
1 <1
> —={@-1) o*
k=m+1
1 1 <=1
p™ prT i Y
1 1 1
= — — -1 =0
pm pm+1 (p )1 _ 1/]9

= am—bm =10, —bpy=—(p—1) fir k>m:
ar, =0,bp =p—1firk >m

2.5.8 Satz

IR ist iiberabzahlbar. Eine Menge ist endlich oder unendlich: Eine unendliche Menge M, heif3t
abzdahlbar, wenn es eine injektive Abbildung von M auf IN gibt, sonst heifit sie dberabzdhlbar
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2 Folgen und Reihen

Beweis: Annahme: IR ist abzahlbar

10, 1[NR = {z1, 2, z3,...}

=3 T

k=0

weindeutige“ Darstellung)

8, wenn a,, =0
ap =
0, wenn a,, # 0

(e.)
Z& 10,1[, d.h. z = =, fiir ein m
k—llOk

= ap = Gy ) flr alle k

Widerspruch: die neue Zahl ist nicht in der Menge von oben.

2.6 Mehrfachreihen

o0
Bisher wurden Reihen der Form ) aj betrachtet.
k=0
Dabei war die Summationsreihenfolge vorgegeben und wesentlich. Hier im Abschnitt 2.6:

o0
e allgemeine Reihen, etwa > a;;
1,5=0

e Zusammenhang zwischen ,absoluter Konvergenz“ und ,,Umordnen der Reihe“

2.6.1 Definition

Sei A eine beliebige Indexmenge und fiir jedes A € A sei ein a) > 0 gegeben.

Fiir jede endliche Menge E C A sei S(E) := Y. ay (dabei ist s(0) = 0).
AEE
Falls {S(E)|E C A endlich} beschrankt ist, so sei

A) = Zm\ :=sup{S(F): E C A endlich}
AEA

2.6.2 Beispiel

oo

Sei ar, > 0 und > aj < oo. Hier also: A = INj.
k=0

Dann ist

oo
Sos Y a-Ya
k=0

AEA k€elNg

Beweis: Sei E C A beliebig, endlich. Dann existiert ein n mit £ C {0,1,2,...,n}

[o.¢]
d. h. Z ay = Z arist wohldefiniert und ist < Zak
AEA k€elNg k=0
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2.6 Mehrfachreihen

k=0 kelNg
00
= }E:ak < }E: a
k=0 k€lNg

2.6.3 Folgerung

oo
Ist ar > 0 und ) ax konvergent und ¢ : INg — INy bijektiv, dann konvergiert auch
k=0

Z Ay () mit dem Wert Z ag
= k=0

Bemerkung: Die Reihe Z Ay (z) heit ,Umordnung*
k=0

Beweis:
o

Z =D a= D Ay = Za

=0 kelNg k‘)Eﬂ\Io

2.6.4 Umordnungssatz

Ist ) ay absolut konvergent und (a,x)) eine beliebige Umordnung von (ay), dann ist auch » a, ()
k=0 k=0

absolut konvergent und es ist
o0 oo
Z Ap(z) = Z Ak
k=0

k=0
Schreibweise: Fiir ¢ € R sei ¢ := max(c,0) und ¢~ := max(—c,0)
Damit gilt: ¢ = ¢t — ¢~ sowie ¢t <|c|, ¢™ < |¢]

Beweis: Da Z ay, absolut konvergiert und a; < |ay|, a; < |ag| gilt:
k=0

(e 9]

Z ap , Z a, konvergieren
k=0
oo o0
+ __ZE: +
= as a
k=0 k=0
n n n
=D aw=) ai =) o
k=0 k=0 k=0
(0.9} oo
S STE STED ST S
k - e(k) p(k)
k=0 k=0 k=0
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2 Folgen und Reihen

n n n

S ILECED DO
k=0

k=0 k=0
o0 [o¢] o0
DR SRED Y
e(k) (k) — k

k=0 k=0 k=0

2.6.5 Hilfssatz

Sei A= |J Aj mit AjNAp =0 fiir j # k. Dann gilt:
=0

Beweis: Zuerst ,,<“: Es ist

e > 0: Wahle zu jedem j = 0,1,2,... eine endliche Menge F; C A; mit
S(Ej) > > ay—e-27
AEA,;

E=FEyUFEiU---UE, CA endlich.

n
d. h.: Z Z ay < Za)\—i—% fir alle n und alle ¢ > 0
7=0 AEA; AEA

00
:ZZMSZ@,\+25

7=0 A€A; AEA
o

P IPIED A
j=0 AeA; AEA

Umkehrung: >
E C A endlich

Ej:EﬂAj (1=0,1,2,...)
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2.6 Mehrfachreihen

Nur endlich viele E; sind # ()

D o
SE)=)_ax=>_ Y a<) > a
\EE j=0 \eE; §=0 AeA;

2.6.6 Definition

Sei ¢ € R: ¢t = max{0, ¢} positiver Anteil, bzw. ¢~ = max{0, —c} negativer Anteil
c>0:ct=c,c =0
c<0:ct=0,¢c =c
ct—c =c

c
Sei A # 0, ¢y € IR fiir jedes A € A

Z c;\r und Z c, seien erklart

AEA AEA
Man setzt Z = Z c;r — Zc;
AEA AEA AEA

2.6.7 GroBer Umordnungssatz
Sei A = JA; (endlich oder unendlich) mit A; N Ay =0 (j # k). Dann gilt
J

2= 2. ¢

AEA J AEA;

sofern eine der beiden Seiten existiert.

Beweis:
Z cf = Z Z cf (Hilfssatz)
AEA J AEA;
+ - _ + -
ZCA _ZCA —Z ZCA - ZCA
AEA AEA i \XeA; AeA;

2.6.8 Speazialfall: Doppelreihensatz
(A = ]1\]0 X mo)

[e.9] (e 9]
E Cik = Z ZCM Zeilensummen

(j,k’)EIN()XIN() j=0 k=0

= Z Z ¢jr Quadratsummen

n=0 (j,k):max(j,k)=n
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2 Folgen und Reihen

falls eine der 5 Summen existiert, mit ¢;, durch |c;, | ersetzt.

Beweis: A =Ny x INg
1 Aj={(j.k): keNo}
2. Ay ={(j,k): j € No}
3. Ap={(k): j+k=n}={0n),(Ln—1),...,(n0)}

4. A, ={(, k) : max{j,k} =n} =
{(0,n),(1,n),...,(n—1,n),(n,n),(n,0),...,(n,n—1)}

2.6.9 Beispiele

o0
(0) > % konvergiert

n=1

(1) . > ‘ﬁ existiert nicht
(4,k)EINXIN
Beweis: Quadratsummen

n>1: Z ﬂﬁ < %-Anzahl der Summanden
max(j,k)=n

> %-Anzahl der Summanden

o0

(> Jzﬁ) divergiert,

n=1 max(j,k)=n

weil >° L divergiert, > 7oz konvergiert

1 c .
(2) Z 7 existiert
Jk>1
Beweis: Quadratsummen

1 1 2
D e R
max(j,k)=n
00 1 0o
DEDINEIS SR
n=1 max(j,k)=n n=1
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2.6 Mehrfachreihen

2 (- B

(m,n)EINOXINO n=0

2.6.10 Reihenmultiplikation/Cauchyprodukt

o0 o0
Sind > ag und > b, absolut konvergent, so gilt
k=0 n=0

(5] (£e) -5

n n
mit ¢, = Z ajbn_j = Z an_jbj
J=0 Jj=0

o0
¢n, konvergiert absolut und heifit Cauchyprodukt

n=0

Beweis:

Z an - Z b, = Z anby,
n=0 k=0

(n,k)eINg xINg
0o 0o
= Z Z anbk = Z Cm.
m=0n+k=m m=0

> anbk = aobm + arbmo1+ - + @m-1b1 + ambo
n+k=m

m
= E ajbm,j = Cm
J=0

Gerechtfertigt, weil Y |a,||bx| existiert
n,k

N K
S aalltel = 3 Janl 3 fowl
k=0

0<n<N n=0
0<k<K
o0 o0
SRS
n=0 k=0
= Y ek < M

(n,k)G]NO xINg
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2 Folgen und Reihen

2.6.11 Beispiel
L a" = a” e~ a7 pl
Lo T LT
B 1 & /n n_oo(2a)"
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3 Grenzwert und Stetigkeit!

3.1 Grenzwerte bei Funktionen

In diesem Abschnitt gilt: I ist immer ein beliebiges Intervall, zo € I oder einer der Endpunkte.

3.1.1 Definition

Sei I Intervall, o € IR und 2o € I oder Endpunkt von I und f: I\ {zo} — IR.
¢ € R heifit Grenzwert oder Limes von f fur © — xo, geschrieben lim f(x) = c oder f(z) — c fiir
Tr—x

x — xg, wenn es zu jedem £ > 0 ein 0 > 0 gibt mit |f(z) —¢c| < e fur alle x € I mit 0 < |z — x| < 6.

3.1.2 Bemerkungen

(1) Der Grenzwert c ist eindeutig bestimmt.

(2) lim f(x) = c bedeutet: f ist definiert auf I = (a,00) oder [a,o0) und zu jedem & > 0 existiert

ein k > a mit |f(z) — | < e fur alle z > k.

(3) entsprechend: lim f(x).
Tr——0Q

3.1.3 Folgenkriterium
lim f(z) existiert genau dann, wenn fiir jede Folge (x,) in I\ {z¢} mit z, — xo lim f(z,)
T—x0 n—oo

existiert. Dieser Grenzwert ist dann unabhéngig von (z,,) und gleich lim f(z).
T—T0

Beweis:

»=" lim f(x) = c existiere, d. h. zu jedem ¢ > 0 gibt es ein § > 0 mit |f(z) —c| < e firallexz € I

T—x(

mit 0 < |z — x| < 6.

(xy,) ist Folge in I\ {xo}. &y, — 0 = es gibt ein ng mit 0 < |z, — x| < J fir n > ny.
= |f(zn) —¢| < e flir n > ng, d. h. f(z,) — c fir n — co.

yAlle lim f(x,) existieren*
Setze ¢ := lim f(zy). ((zy) ist feste Folge in I \ {zo} mit =, — xp).

(&) ist Folge in I\ {xo} mit &, — xo.

Die Mischfolge (z1,&1,%2,&2,...) = (yn) ist Folge in I\ {zo} mit y,, — zo.
lim (y,) existiert und ist = lim f(z,) =c= lim f(&,).

n—oo n—oo n—oo

Also: f(&,) — ¢ fur n — co.

Annahme: lim f(z) existiere nicht (oder ist # c).
T—T(

= Es gibt ein € > 0 und fiir n = 1,2,3,... ein z, € I \ {zo} mit |z, — x| < %,
aber |f(xy) —¢| > ¢, d. h. z, — xp, also f(z,) — c fiir n — oo.
Widerspruch!

Wersion 194 vom 14. Februar 2006
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3 Grenzwert und Stetigkeit

3.1.4 Rechenregeln

Wenn f(z) — o fiir # — zo und g(z) — 8 fiir £ — xo, so gelten
(1) f(z) +g(x) = a+p.

(2) Af(z) — Aa.

(3) f(x)g(z) — ap.

4) [f(@)] = |al.

(5) o< B, falls f(z) < g(x) in I\ {zo}-

(6) L9 — 5 falls B #£0.

9(x)
Genauer: Es gibt ein o > 0 mit g(z) # 0 in (xg — 0,20 + o) NI\ {x0}.
% ist dort definiert und hat den Grenzwert % fiir x — 9

Beweis: von (1)—(5): Folgenkriterium
von (6): Wahle e = £ - |3 > 0.
Dazu ex. ein 0 > 0 mit |g(z) — B8] < 5|3] fiir 0 < |z — x| < 0, x € I.

= lo(@)| =18+ (o)~ A)] = 18]~ lolx) ~
181~ 2161 = 5161

Dann Folgenkriterium.

3.1.5 Beispiele
(0) Ist f(x) = c fir alle z € R, dann ist lim f(z) =c.

T—xo

(1) f(z) =2 fir x € R, dann ist lim f(x) = zo (Zu e > 0 setze o = ¢).

T—T0

(2) Ist f(z) = ap + a1 + a2x® + - - - + a,aP ein Polynom vom Grad p mit a, # 0 und a; € R, dann
ist lim f(z) = ao+ a1@o + agazd + - + apzh = f(x0)

T—X0

Uber Induktion: lim 2% = x’é .

T—x0

(3) Ist f(x) = [z] = die grofite Ganze Zahl < z, so ist lim f(z) = f(xo), falls 29 ¢ Z. Der Limes

T—xQ
existiert nicht fir xg € Z.

(4) Es gilt: lirri “;__11 =r firr e Q.
Tr—

Beweis: Fiir r € IN:
1= 42" 1)
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3.1 Grenzwerte bei Funktionen

3.1.6 Einseitige Grenzwerte

Sei I = (a,b), zg € (a,b) und f: I\ {zo} — IR.
Setze f_(z) = f(x) fir a < x < xp und fi(z) = f(x) fir zp <z < b.
Dann ist f(xg+) := lim fy(x), falls der rechtsstehende Grenzwert existiert.
T—T0
Schreibweise: f(zg+) = lim f(z).
=T+
Bezeichnung: linksseitiger bzw. rechtsseitiger Grenzwert.
Beispiel: f(x) = [z]: lim f(xg+) und lim f(zq-) existieren immer.
T—x0 T—x(

3.1.7 Satz

f(ao+) = f(xo-) =¢ < lim f(z) =c

Tr—T0

Beweis: Seic > 0. Esist |f(z)—c¢| < € fiir 29 < < 29+ (rechtsseitig) und fiir o —d2 < & < xp
(linksseitig).
Setze 0 = min{dy, d2}. Dann ist |f(z) —¢| < e fir z € I\ {zo}, |z — zo| < 0.

3.1.8 Monotone Funktionen

f: I — IR heiBt monoton wachsend [fallend]|, wenn aus z <y (x,y € I) folgt:

f(x) < fy) [f(x) > f(y)]-

f heiit streng wachsend [fallend], wenn immer < anstelle <, bzw. > anstelle > gilt.

3.1.9 Satz

Monotone Funktionen haben in jedem Punkt zg € I einseitige Grenzwerte.
Sei z. B.: a < zp < bund f wachsend: f(zg-) < f(zo) < f(xg+).

Beweis: Sei (z,) Folge in (a,z¢) mit z,, T und z,, — .

Dann ist (f(x,)) wachsend und beschrankt: f(z,) < f(xo). Damit existiert lim f(zn) < f(xo).
Nach dem modifizierten Folgenkriterium folgt dann: e

Existiert nlLIglo f(xy,) fur jede Folge (xy,) in (a,xg) mit z, T xg, so existiert auch f(xq-).

Bei monotonen Funktionen, fir die lim f(x) existiert (a < zg < b), ist er = f(zo).
T—T(

3.1.10 Cauchykriterium

Es sei f: I\ {xo} — IR. Dann existiert lim f(z) genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0
T—x(Q

gibt mit [f(x) — f(y)| < e fir alle z,y € I, 0 < | — x| < I, 0 < |y — xo| < J.

Beweis:

=" mlirg f(x) existiert) wie Folgen.
—Z0
w=" Sei (x,) Folge in I\ {zo}, x,, — wo.
(f(xy)) ist eine Cauchyfolge, weil zu € > 0 aus der Voraussetzung ein > 0 existiert.
Da z,, — ¢ fiir n — oo gibt es ein ng mit |z, — xg| < fiir n > ny.
Fir n > m > ng gilt: | f(zp) — f(zm)] <e.
Damit ist (f(x,)) eine Cauchyfolge und nh—>H<;lo f(zy) existiert.

Jetzt das Folgenkriterium anwenden = lim f(z) existiert.
T—T0
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3 Grenzwert und Stetigkeit

3.2 Stetigkeit

Sei [ stets ein Intervall, f: I — IR.

3.2.1 Definition

f heifit stetig im Punkt xg € I, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt mit |f(z) — f(zo)| < € fiir
alle x € I mit |x — zg| < 4.

f heift stetig (in I), wenn f in jedem g € I stetig ist. Kurz: f € C(I) oder f € CO(I).
Bemerkung: [ ist stetig in g <= xli_>119’010 f(x) = f(x0).

3.2.2 Rechenregeln

Sind f, g stetig (in xg oder in ), so sind auch folgende Funktionen stetig:
(a) f+g.

(b) Af fir A € R.

(c) f

(d) g (falls g(z) # 0 (in z¢ oder fiir x € I)). Genauer: g(zg) # 0.

= esex. ein 0 > 0 mit g(x) # 0 in (zg —o,z0+0) NI =1 und g als Funktion von I’ nach IR
ist stetig in zg.

(e) Das Kompositum:
Ist g: I — J stetig (in xg € I oder in ganz I) und ist f: J — IR stetig (in yo = g(zo) oder im
ganzen Intervall J), dann ist auch die Komposition fog: I — R, (fog)(z) := f(g(x)) stetig
(in g oder in I).

Beweis: Nur fiir das Kompositum:
Sei € > 0: Dann ex. ein § > 0 mit |f(y) — f(yo)| < e firy € J, |y —yo| <.
Zu diesem ¢ existiert ein o > 0 mit |g(x) — g(zo)| < 0 fur alle x € I, |x — o] < o, d. h. fiir x € I,

|z —zo| <o gilt: [(f og)(x) = (fog)(xo)| <e.

3.2.3 Beispiele

(1) Polynome sind stetig in IR.

(2) f(x) = ¥z ist stetig in [0,00) (p € IN).

(3) f(z) = 2" ist stetig in (0, 00) fiir beliebige r € Q.

Beweis:
(1) Klar.
(2) Sei xg € [0,00), (x5,) Folge in [0, 00) mit x,, — xg.

f(zn) = ¢z, — ¢/xo (Beispiel bei Folgen).
= lim f(z) = f(zo) = f ist stetig.

T—x0
(3) Seirz%mitqé]NundpEZ.
g(z) = aP ist stetig in (0, 00), falls p € IN ist; g ist auch stetig fiir p <0 (2P = x%p)

Setze ¢" = ¥/aP = h(g(z)), h(y) = ¢y ist stetig nach Beispiel (2).
= f(x) ist stetig.

48



3.2 Stetigkeit

3.2.4 Satz vom Minimum und Maximum

Ist f: [a,b] — R stetig, so hat f Minimum und Maximum, d. h. es gibt z, € [a,b] und z* € [a, b]
mit f(z.) < f(z) < f(a*) fir alle z € [a, b].

Beweis: Fir das Maximum:

Setze M = sup{f(z): a < x < b}. Dazu existiert eine Folge (z,) in [a,b] mit f(z,) — M fir
n — oo.

Da die Folge (z,,) beschrénkt ist, enthélt sie eine konvergente Teilfolge (z, ) mit z,, — z* € [a, b].
Es ist dann f(z*) = khj& f(zn,) = HILIEO f(zn) = M = Maximum.

Fiir das Minimum analog.

3.2.5 Nulistellensatz

Sei f: [a,b] — IR stetig und f(a) < 0 < f(b) [f(a) > 0 > f(b)]. Dann gibt es ein £ € (a,b) mit
(&) = 0. (¢ ist Nullstelle von f.)

Beweis: Zeige: Es gibt eine kleinste (erste) und eine grofite (letzte) Nullstelle in (a, b).
Beweis (fiir f(a) < 0 < f(b), kleinste Nullstelle):
Setze M = {z: f(t) <0 fira <t <z} CJa,b] und { = sup M € [a,b]. Es gilt:

(i) M #0, weil a € M.

(ii) £ > a, da f(a) < 0 und damit f(¢) < 0 in [a,a + §), fir ein § > 0.
(iii) £ < b, da f(b) > 0 und damit f(¢) > 0 in (b — 4, b], fiir ein 6 > 0.
(iv) a<z<&= f(t)<0fira<t<uz, d h f(z)<0in [a,¢§).

)

(v) Nach Definition von ¢ gibt es eine Folge (z,,) in (£, b] mit z, — £ und f(z,) > 0.
Es ist f(§) = lir? f(z) <0und f(§) = lim f(zy,) > 0.
= f(§) =0, f(x) <0 fir a <z <& = & ist kleinste Nullstelle.

3.2.6 Zwischenwertsatz

Ist f im Intervall I stetig, so ist J = f(I) ein Intervall, insbesondere gilt: Ist f(z1) <y < f(z2), so
gibt es ein x € (21, x2) (falls z1 < x9), baw. © € (xe,x1) (falls x1 > x9) mit f(z) =y, y € J.

Beweis: Setze m = inf{f(z): z € I} und M = sup{f(x): x € I}.

Zeige: (m, M) S f(I)=J.Dannist J = (m, M), (m,M], [m, M) oder [m, M].
Beweis von ®: Sei y € (m, M). Dann existieren x1,z9 € I mit f(x1) <y < f(z2).
Dabei ist z. B. 1 < zo (oder z1 > x2).

[ [z1,z2] — R ist stetig, g(x) = f(z) — y ist ebenfalls stetig.

g(z1) = f(z1) —y <0 _ . . B o
o(w2) = flwa) —y >0 } = es existiert ein £ € (z1,22) mit g(§) =0, d. h. f(§) =y.
Falls m = M ist = f ist konstant, (m, M) =0 C f(I) = {m} =: [m,m].

3.2.7 Bemerkung:

Ist f: [a,b] — R stetig, so ist f([a,b]) = [m, M] mit
vl p@ase <)
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3 Grenzwert und Stetigkeit

3.2.8 Beispiele
(a) Sei f(z) = 2 in I =(—-1,1). Esist f(I) =10, 00).
(b) Sei f(x) = 1in I =(0,00). Esist f(I) = [2,00).

(c) Sei f(x) = ag+aix+---+asge122! mit agyy > 0 ein Polynom vom ungeraden Grad 2d + 1.
Esist f(R) =R 1nsbesondere hat f eine Nullstelle.
Beweis
(a) Esist f(z) >0, f(0) =0 und sup{f(z): —1<ax<1}=+oo (Esist f 7 in [0,1).
1

(b) Es ist f(x)—2:x—2+%:(\/5—\/5)2ZOfﬁrallea:und:Ofﬁrarzl.
Fir x — 0 gilt: f(z) — 4o00: sup{f(z): 0 < x < 00} = +00

(c) Setze M =sup{f(z): x € R} und m = inf{f(z): x € R}:

. flz) . asq aop
lim ( :hm<a + — +- +7):a >0
f—oo p2d+1 2d+1 x p2d+1 2d+1 )
——
—0 —0

d. h. es existiert ein K > 0 mit f(z) > $agqp 12?4 fiir 2 > K = M = 0.
Gleicher Beweis fiir m = —oo.

3.2.9 Satz uber die Umkehrfunktion

Ist f im Intervall I streng monoton und stetig, so existiert die Umkehrfunktion f=': J = f(I) — I
und sie ist stetig und streng monoton im gleichen Sinn wie f.

Beweis (Fiir den Fall, dafl f wachsend ist):

Aus z1 < 9 folgt, daBl f(z1) < f(x2), d. h. da f injektiv ist.
f~1 ist definiert auf dem Intervall J = f(I).

Zeige nun die Stetigkeit von f~! in yo = f(x):

Sei (y,,) Folge in J mit y,, — yo fiir n — oc.

Es ist y, = f(xn)a Yo = f(a;())a T, 2o € I.

Zeige: T, — g fur n — oo.

Wenn nun z, /4 zo (nicht konvergent gegen zp), dann existiert eine Teilfolge (zp,) mit z. B.
Ty, > xo + ¢ fiir alle £ und fiir ein € > 0.

= f(2n,) = Yn, — yo = f(x0) = f(zo + ) > f(x0) Widerspruch!
Also gilt f~(yn) = 20 — z0 = f " (10)-

Bemerkung: Fiir [ = [a, b] gilt:

Man kann man eine Teilfolge (z, ) mit ,, — z{ € [a,b] auswéhlen.

Dann ist f(z() = lim f(zn,) = yo = f(z0) = f ist injektiv und z( = zo.
Tr—00

Es bleibt noch zu zeigen, da8 f~! streng wachsend ist:

t wachsend
fler) =y <yp = flaz) T ERN g <oy also f () < ().
3.2.10 Definition: gleichmaBige Stetigkeit

Eine Funktion f: I — IR heiflt gleichmdfig stetig, wenn gilt: zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0 mit
|f(z) — f(y)| <e firalle x,y € I, |z —y| <.
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3.2 Stetigkeit

3.2.11 Bemerkungen und Beispiele

(a) GleichméBig stetige Funktionen sind stetig in I.

(b) f(z) =L istin I = (0,1] stetig, aber nicht gleichmiBig.
F3) = £ (k)| =m-m+1i=1

_ 1 _ 1 . _ _ 1
T=0 Y= e ’.CE y’ — n(n+1)

€= % Suche hierzu ein § =7 Dieses ex. nicht.

Beweis:

(c) Lipschitz-stetige Funktionen
f:I— Rmit |f(x) — f(y)] < Lz —y| fir alle z,y € I (L > 0 Lipschitzkonstante).
L-stetige Funktionen sind gleichméfig stetig mit 6 = & fiir € > 0.

(d) f(z) =1+ 22 ist Lipschitzstetig in I = [0, 00):

£(@) = f)l = | (VI+a2 = VT+2)|
_ 2% — y?|
VIt 2+ T+ 2
Tty
VIi+a?2+\/1+y?

<2 |z —yl

= |z —yl

(e) f(x) =+/x ist in I =[0,00) gleichméafig stetig, aber nicht L-stetig.

Beweis: Es ist f(z) — f(y) = \/gjf/y Fiir z. B. x > y gilt:

_ __*~Yy
@) - Tl = 2

- V'TY
IRNENG Y
——

<1
<Vl]z -yl

Setze nun fiir € > 0 § = e. Also ist f gleichméBig stetig. (nicht L-stetig als Aufgabe).

3.2.12 Satz von Heine

Jede stetige Funktion f: [a,b] — IR ist gleichmé&Big stetig.

Beweis: Nehme an, daf} die Behauptung falsch ist, d. h. es gibt ein € > 0 und zu jedem § gibt es
x,y € I, so daB |z —y| < ¢, aber |f(x) — f(y)| > e.

Zu § = L existieren p,y, € I, so daB |z, — yn| < 1, aber [f(zy) — f(yn)| > €.

Die Folge (z,) in [a, b] besitzt eine konvergente Teilfolge (zy, ), wobei z,, — xo € [a,b], Yn, — Zo.
Mit der Stetigkeit von f in zg gilt dann:

0= [£(z0) = flwo)| = Jim |f(zn,) = f(yn,)| > & Widerspruch!
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3 Grenzwert und Stetigkeit

Aufgabe: f: (a,b) — IR ist genau dann gleichméfig stetig, wenn es eine stetige Funktion F' gibt
mit F': [a,b] — R und F(z) = f(x) in (a,b).

3.3 GleichmaBige Konvergenz

Sei [ ein Intervall, und f,: I - R firn=0,1,2,....

3.3.1 Def.: Punktweise und gleichmaBige Konvergenz von Funktionenfolgen
Die Funktionenfolge (f,,) konvergiert
(a) punktweise gegen f: I — IR, wenn lim f,(x) = f(x) fiir alle z € I.

n—oo
(b) gleichmdfig gegen f: I — IR, wenn es zu jedem € > 0 ein ng € IN gibt, mit |f,(x) — f(z)| < e

fur alle n > ng und alle x € 1.

o0
Ebenso heifit Y  f,(z) punktweise oder gleichméfBig konvergent, wenn die Funktionenfolge (s,),
n=0

n
sSp = Y. fr(z), punktweise bzw. gleichméafig konvergiert.
k=0

3.3.2 Beispiele
(1) Sei fp(z) =2™in I =]0,1]. Es ist

Ofiro<z<1

he) = { V=<t =@,

d. h. f,, ist punktweise konvergent. f,, ist aber nicht gleichméflig konvergent.

r=1—

fule) — f)| "= (1—1) - 0t - .

n

= keine gleichméfige Konvergenz.

o0
(2) Y- 2" = {1 konvergiert gleichméBig in jedem Intervall [-r,r], 0 < r < 1, aber nicht gleich-
n=0

miBig in (—1, 1).
Beweis: Sei |z| < r: Dann gilt fir n > ng

k _ k kE_
N e S DRI B S
k=0 k=n+1 k=n+1
da 0 < r < 1. = gleichmaflige Konvergenz.
Nun fiir (—1,1): Es ist
n r=1—-—1_ nq
doak = Tt
1—2
k=0
1 n+1
()
- 1
n+1
1 n+1
=(n+1) (1—<1— ) >—>oo
~—— n+1
— 00 ~~
—1-1
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3.3 GleichméBige Konvergenz

3.3.3 Satz

Gegeben seien f,: I — IR und es gelte f, — f gleichméfig in I.

Firn =1,2,... existiere lim f,(z) = a,. Dann existiert auch lim f(z) = lim a,, d. h.
T—T0 T—x0 n—oo

lim f(z) = lim (nm fn(:v)> — lim <lim fn(x))

T—T0 T—To \N—00 n—oo \ T—xg

Beweis: Sei ¢ > 0. Dann existiert ein ng mit
|fn(z) — f(x)| < € fir alle n > np und alle z € I. (3.1)
Weiter existiert ein 6, > 0 mit
|frn(z) —ap| < e fur |z — x0| < 0p, und = € I. (3.2)
Fir n > m > ng gilt dann:

|an — am| = [(an = fu(2)) + (fu(z) = f(2)) + (f(2) = fin(2)) + (fm(2) — am)]

= & tetet & =4k
fir |[z—xo|<ép ~n2no  m2no  fiir [z—z0|<dm
Solche = € I existieren = (ay,) ist eine Cauchyfolge, a,, — a fiir n — oo
= la, —a| <efirn>n (3.3)
Sei m > ng und m > ny fest. Dann gilt:

[f(2) = al = [(f(2) = fm(@)) + (fm(2) = am) + (am — a)]

< —
< e 4+ & 4+ ¢ 3e

m2ng  0<|z—z0|<dn  m2n1
=(3.1) =(3.2) =(3.3)

= |f(z) —a| < 3e fir 0 < |z —z9| <6, =:0,d. h. lim f(z) =a.

T—T0

3.3.4 Satz

Gilt f, — f gleichméfig in I und sind alle f, stetig (in zp oder in I), so ist auch f stetig (in zo
oder in I).

Beweis: Sei xg € I:

i f() = tim ( Jim £, (0)) = fla).
T—T0 n—oo \ T—xo
—_——
=fn(x0)

d. h. f ist stetig in zg.

3.3.5 Cauchykriterium

Die Funktionenfolge (f,) mit f,,: I — IR konvergiert genau dann gleichméfig, wenn es zu jedem
€ > 0 ein ng gibt mit

| fn(z) — fm(z)| < € fiir alle n > m > ng und alle z € I. (3.4)
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3 Grenzwert und Stetigkeit

Beweis:
»=" (gleichméBige Konvergenz = (3.4)) wie immer.

w=" Sei e > 0 und (3.4) gelte fiir festes x € I. Dann ist (f,(z)) eine Cauchyfolge, d. h. f, — f
punktweise.
Aus (3.4) folgt fir n — oo, dal |f(x) — fm(z)| < e fiir m > no und alle z € I, d. h. fr, — f
gleichmafig.

oo
Bemerkung: Fiir gleichméafiige Konvergenz von > fi(x) lautet (3.4) so:
k=0

< ¢ fir alle n > m > ng und alle x € 1.

> @)

k=m+1

3.3.6 Majorantenkriterium

o0

Gilt |fn(2)| < gn(z) und konvergiert Y gn(z) gleichmdfig in I, dann auch > f,(x).
n=0 n=0

o0
Speziell dann, wenn |f,,(z)| < ¢, fiir € I und ) ¢, konvergiert.
n=0

o0
Beweis: Seie > 0. Dazu ex. ein ng mit Y, gr(z) <efirn>m > Iy und z € I.

k=n+1
n n n
Yo @< D @IS D] gz) <e
k=m+1 k=m+1 k=m+1
fir n >m > ng und x € 1.
3.3.7 Beispiele
oo o0
(1) 21 ﬁ (z € IR) ist gleichméBig konvergent, weil WIHQ < % und Zl # konvergiert (Ma-
n= n—
jorantenkriterium).

o.9] n
: 1 : . 1 :
Jim ) e = (3520 2 M) =g, 0=0
= =

oo

(2) > 2¥(1 — 2) konvergiert punktweise in [0, 1], aber nicht gleichmiBig.
k=0
Beweis:

1— xn+1

Zxk(l—x):(l—x)- 1—x
k=0 n+1 firx =1

firo<z<l1

=1— "t

1 furo<z<1
_
0 firxz=1

ist unstetig, also kann keine gleichméaflige Konvergenz vorliegen.
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3.4 Potenzreihen

(3) > 2F(1 — )2 konvergiert gleichmiBig in [0, 1].
n=0

Beweis: Sei € > 0. Dann gilt:

1— n+1
sn(x)xil(l—a;)Q- 1fa: =(1—z)(1—2") fir0 <z < 1.

n

Z 2*(1 — z)?

k=m+1

= [sn(z) — sm(2)|

— |(1 _ $)(xm+1 o mn+1)|

(i) Fiir 0 <2 <1 —¢ist dies < 1(1 — &)™t < ¢ mit m > ny.
(ii) Fur 1 —e <2 <1ist dies < e -1 fur alle m.

= gleichméaflige Konvergenz.

o0
(4) >~ ;775 ist nicht gleichméBig konvergent in IR.

n=
Beweis: Sei z > 0. Dann gilt:

% T wm a2 L
n2+a22 = 4m24+22  8m?2 4

n=m+1

Aus dem Cauchykriterium folgt dann, dafl keine gleichméflige Konvergenz vorliegt.

o0
(5) >_ pate ist gleichméfig konvergent.
n=
Beweis: Mit dem Majorantenkriterium. Es ist

2
1
x n—4]x| < - fir 2] <n? 1
4 2| = - 2
ntte — fiir [] >n? "
n
o0
(6) 21 —rrr2 ist gleichméBig konvergent fir r > 0.
n—=
Beweis: L+ (r/2)
T
x nT fiir |z| < n't0/2) 1
2 " = 1+(r/2)
n2tr 42| . 1+(r/2) N
W fur ‘CE| Z n

(18

n% ist konvergent fiir o > 1. Hier ist a« = 1 + 3.
1

n

3.4 Potenzreihen

3.4.1 Definition: Potenzreihe
Eine Reihe der Form

o0
Z an(x — x0)"
n=0

heifit Potenzreihe. Die Folge (a,) heifit Koeffizientenfolge, und ¢ ist der Entwicklungspunkt.



3 Grenzwert und Stetigkeit

3.4.2 Satz, Konvergenzradius

Die Potenzreihe (3.5) konvergiert absolut in (zg — 7, z¢g 4+ r) und gleichméfig in jedem Intervall
[zo — 0,20 + 0] C (xo — r,x0 + 7). Sie divergiert fiir © > x¢ + r und fir z < zy — r. Dabei ist

1

= T e

n—oo

der Konvergenzradius (Formel von Cauchy-Hadamard).

Sonderfalle:

1. Fiir lim {/|a,| = co ist » = 0 und (3.5) heifit nirgends konvergent (obwohl konvergent in
n—oo

T = xp).

2. Fiir lim {/|a,| = 0 ist 7 = co und (3.5) konvergiert iiberall.

Beweis: Es ist o o
lim {/|an(z —2z0)"| = | — x| lim {/|ay].
n—oo

n—oo
Daraus folgt absolute Konvergenz nach dem Wurzelkriterium fiir |z — zo| < 7.
Sei nun (3.5) konvergent im Punkt z. Dann gilt a,(x — z9)” — 0 fiir n — oo, insbesondere ist
|an(x — x0)| < M fiir n € No. o
Damit gilt dann: |z — xg| - lim {/|a,| < lim VM = 1.
n—od n—oo
Daraus folgt |x — 2| < r und damit Divergenz fiir |x — zo| > 7.
Zeige nun noch die gleichméfige Konvergenz in [z¢ — 9,0 + 0] C (z¢g — r,x0 + 1):
Wihle € = zo + &* (falls 7 > 0, r < c0).

Dann ist |ap(§ — x0)"| = |an] - (9;7")” < M beschréankt und fir |z — zo| < o gilt:

o+ n 2 n
_ n < .o .
ol a0 < laal- 0" (457) - (555

2 n
<M-< 2 )

o+

——

=:q<1

M - q ist eine Majorante.

3.4.3 Satz

Hat (3.5) eine positiven Konvergenzradius, so stellt (3.5) eine im Konvergenzintervall stetige Funk-
tion f dar.

Beweis: Sei I, = [zg— 0,20+ 0] C (zo—7r,z0+7). In I, liegt gleichméfBlige Konvergenz vor. Damit

ist f stetig in I, fiir 0 < o < r. Also ist f stetigin |J I, = (zo — 7,20+ 71).
0<p<r

3.4.4 Bemerkungen und Beispiele

(a) Existiert nh_}n;() Sntl] = A, so ist r = & (Quotientenkriterium, Aufgabe)
) n

(b) > % hat Konvergenzradius r = oo.
n=0
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3.4 Potenzreihen

oo
(c) > na™ hat fiir a € Q den Konvergenzradius r = 1, denn ¢/n® — 1= 1.

n=1

(d) Die Binomische Reihe > (¢)z™ hat den Konvergenzradius r = 1, falls « € R\ INo. Beweis
n=0
iber das Quotientenkriterium (a).

(e) Sei (ay) die Fibonaccifolge mit ap = 1, a; = 1 und ap4+1 = ap, + ap—1 fir n > 1.
Frage: Was ist dann

flx) = Z anx"
n=0

und welchen Konvergenzradius hat die Potenzreihe?
Behauptung: r > @

Versuche zu zeigen: a,, < ¢" mit einem ¢ > 1 (a, ist immer > 1).
Dies ist o. k. fiir n =0 und n = 1.

Induktionsansatz:

?
Antl = Gp + ap—1 < Qn + anl = anl(g + 1) < QnJrl

Das ,,?“ ist in Ordnung, wenn o + 1 < p? ist. Suche nun das beste o fiir o > 1:

o°=0+1
1 1 1++5
e=5=\g T 2
Da /a,, < p ist, gilt:
— 1 2 V-1
lim va < = r> - =
nooo Vin =€ o 1++5 2

Sei nun |z| < r. Dann gilt

= app12"t = zapa” + 2lan_ 12"

o o D
— Z appz" =x. Z an (z" +2? Z ap_12"
n=1 n=1 n=1
f(z)—ao—a1 f(x)—ao f(=)

Wann ist 22 + 2 — 1 = 0? Fiir z = —

Also ist r = @

N[

3.4.5 Satz: Summe und Produkt von Potenzreihen

oo o0
Haben f(z) = > an(x —x0)" und g(x) = > bp(x —x0)" die Konvergenzradien r¢ > 0 und r, > 0,
n=0 n=0

so gilt:
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3 Grenzwert und Stetigkeit

(a) f(z)+g(x) = > (an +by)(x — 20)" mit Konvergenzradius » > min{ry,ry}.
n=0
(b) f(z)-g(x) = > ez —20)" mit ¢y = 3 akbp—k = > an—kby
n=0 k=0 k=0
und Konvergenzradius r > min{rs,r4}.

Beweis:
(a) Summe konvergenter Reihen.

(b) Cauchyprodukt:

= Z Z ak($ — xo)kbn_k(iv - xo)nika

n=0 k=0

falls |z — o] < 7y und |z — 20| < 7.

Beispiel zu (b): Esist f(z) = 1= = > 2" fiir [z| <1 und

n=0
o0
ﬁ = Zo(n + 1)z"™. Frage: Was ist die Potenzreihe fiir ﬁ (p=3,p>3)7
n—=

3.4.6 Identitatssatz

o0
Haben f(x) = Z an(x — z9)" und g(x) = > by(z — x0)™ positiven Konvergenzradius, und es ist
n=0 n=0
flz) = (:z:) fiir z = x1,..., 2, mit 2 — xo flir k — o0, aber zy # x¢. Dann ist a, = b, fiir alle
n=0,1,2,..

Beweis: Annahme: Nicht fiir alle n gelte a,, = b,,. Setze
h(t) =) (an — bo)t" (h(z —x0) = f(z) — 9(x))
o0
= Z cent” (cn = an —by).
n=0
Nach Annahme exisiert ein kleinstes m mit ¢,,, # 0. Es ist also

o0
=) ent” =t"(Cm + Cmpat + Cmprt” +--) =7 (L)

n=m

und fiir ¢ = (2 — z9) # 0, t — 0 gilt:

h(ty) =0= " -h(ty),
~—
#0

also h(t;) = 0. D.h. h(0) = 0 = ¢,, # 0 Widerspruch!
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3.4 Potenzreihen

3.4.7 Beispiele

[e.e]
(a) Sei f(z) = > apz™ mit Konvergenzradius r > 0.
n=0

Ist nun ag, =0 fiir n =0,1,2,..., dann ist f eine ungerade Funktion, d.h. f(—z) = —f(z).
Gilt umgekehrt f(—z) = —f(z) in einem Intervall (-6, ) CKonvergenzintervall,
dann ist a9, =0 fiir n=0,1,2,...

o0

Beweis: f(z) + f(—x)=0= zzjo(an — (=1)"ap)x™.

Aus dem Identitatssatz folgt, daB a, = (14 (—1)") = 0 fiir alle n, insbesondere ist ag, = 0.

[e.e]
(b) Sei f(x) = Y apz™ mit Konvergenzradius r > 0.

n=0
Dann ist f gerade (f(—z) = f(x) in (=4,9)) genau dann, wenn ag,—1 = 0 ist fir n =1,2,....
Beweis: f(x) — f(—x) =0...usw.

3.4.8 Satz uiber die Verkniipfung von Potenzreihen

fly) = i%o b,y™ habe Konvergenzradius R > 0

g(x) = %1 anz™ (g(0) = 0 Entwicklungsmittelpunkt fiir f-Reihe)
Dann hat f(g(x)) eine Potenzreihenentwicklung f(g(z)) = io cpa”

(o]
mit Konvergenzradius r > g, o so, dafi > |a1]e™ < R ist.

n=1

ohne Beweis

3.4.9 Beispiel
Sei f(y) = 20 U7 und g(z) = 20 (g;i)£;!x2n+1‘
Suche die Koeffizienten cg,cq,...,c5 von f(g(z)) = > cpa™. Esist
n=0
1 R 1 3 2
s IO S ARORE G £

1/ 45 _a° 1, 1 4
— —3— R -
+6<m 6>+24x +120x+
=l+z+ 2>+ —l—k1 z?
B 6 6

PR U S YPIS N S T UPI
6 24)" 120 12 120)°

1 1 1
=1+1x+§x2+0x3—§x4—Bx5+-~~
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3 Grenzwert und Stetigkeit

3.4.10 Satz uiber das Reziproke einer Potenzreihe

f(z) = > apa™ habe Konvergenzradius r > 0, ag # 0 (= f(0) # 0). Dann ist f( Z cpx™ mit

n=0
positivem Konvergenzradius, und es gilt:
i 1 firn=0 (3.6)
apCp—f = .
Won—k 0 fuirn>1
o
Beweis: Definiere (¢,,) durch (3.6). Dann hat ®(x) = ) ¢,2" positiven Konvergenzradius. Es
n=0
gilt:
(o0} o
f(z) @(x) = Z anz"” Z
n=0 n=0
n=0 \k=0
0 fiir n>1
1 fiir n=0
— 1
d.h. ¢(x) = o)
Konvergenzbeweis fiir ag = 1 | sonst: Lo— % =1.__1
) T ()

Es gibt ein A > 1 mit |a,| < A" («<=Konvergenzradius r > 0)
Zeige: || < (24)™, d.h. Konvergenzradius > ﬁ
Induktionsanfang: |co| = 1 < (24)°%. v/

Induktionsschritt:

Zan kCh <Z\ank\ \

0 <An- k <(2A)

len| =

n—1
<) okAr = A”ZQ’“ AM (2" —1) < (24)"
Induktionsbeweis v

3.4.11 Beispiel

Sei f(x)=1-322+2%—2°+--- und x™. Suche ¢y, ¢1, ca, 3.

1 o0
IS
o~ 2

apg=1 apcy =1 =co=1
a1 =0 apcr +ajco =0 =c =0
as = —3 agcs + ajcy + ascg = 0 = =3
az =1 apcs + ajcy + ascy + azcog =0 =c3=—1

2. Methode: Fiir [¢t| < 1 ist

1

1—
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1 1
1—-3a2+23 -5+ 1-B22—a3+2°F--+)
=1+ 22> -2 +25+--1)

+ (322 — a3+ b )2

=1432% — 23+ 927 ...

3.4.12 Umentwickeln von Potenzreihen

o0

Sei f(z) = > an(z —x0)" in I = (xg —r,xo + 7).
n=0

Fir z; € I gilt

r—Tog=T—XT1+2x1— X

und es ist nach dem binomischen Satz

Es gilt dann
o n

1) =33 ([ Janten — 20 Ko - )t

n=0 k=0

= Z b(x — x1)"
k=0

Was ist nun b;? Wir sind in |z — x1| < r — |21 — xo| auf der sicheren Seite:

3.4.13 Beispiel
o0

Esist > 2" = & in (—1,1). Umentwicklung von x = 0 auf z; = —3:
n=0

3.4 Potenzreihen
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3 Grenzwert und Stetigkeit

(&)

mit by = 3 () (3)" " =
n=k

1 1 _g 1

l—2 1—(z+3)+35 3 1-3(1+3)
2 o (2 1\\*
526 0)

k=0

o0 ) k+1 1 k
£
k=0

Daraus folgt ein Konvergenzradius r = 5.

3.4.14 Abelscher Grenzwertsatz

Konvergiert Z ayp, so konvergiert Z anz™ gleichmafig in [0, 1] und dabei gilt Z an = hm f(z).

n=0 n=0 n=0 r—1-
(o0}
Beweis: Seir, = > ai. Firn >mund 0 <z <1 gilt:
k=n
n+1
E apz® Zrkx—g rk+1x—2rkx—g r:cjl
k=m+1 k=m+1 k=m+1 k=m+1 Jj=m+2
n
_ Tm+1$m+l - Z Tk(l'k - :L'k_l)
k=m+2

Sei £ > 0. Dann gibt es ein ng mit || < ¢ fiir k > ng. Fiir 0 <z <1 und n > m > ny gilt also:

n
> at

k=m+1

n
’I“m+1CL‘m+1 _ Z T‘k(CL‘k _ xk—l)

k=m+2

<24e=3¢

Also gleichméafiige Konvergenz nach Cauchykriterium.

3.5 Exponentialfunktion und Logarithmus

3.5.1 Definition der Exponentialfunktion exp(z)

x
exp(z) = Z ) ist die Ezponentialfunktion oder Exzponentialreihe

n=0

3.5.2 Satz: Eigenschaften der Exponentialfunktion

Die Exponentialfuntkion ist stetig, streng monoton wachsend, exp(IR) = (0,00) und es gilt die
Funktionalgleichung

exp(z) - exp(y) = exp(r + y) (3.7)
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3.5 Exponentialfunktion und Logarithmus

Beweis: Die Exponentialfunktion ist stetig in IR als eine tiberall konvergente Potenzreihe, (3.7)
war Aufgabe 4a auf Blatt 6.
Monotonie: Sei x < y = x + h mit A > 0:

exp(y) = exp(z) - exp(h) > exp(z), falls exp(xz) >0

oo
exw(h) = 3

Setze nun in (3.7) y = —x. Dann gilt exp(x) - exp(—x) = exp(0) = 1. Also ist exp(—z) =

A" h2
—‘_1+h+5+--->1.

1
exp(z)’
insbesondere ist exp(z) # 0 und exp(0) = 1. Aus dem Zwischenwertsatz folgt dann, dafl exp(z) > 0
ist.

Ist ¢ > 0, so existieren z1,z2 € IR mit exp(z;) < ¢ < exp(z2), denn exp(z) =14z + - >z — ©

fir x — oo. = w9 existiert. Da aber auch exp(—x) = @ 0 fiir x — oo existiert auch x;.

Wende nun den Zwischenwertsatz auf die Ungleichung exp(z1) < ¢ < exp(x3) an. Daraus folgt, daf3
ein x € (r1,x2) existiert mit exp(z) = c. )

3.5.3 Definition des Logarithmus log x

Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion, der Logarithmus, existiert, ist stetig und ist streng
monoton wachsend in (0, 00). Es gilt:

log(z - y) = log(z) + log(y) (3.8)

Beweis: Alles bis auf (3.8) folgt aus dem Satz iiber die Umkehrfunktion.
Seien nun x = exp(s) und y = exp(t). Dann gilt:

log(z - y) = log(exp(s) exp(t)) = log(exp(s +t)) = s + ¢ = log(x) + log(y)
3.5.4 Satz

(a) 14z < exp(x) fir alle = # 0.

(b) 17 <log(l+z) <z fiir z > —1 und = # 0.

(c) exp(l) = lim (1+ %)n =e

n—oo

Beweis:

(a) Klar fiir x > 0 und fiir x < —1. Fiir —1 <z < 0 gilt:

exp(—x) = Z <Z e

n=0
S exp(r) = ——— > 14
exp(z) = oxp(—) x
(b) Es ist log(1l + z) < log(exp(z )) =x,dal+2 < exp(l+ z). Aulerdem ist —log(l + z) =
log (H%) log (1 1+x) < — 145 Daraus folgt, daf log(1+z) > {7 fir  # O und {7 < 1.
Wenn x > —1 und z # 0 ist, dannlst 1+xz>0und z <1+, also ITB < 1.
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3 Grenzwert und Stetigkeit

(c) Multipliziere die Ungleichung 177 < log(1 + z) < x mit 1 fiir z >0
log(1+x)

Sl <2 c1— 1
Fiir 2 — 0+ gilt dann lim 260+ — 1.
r—0+ z
. . . log(1+1
Es ist log(e) = nh_)ngo log (1+1)" = nh_}fg(} w —1.

n

Also ist e = exp(log(e)) = exp(1).

3.5.5 Bemerkung
(a) Fiir n € INg gilt exp(n) = e™.
(b) Fiir n € IN gilt exp(—n) =e™".

(c) Fiir r = 2 € Q gilt exp(2) = ™™ d.h. exp(r) =e€".

Beweis:
(a) Mit Induktion: exp(n + 1) = exp(n) - exp(1) = " - e = "1,

(b) exp(—n) =

xp(n)°

(c) Sei m = 1. Dann ist e = exp(1) = exp(n - 1) = (exp(%))™. Es ist exp(2) = {/exp(1) = elt/n
und exp(22) = exp(m - 1) = (exp(L))m = (l/mym = emin.

Abbildung 3.1: Vergleich der Exponential- und Logarithmusfunktion

Die Exponentialfunktion e* Der Logarithmus log x
ist stetig und ist stetig und
streng wachsend auf IR streng wachsend in (0, 00)
erTY = % . ¥ log(z - y) = logx + logy
e?>x+1firz#0 s <log(l+2) <z
firz>—-1,x#0
lim €1 = | lim e0te) _ g
z—0 ¥ x—0 x
lim e* = lim logx =
r—00 r—00
lim, ,_e*=0 liH(l) logz = —o0
T—
exp(IR) = (0, 00) log(0,00) =R
5 \ \ \ \ 3 \ \ \ \
4+ . 2 - .
3+ — 1r |
0
2 [ - L ]
1+ — 9 _
0 /pw/ L | -3 [ R N
3 -2 -1 0 1 2 3 0O 1 2 3 4 5

64



3.6 Die trigonometrischen Funktionen

3.5.6 Definition von ¢* fur x € IR

Fiir # € IR definiert man e® := exp(z) und fiir @ > 0 und = € IR ist a® := e*1°89,

Bemerkung: Fiir r = g gilt:

erloga _ Gloga _ exp(l log aP) = (8% )1 = (qP)1/1 = qP/1 = o
q

3.5.7 Hyperbolische Funktionen

Sinus hyperbolicus:

et — e T & x2n+1
sinhz = —— =
2 ¢ (2n +1)!
Cosinus hyperbolicus:
e 4 e 7 o x2n
h = =
cosh x 5 7;) n)!

sinh z ist stetig, streng wachsend (e” und —e™* streng wachsend), ungerade.
cosh z ist stetig, streng wachsend in [0, 00), streng fallend in (—o0, 0], gerade.
Tangens hyperbolicus:

sinhz e*—e™® e -1

tanhx = = =
coshz e*+e® 2241

Cotangens hyperbolicus:

th coshz e**+1
cothz = =
sinhz 2% —1

Der tanh ist monoton: Es ist tanhx =1 — ﬁ
Damit ist €2 +1 /, 1t und damit =2 /.

Abbildung 3.2: Die hyperbolischen Funktionen

DN W o

-2
3
-4

3.6 Die trigonometrischen Funktionen

3.6.1 Definitionen und Satz

Die Funktionen
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3 Grenzwert und Stetigkeit

(&)

e @iy o — (=D"  2nt1
Sinus: sinz = ngo CIESYES
oo
. —1)"
Cosinus: cosx = ) ((2n))' a2
n=0 '

sind stetig in IR und es gilt:
(i) sin(—z) = —sinz (ungerade Funktion)
) cos(—x) = cosz (gerade Funktion)
(iii) cos(x +y) =cosx -cosy —sinx - siny
) sin(z +

sin y) =sinz - cosy + siny - cosx

Beweis: nur noch fiir (iii) und (iv):

S (_1)71 2n - (_1)n 2n
cos x cosy—zix Z Y
— (2n)! ~ (2n)!
_ f:zn: (=" ok (=1)" § y 2k ((2")!>
= (2k)! (2n — 2k) (2n)!
— ()" ¢ <2”) 2%, 2n—2k
=X | > Ty
—~ (2n) — 2k
— (_l)n Z (2n> 3, 2n—j
n=0 (2%)' 7<2n J
j gerade
. . o > <_1)n 2n+1 - (_l)n 2n+1
s1nw~smy—27(2n+1)!$ '2_4:)(2n+1)!y
Z Z k 22k+1 (_1)n7ky2(nfk)+l ((2n + 2)'
vt 2k+ (2(n — k) + 1)! (2n +2)!
0 _ )n (2n + 2)! . p2ktl ,y2n+2—(2k+1)

:2)@"*2)";:0 (2k+ 1) (2n+2— 2k —1)!

setzen+1=m

j ungerade

COST - CcOSY — sinx - smy—l—i—z @)l Z(j)xjy%]
=0

o0

(-1
(2n)!

(z +y)*"

! (z +1)?" = cos(z + )
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3.6 Die trigonometrischen Funktionen

(iv) selber machen.

3.6.2 Hilfssatz
(a) —% <cos(z)—1< —%2 + % fiir |z < V12

(b) m—%ggsinxgxfﬁrOSxS\/é

Beweis: Mit Leibnizkriterium:

> n
(a) Es ist Cos( )—1=>" (L% 221 Das Leibnizkriterium ist anwendbar,

(Zn)!
2n+2 =1
falls = (2n) > (gn o fir alle n gllt

d. h. falls (2n + 2)(2n + 1) > 22 fiir alle n,
d. h. falls (2 +2)/2 + 1) > 22, also falls |z| < +/12. Dann ist

2 g2 A

x
—?Scos(x)—l T—FE

(b) Hier ist genauso das Leibnizkriterium anwendbar, falls
:L‘2n+1 < $2n—1
(2n + 1) (2n —1)!
— 22 < (2n+1)2n firallen >1
= :L’2§6, alsofallsoga:g\/é

fir allen >1

3
x—ggsmxgscfur()gﬂsg\@

3.6.3 Die Zahl «

Der Cosinus besitzt eine kleinste positive Nullstelle: g Es gilt:
1,4%\/§<g< 6—VI2~1,6

Beweis: Es ist

2 :UQ $4

x
1-—< <1_7 -
5 CoS T —|—24

Die Nullstellen von 1 — % + % sind £v6 — +/12.

Es ist cos0 = 1, cos(z) > 1 — % > 0 in [0,/2] und es ist cos(v/6 —+/12) < 0. Nach dem

Zwischenwertsatz hat cosz eine kleinste positive Nullstelle Z, die in (v/2,v/6 — v/12) liegt.

3.6.4 Einfache Eigenschaften von Sinus und Cosinus

(a) sin®z +cos?x =1

(b) cos(m/2) =0, sin(r/2) =1

(c) sin(x + m) = —sinz, cos(z + ) = —cosx

(d) sin(x 4 27) = sinz, cos(x 4 27) = cosx
sinx cos(x)—1 1

(e) m~>0 - 1 iHO % -2
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3 Grenzwert und Stetigkeit

Beweis:
(a) Setze y = —x in (iii):

cos0=1=cosz - cos(—zx) — sinz - sin(—x) = cos? z + sin’ z

(b) cos§ =0 = sing =1 (oder —1) nach (a), aber sinz > z — % > —1 fiir v = 7.

(c) sin(z + §) =sinz-cos § +cosx-sin § = cosx
cos(x + §) = —sinz -sin § = —sinw
sin(z + ) = cos(z + §) = —sinz
cos(x + ) = —sin(zr + §) = —cosz

(d) sin(z 4 2m) = —sin(z + 7) = sinz. cos genauso.

(e) Si%: > é;}r):)!:c2":1+~-—>1fi'1ra;—>0.

n=0
o0
cos -1 —1)n _ 1 1 1 .o
(;2) =X ((Zn))! 27 = — g 4 gt — =5 firz — 0.
n=1
I ! ‘
1+ . L=

VARV

| | | | | | | |
-m-m/2 0 w/2 7w -m-m/2 0 w/2 7w

Abbildung 3.3: Sinus und Cosinus
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4 Differentialrechnung!

4.1 Differenzierbare Funktionen

4.1.1 Definition

Es sei f: I — IR (I Intervall) un zg € I.
f heilit differenzierbar in xg, wenn der Grenzwert

i J@) = flaw) _

T—T0 xr — JZO h—0 h

existiert. f'(zp) ist die Ableitung (der Differentialquotient) in x, auch geschrieben als 3—f(x0).

x
f(z) = f(wo)
Tr — X0
von f an den Stellen z und z( schneidet.
f heiBt differenzierbar, wenn f’(z¢) in jedem xo € I existiert. Wenn f’ sogar in [ stetig ist, so heif3t

f stetig differenzierbar: f € C1(I), d. h. f ist differenzierbar und f’ € C°(I).

ist der Differenzenquotient. Er stellt die Steigung der Geraden dar, die den Graphen

4.1.2 Bemerkungen und Beispiele

(i) Wenn f in z¢ differenzierbar ist, so ist f auch stetig in .

(ii) Sei f(x) = ¢ konstant. Dann ist f'(z) = 0.

d
(iii) Es ist %ex =e".

d
(iv) Esist —sinx = cosx, — cosx = —sin .
dz dz

1
(v) Es ist ilog:p = — fiir z > 0.
dx x

Beweis:

(i)

lim (f(2) — f(xo)) = tim LD =TT )
T—x0 T—To T — X
= f(x0)-0=0
(i) klar.
(i)
e"th —e®  em(eh—1) el —1 h0
n h “Th

Version 195 vom 14. Februar 2006
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4 Differentialrechnung

(iv) Hier nur fiir den Sinus:

sin(z +h) —sinxz  sinxcosh + cosxsinh — sinx

h h
cos(h) — 1 sinh

= sin(x)T + cos(x) -

—1
— sin(z) - 5 0+ cos(z) - 1

=cosz fur h — 0.

(v)
log(z + ) —log(z) _log(x(1 + 1)) — log(x)
h h
:log(m‘) +log(1+ 2) — log(x)
h
_log(1 + by
= @ -

<log(1t+ D gt 0)

1
——furh —0
T

4.1.3 Differentiationsregeln

Sind f und g differenzierbar in xy (oder in /) und ist A € IR, dann sind die folgenden Funktionen
ebenfalls differenzierbar:

(1) f+ g. Dabei ist (f + g)'(xo) = f'(x0) + ¢'(20)-
(2) Af. Dabei ist (Af) (x0) = Af'(x0).

(3) f-g. Dabeiist (f-g)'(zo) = f'(z0)g(z0) + f(z0)g'(x0)-

F talls o(x abei st [ , oy = 4 (@)g(wo) — f(z0)g'(x0)
(4) L. alls g(ao) # 0. Dabei ist (g) (o) e .

1\" —¢
Insbesondere ist () = .

9 9
Beweis:
(3)
f(@)g(x) — flzo)g(wo) _ f(2)(g(x) — g(x0))
S o) () o)
z — 70

— f(x0)g'(z0) + g(0) f' (o).
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4.1 Differenzierbare Funktionen

1
(4) Beweise zuerst den Spezialfall —:
g

g(x) # 0, g stetig in zg, also ist g(x) # 0 in einem Intervall (z, — 0, zo + 9).

11

9@ ~gwo) _ 9(xo) —g(z) 1
T — x0 r—x9  g(x)g(xo)
——g’(x0) e
~ —g' (o)
g%(o)
Nun i:
g

4.1.4 Umformung der Definition
Sei f: I — IR und z¢ € I. Dann ist

_ B) —
QSILIIC}O W - f/(xo) - I%li% f(xo : }1 f(xO)
s gy J@oHR) = flao) = f(z0) _
h—0 h
=:r(h)

< f(zo+h) = f(xo) + f(x0) - h+ h-r(h) mit r(h) — 0 fiir h — 0

f(zo) + f'(z0) - h ist Approximation von f(zo + h) in der Ndhe von h = 0.

4.1.5 Kettenregel

Seien g: I — J und f: J — IR mit Intervallen I und J. Ist g differenzierbar in zg € I und ist f
differenzierbar in yo = g(xo), dann ist f o g, (f o g)(x) := f(g(x)), differenzierbar in z¢ und es gilt

(fog)(zo) = f'(yo) - ¢ (o).

Beweis: Es ist
(1) g(zo+ h) — g(zo) = ¢'(x0) - h+ h-r(h) mit r(h) — 0 fiir h — 0
(2) flyo+k)— f(yo) = f'(yo) -k + k- o(k) mit o — O fiir k — 0

Damit ist

(fog)@o+h)—(fog)(xo)—h- f'(yo)-g'(x0)
= f(g(wo+ h)) — f(yo) =h- f'(y0)g (x0) = (¥)

®

Dabel ist

® = f(g(zo + h)) = f(yo)

71



4 Differentialrechnung

mit k = g(zo + h) — g(xo)

= f(yo + k) — f(%0)
2 ' (yo) - (9(wo + ) — g(x0)) + (g(wo + h) — g(z0)) - 0(k)

) (
Y F(yo) - (g'(x0) - b+ - 7(R)) + ¢ (x0) - ho(k)
= f'(y0)g'(x0) - h+h- (f'(yo) - 7(h) + ¢'(x0) - 0(k))

Fir h — 0 gilt dann: k = g(xo + h) — g(zo) — 0 und p(k) — 0. Daraus folgt dann fiir (x):
() = f'(yo)g'(z0) - ho + h - R(h),

wobei R(h) = f'(yo) - r(h) + ¢'(20) - 0(9(x0 + h) — g(z0)) — 0 fiir h — 0.
Also: (f o g)'(z0) = f'(y0)d' (o).

4.1.6 Beispiele

(1)
dﬁ COST _ ,COST | (i) o
T
(2) Fiir z > 0 und o € IR ist
d a __ d alogzr _ _alogzx 1 _ a—1
@.ﬁ = %6 =€ C!; = Q-

4.1.7 Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion

Sei f: I — TR stetig, injektiv und differenzierbar in 2o € I mit f’(z¢) # 0. Dann ist f~': J =
f(I) — I differenzierbar in yo = f(xo) und es ist

v B 1 B 1
U w0) = 7y = F o)

Falscher Beweis: Mit Kettenregel. Es gilt: f(f~1(y)) = y. Differenzieren liefert
d
W) =) (W)

N B 1 1
= (f ) (yO) - f,($_1<y0)) - f/(xo)'

Dieser ,Beweis® ist aber nur richtig, falls sicher ist, dal f~! in g differenzierbar ist.

Beweis: Es ist yo = f(x0) und zg = f~!(yo). Setze yo + h = f(x¢ + k), also ist k definiert durch
k= f""(yo+h) — o #0.

Damit gilt dann:
f (yo + 1) — f (o) 1

h _M’

Fiir h — 0 folgt k£ — 0, da f~! stetig ist, und damit ist

T ypo+h) =) 1
h f!(wo)”
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4.2 Die Mittelwertsatze der Differentialrechnung

4.1.8 Beispiele
(1) Es ist
d 1 1 1 1
——l0gy = = = = -
dy dx ; z=logy ’ z=logy y
(2) Es ist
d 1 1 1 1 1.4
dy % " =y natl =1y ny _% n

4.1.9 Hohere Ableitungen

Sei f: I — IR mit einem Intervall I. Wenn f differenzierbar ist, ist f’ die Ableitung. Wenn f’
differenzierbar ist, ist (f')’ = f” die 2. Ableitung von f und wenn f” differenzierbar ist, dann ist
(f") = f" die 3. Ableitung von f.

Allgemeiner: Es ist (O = f f() = f' Induktiv wird weiter definiert: f(*+1) = (f()’_ Dabei ist
™ die n-te Ableitung von f. Es werden dann folgende Mengen definiert:

Dabei gilt:
Co(N) 2CH 1) 2C*(1) 2 - 2 C=()

4.1.10 Leibnizregel

g™ =3" <Z> 0 gn0)

v=0

Beweis: mit Induktion: Fir n = 1 ist dies die Produktregel. Fiir n — n + 1: Aufgabe. Tip:
Vergleiche mit dem Binomischen Lehrsatz, 1.5.6 auf Seite 12:

i =3 (M)awe

v=0

4.2 Die Mittelwertsatze der Diff.-rechnung

4.2.1 Definition: Minimum, Maximum

Sei f: I — IR und zp € I. f hat in zp ein Minimum bzw. Maximum, wenn f(z) > f(xg) bzw.
f(z) < f(xp) fiir x € I, |[x — x| < 0 fiir ein § > 0. Gilt f(z) > f(xo) bzw. f(z) < f(xg) fir x € I,
0 < |z — xo| < 9, so heifit zp Stelle eines strikten Minimums bzw. Maximums.

4.2.2 Bemerkung

Ist z¢ kein Endpunkt von I und hat f in xg ein Extremum (Minimum oder Maximum) und existiert
f'(wo), so ist f'(x9) = 0.
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4 Differentialrechnung

Beweis: Fiir den Fall eines Maximums. Es gilt f(zo+ h) — f(x0) < 0 fiir kleine |h|. Daraus folgt:

f(zo+h) — f(zo) <0, firh>0 noo <0, fiir h > 0 .o
h >0, fir h <0 f(xo)zo’fﬁrh<0 = [(z0) =0

4.2.3 Satz von Rolle

Ist f: [a,b] — IR stetig, f(a) = f(b), und ist f differenzierbar in (a,b), so gibt es ein & € (a,b) mit
f'(€) =o0.

Beweis: Klar fiir konstantes f. Sonst hat f ein Extremum in £ € (a,b). Dort ist f/(£) = 0.

4.2.4 Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Ist f € C°([a,b]) differenzierbar in (a,b), so gibt es ein ¢ € (a,b) mit
£0) ~ 1(a) = (6~ ) 1(€) bow. TO=IO o)

Beweis: Sei g(z) = f(x) — f(b)_ (“)( a). Es ist g(a) =
und diffbar in (a,b). Nach dem Satz von Rolle existiert ei

g = re- 101

g(b) = f(a). AuBerden ist g € C°([a, b])
¢ € (a,b) mit ¢’(¢) = 0 und damit
@)

4.2.5 Beispiele

(1) Behauptung: sinz < z fir x > 0.
Beweis: N
sinz = sinz —sin0 "= (x —0)-cos§ mit £ € (0,2) <z

(2) Behauptung: log(1 + ) > 7 fir z > —1.
Beweis: Es ist

log(1 4+ ) =log(1+z) —log(l14+0)=(z —0)—— =

Firz > 0,0 < ¢ < z gilt:
1 - 1 T S x
—
1+¢ 1+=z 1+4¢° 1+z2

Fir -1 <z <0, x <& <0 gilt:

1 < 1 x S x
—_—
1+¢ 1+=z 1+4¢° 1+z2

(3) Esist tanx = % der Tangens. Fiir die Ableitung gilt:

ta sinz\’ cosz-cosz —sinx - (—sinx)
— tanx = =
dx CoS T (cosx)?
1 s
= ——=1+(t 2> 1fir0<z< =
(cos 2)? + (tanx) ur T <3

Behauptung: tanz > x fiir 0 <z < 7.
Beweis: tanz = tanz — tan0 = (x — 0) - (tan)’(§) > = mit £ € (0, z).
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4.2 Die Mittelwertsatze der Differentialrechnung

4.2.6 Satz
Sind f und g stetig in [a,b] und differenzierbar in (a,b) mit f* = ¢’ in (a,b), dann gilt f = g+ ¢

mit einer Konstanten c.

Beweis: h = f — g ist stetig in [a, b] und differenzierbar in (a,b). Es gilt A’ = f' — ¢’ = 0. Seien
nun z,y € (a,b). Dann ist h(y) — h(z) = (y — )W’ () = 0, d. h. h ist konstant.

4.2.7 Satz

Sei f stetig in [a, b] und differenzierbar in (a,b) mit f'(z) — ¢ fiir x — a. Dann ist f differenzierbar
in [a,b) mit f'(a) = ¢ = lim f'(x).

Beweis: Sei z € (a,b). Dann gilt

J@) = (@) MWS 1oy g ein € € (a, ).

x—a
Fiir z — a folgt £ — a, alsoM—%.
T—a

4.2.8 Aufgabe

Zeige: Sei f stetig in (a,b) und differenzierbar in (a,c) und (¢,b) mit ¢ € (a,b).
Existiert dann lim f'(z) = ¢, so ist f'(c) = £.

4.2.9 Verallgemeinerter Mittelwertsatz

Sind f und g stetig in [a, b], differenzierbar in (a,b), so gibt es ein £ € (a,b) mit

beziehungsweise

Beweis: (Der Sonderfall g(x) = = entspricht dem Mittelwertsatz)
Zuerst ein FALSCHER BEWEIS: Es gilt:

fb) = fa) = f'(&)(b - a)

g9(b) — g(a) = ¢'(&)(b — a)
Falls g(b) — g(a) # 0, dann kann dividiert werden:
= verallgemeinerter Mittelwertsatz. FALSCH! Denn i. A. ist & # &!
RICHTIGER BEWEIS: Sei h(z) = (f(b) — f(a))g(z) — (g(b) — g(a)) f(z).
h ist stetig in [a, b], differenzierbar in (a,b). Es ist

h(a) = f(b)g(a) — f(a)g(b)

h(b) = = f(a)g(b) + f(b)g(a))

= h(a) = h(b)

Nach dem Satz von Rolle existiert nun ein § € (a,b) mit A'(§) = 0. Damit gilt:

0= 1) = (f(b) = f(a)g'(€) — (9(b) — g(a)) f'(£)
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4 Differentialrechnung

4.2.10 Regel von de I'Hospital

1. Form: Seien f und g stetig in [a,b) und differenzierbar in (a,b).
AuBerdem sei f(a) = g(a) = 0, sowie

lim f(z)
v—a g'(x)

existiere. Dann gilt:
lim —f(x)
v—a g(x)
Sonderform: Seien f und g in (¢, 00) stetig und differenzierbar.
Auflerdem sei lim f(z) = lim g(z) =0 und

L

Dann gilt

Dann gilt:

Beweis:

1. Form:

flx) _ f(x) = fla)
g(x)  g(z) —g(a)
va. Mws f'(§)

g'(€)
Sonderform: Sei F(z) = f(1), G(z) = g(2) in (0,2). Es ist F(z) — 0 und G(z) — 0 fiir  — 0.
f'G)-=

g'(

)- =2

fiir ein € € (a,x).

Fla) _

Gl -t

HM—‘H\»—‘

2. Form: Sei0<e < i:

Es existiert ein ¢ € (a,b) mit ’g:gz)) — L‘ <efira<z<ec

<efira<z<d.

Es existert ein d, a < d < ¢ mit ‘}cé—?‘ < € und ‘

g(x)
Sei nun a < z < d. Dann ist

f@) @ -1 1"
9(@) 9(z) —9(c) 1- 49
va. MWS
_ e 1O

0o "t
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4.3 Anwendungen der Differentialrechnung

179(0)
H(x)zig(m),wobei;r<§<c
1-
(z)
f(e) 9
!
‘f(w)_L‘<5+f(§) [@) ~ 9@
g9(z) g'( ’1_
2
<a+(|Ly+a)-1_E

2e
<5+(|L|+ ) =5
4

=const-efira<z<d=a-+d.

= Behauptung.

4.2.11 Beispiele

(1) 1
1 S
lim ~2% — lim £ =0
T—00 I z—o0 1
(2) , ‘
sinh x . coshz . sinhxz
im = lim — = lim
z—oo coshx  z—oo sinhx  z—oo coshx
direkt:

T _ o . 1— 67213

—2r

e
im — im
z—oo e +e7%  z—ool4e

4.3 Anwendungen der Differentialrechnung
A Monotone Funktionen
I = (a,b), [a,b), (a,b], [a,b]. f: I — IR stetig, differenzierbar in (a,b).

4.3.1 Satz
1. f monoton wachsend [fallend] < f'(z) >0 [f'(z) <0]ina <z <b.

2. Ist f/(z) >0 [f(z) < 0] in (a,b), dann ist f streng wachsend [fallend].

Beweis:

(i) w=" Seiz,x+h, h>0

Also ist f wachsend.

(ii) = f'(¢&) > 0: f(y) — f(x) > 0, streng monoton.
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4 Differentialrechnung
4.3.2 Beispiel: f(z) =z -logx
Sei f(z) =xlogx und I = (0,00). Es ist

1 >0 firz>1
f/(a:)zlogac—l—a:x:log:c—&—l{ s

Es gilt auflerdem: lim f(z) = 0.

x—0

S = N W oA W
I
|

1 L 1 x x
01/e 1 2 3 4

Abbildung 4.1: f(z) =z -logz

B Konvexe Funktionen

I und f wie vorher.

4.3.3 Definition: konvex

f heilit konvex, wenn fiir beliebige z,y € I und 0 < t < 1 gilt:

fly+ (1 —t)z) <tf(y)+ (1 —1t)f(z)

Interpretation: Sei z =ty + (1 — ¢)z. Fiir z < y gilt dann:

tly—z)=2z—ux, t:z—x’ 1-t=9"%
y—x y—x
Umgeformte Definition:
z—x y—2z )
< . : =1(z)1
F6) < 222 p) + 22 (@) = 1(2) e

<0 fir0<az<?l’

(4.1)

(4.2)

Bedeutung der 2. Definition: f ist konvex im Intervall (a,b), wenn fiir beliebige x,y mit a < x <
y < b gilt, dafl der Graph von f unterhalb der Geraden liegt, die die Funktion zwischen den Stellen

a und b verbindet.

4.3.4 Satz
f ist genau dann konvex, wenn fiir x < z < y beliebig gilt:
G~ @) _ f) -~ )
2= B Yy—z
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4.3 Anwendungen der Differentialrechnung

Beweis: (4.2) <= (4.3):

z—x Y —z

J@) < o= )+ = @)
¢:lﬂ@@+%1—ﬂ)§y:zf@%+z:;ﬂ@

Y — 2= Yy—z
= ) e S ) (@)

y—
= fEez—2)+f2)ly—2) < f
= f(2)y—2) = flx)(y—2) < fly)(z—2) = f(2)(z —2)
f(2) = flx) _ fly) = f(2)

z—x Yy—z

W)(z =) + f(x)(y — 2)
)

IN A

IN

—

4.3.5 Satz

(a) Ist f differenzierbar in (a,b), so ist f genau dann konvex, wenn f’ monoton wachsend ist.

(b) Ist f zweimal differenzierbar in (a,b), so ist f genau dann konvex, wenn f”(x) > 0 in (a,b) ist.

Beweis: Zuerst fiir (b): Aus (a) folgt (b), denn: Wenn f” existiert gilt
fle =) =0
Jetzt der Beweis fiir (a):

»=" f sei konvex und differenzierbar: Aus (4.3) folgt:

f(y) — f(=)
Yy—T

f(z) < fir z -z
y—z

Daraus folgt:
f(@) < f(y)

=" [’ sei monoton wachsend. Weise nun (4.3) nach:
Seien £ und 7 beliebig mit x < £ <z <n < y:

)= ) waws g -
— % = (4.
= JEI S 1) > g

C Die Arcusfunktionen

4.3.6 Arcustangens

Definition des Tangens: tanx = g(‘)‘;i Esist tan: (—7, 5) — IR und fiir die Ableitung gilt: 7 4 ~tanz =

1+ (tanz)? > 1 > 0. Also ist der Tangens streng wachsend. Zusétzlich gilt: lim tanz = +oo und

T3
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4 Differentialrechnung

9 L i
T/2 —
L 1 /
0 0
1l _
'W/2*x x Lo
2 T 3 2 1 0 1 2 3

-m/2 0 /2

Abbildung 4.2: Tangens und Arcustangens

lim = —o0.
z——I

2
Fiir die zweite Ableitung gilt:

2

d 0 in (O
tanx:2‘tanx-(1+(tanx)2){> in (0. %)

2
dax? <0 in(-%,0)

Der Tangens besitzt eine Umkehrfunktion, den Arcustangens: arctan: R — (=73, §). Es gilt:

1 1
—arctany = ————— =
dy 1 + (tanx)Z r=arctany L+ y2
d? " —2y
——arctany = ——5—
dy? CENTIE
4.3.7 Arcuscotangens
. . cosx )
Der Cotangens cot: (0,7) — IR ist definiert durch cotx = ——. Es ist
inz

d
o cotz = —1 — (cot z)?

Die Umkehrfunktion ist der Arcuscotangens: arccot: IR — (0, )

_ ty =
a0y arccot y 1542

4.3.8 Arcussinus

Fiir den Sinus gilt: sin: [-F, 7] — [~1,1] und

—sginz =cosx > 0
dzx
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4.3 Anwendungen der Differentialrechnung

2 T 3 2 1 0 1 2 3
|
0 /2 v

Abbildung 4.3: Cotangens und Arcuscotangens

/2

/2 x [
-1.5 -1 -05 0 05 1 1.5

Abbildung 4.4: Arcussinus

in (=%, %). Der Sinus ist also streng wachsend in [—7, 7].

Die Umkehrfunktion des Sinus ist der Arcussinus arcsin: [—1,1] — [, %2] Es gilt:

1
— arcsiny =
dy cosx r=arcsiny
1 1
S - - _in (-1,1)
1- (sma:) r=arcsiny 1- Yy
d2

. 1 _ _
diyz arcsiny = —5(1 — y2) 3/2. (—2y) =y(1 - y2) 5/2

4.3.9 Arcuscosinus

Fiir den Cosinus gilt cos: [0, 7] — [1, 1] und

—cosx = —sinz < 0
dx
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4 Differentialrechnung

Die Umkehrfunktion ist der Arcuscosinus arccos: [—1,1] — [0, 7. Es gilt:

1
—— arccosy = ;
dy —Ssmr T=arccosy
_ 1
1 — 2
m
/2 —
0 | | |

-15 -1 -056 0 05 1 1.5

Abbildung 4.5: Arcuscosinus

D Differentiation und gleichmaBige Konvergenz

4.3.10 Beispiel

Sei f,(z) = || in [~1,1], n € IN. Es ist
! 1 1
x>0: f(x)= 1—1—H xn

2 <0 fl(z) = (1 + i) (—a)i(=1) = — (1 + n) o[
fn(0) =
fate) = (14 1) -sign(o) ol
Betrachte f,,(z) und f} (z) fiir n — oo:

glm.

fulz) = lz| = f(z)
f(z) ist nicht differenziervar in z = 0

fr(x) phtw. 1-1-sign(x)

n

f}(x) konvergiert nicht gleichméafig gegen f'(x).

4.3.11 Satz

Sei f,, € C1(I) im Intervall I, f,(z) konvergiere punktweise in I gegen f(z) und f/ () konvergiere
gleichméBig in I gegen g(z). Dann ist f € C'(I) und f’ = g. Oder

(lim fn(a:)>/: lim f/(x)

n—oo n—oo
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4.3 Anwendungen der Differentialrechnung

Beweis: g ist stetig, wegen der gleichméfiigen Konvergenz von f/ (x). Sei nun € I und ¢ > 0:
1. Es existiert ein § > 0 mit |g(x) — g(§)| < e fiir alle £ € I mit | — x| < § (Stetigkeit von g).
2. Es gibt ein ng mit | f], (&) — g(§)| < ¢ fiir alle £ € I und alle n > ng (glm. Konvergenz f], — g).
3. Es gibt ein ny mit |f(x) — fo(x)| < e fiir n > ny. Gilt fiir A nun 0 < |h| < 4§, so folgt:
(&) = Fal@)] < |h = fiir n > ny
|f(x+h)— fu(x+h) <|h| e fiirn>mn

Fet ) = I o) = | 2RI 1) 4 () — o)
+f($+h) _}lfn(x"i_h) + f(x> _hfn(x)
R
teteete
2. 3. 3.

VS 1) — fo(a)] + 3

= [(f'(€) — 9(&0)) + (9(En) — g(2))

+g(z) — fi(2)] + 3¢
<\5’/+ e —+ 5 +3e = 6¢

2. 1. 2

fiir 0 < |h| < 4, also ist f/(z) = g(x).
4.3.12 Folgerungen

oo o0

Folgerung 1: Seien f,, € C1(I), f(x) = 3 fn() konvergiere punktweise in I und > f!(z) = g(z)
n=0 n=0

konvergiere gleichmifig in I. Dann ist f € C'(I) und f' = g:

@:nm)=§3mw
n=0 n=0

o0
Folgerung 2: f(x) = Y an(x — o)™ habe Konvergenzradius r > 0. Dann gilt:

n=0

(0.9)
= Z nay (z — o)
n=1

= Z(n + Dapt1(x — zo)"

oo
Folgerung 3: Sei f(z) = > an(z — x0)" in I = (2o — r,290 + r). Dann ist f € C*°(I) und fir
=0
m=1,2,... gilt: !

oo
Znn—l (n—m+1)ap(x —x0)"™"
n=m
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4 Differentialrechnung

Beweise:
Folgerung 1: Betrachte z,(z) = > fi(z) und s),(z) = > fi.(x).
k=0 k=0
Folgerung 2: f,(x) = an(x — x0)", fn € CY(I), I = (29 — 7,20 + 7).
Sei0 < o< r, J,=[xg— 0,20+ 0]

[e.°]

Y (n+ 1Dapti(x — zo)™ hat Konvergenzradius r > 0, denn:

n=0

— — 1
lim {/(n+1)|apt1] = lim V/]aps1 = —
n—00 n—00 r

o0
= GleichméBige Konvergenz von ) (n+ 1)ap41(x — xo)" in J,.

n=0
= f e CY(J,) und f' =g in J,.
Dal= | J, = feC(I)und f'=ginI.

0<po<r

Folgerung 3: Mit Induktion nach m. Selber machen.

4.3.13 Beispiele
(1)

n!
n= n=1
o xn—l e " N
= — — =
n—1)! Z n!
n=1 ( ) n=0

(2) Logarithmusreihe: Fir —1 <z < 1 gilt:

X _1yn—-1
log(1+z) = Z Lx”

n=1 n

Beweis: )
o - (_1)11— n
f(@) —nzl a—

hat Konvergenzradius 1. Es ist f(0) =0, log(1 + 0) = 0.

n
n=1
=Yyt
k=0
1 d
= = —log(1
1+x dzx og(1 +2)

= log(l+ ) = f(x) in (—1,1). Fiir z — 1— gilt:

log 2

(—1)n-1 . Abelscher Grenzwertsatz
> ~—— konvergiert

Also:log2:1—%+%_%j:...
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(3) Arcustangensreihe: Fir —1 < x < 1 gilt

[eS) (_1)n
t — E N ) 2n+1.
arctan x Z om T 1(I,'

Beweis:

o - (_1)n 2n+1
f(x)—g%ﬂx "

hat Konvergenzradius 1.

fla) =Y (=1
n=0
=3 ()
n=0
= 71 = arctan x
T 1422 dr

Also ist arctanx = f(z) + ¢ mit einer Konstanten c.
Fiir x = 0 ist arctan(0) = 0 und f(0) = 0. Also ist ¢ = 0.

4.4 Der Satz von Taylor
4.4.1 Beispiele
1. Beispiel: f(z) — iojoanxn in (—r, 7).
fe C“((—r,r;), Fm@) = 3 nn—1)...(n—m+1)ana™m

n=m

Fiir z = 0 gilt: f™(0) = m(m —1)...1 apy,. Also a,, =

m)!

(n)
Frage: Sei f € C*°(I) und a, = f™(a) firn=0,1,2,....

n!
Gilt: f(z) = > ap(z —a)?

n=0
NEIN!

2. Beispiel: Sei

0 firz =0
f) = {61/12 fir x #0

Behauptung: Es ist f € C®°(IR) und f"™(0) =0 fiir n =0,1,2,...

oo f(n)
Damit ist f(z) # > (©)
n=0

Beweis: Zeige

xn
n! '

Pn l 71/332 f
£ (2) = (3)e tlr x#0
0 firz =0

mit P, =Polynom vom Grad 3n.
Beweis durch Induktion:

£ (0)

4.4 Der Satz von Taylor
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4 Differentialrechnung

n=0: FP(zr)=1 lirr(l)efl/m2 =0 = f(0).
r—
n— n+ 1: Fir x # 0 ist nach . V.

F0D () = pr (1> ey p, <1> o1/a? 2
X X X
L) 2 ()
X Xz Xz xr

Poi(y) =—y* Pi(y) +2-y° Puly)
~——

Setze % =y

—
Grad=3n—1 Grad=3n+3
1
lim f™(z) = lim P, < > e V7 = lim Py(y)e ¥ £0
z—0 z—0 xT Y—00

Sei |y| > 1. Dann gilt

1Pa(y)] = |co+ cry + -+ + cany®]
< (lcol + ler] + -+ + |esnl) - 4"

—C. y3n
Gilt nun 33" - e=¥" — 0 fiir y — oo?
3n 3n 22! .
L < = R
€ 2n)! Y

iy—% y y22n
k!
k=0

(2n)!
= lin% f(x) = 0.
Nach einem fritheren Satz existiert dann auch £ (0) = 0.

4.4.2 Hilfssatz

Sei I ein Intervall und a € I. Ist f nun (n + 1)-mal differenzierbar in I mit f(a) = f'(a) = - --
f™(a) = 0, dann gilt fiir z € I und z # a:

f@) e
(x —a)"tt  (n+1)!

¢ liegt dabei zwischen x und a.

Beweis: mit Induktion.
n =20

Tl = 1) aaws g1

86



4.4 Der Satz von Taylor

n—mn+1: Sei g = f".
g ist (n + 1)-mal differenzierbar und g(a) = --- = ¢ (a) = 0.
Induktionsvoraussetzung:

fllz) —_ gl@)  g"t(E
(xr —a)*tt  (z—a)*t! (n+1)!
Induktionsschluf:
flx)  wnws f'(&) _ gt
(x — a)nt? n+2)(& —a)l (n+2)(n+1)!
FI2(€)
" (n+2)!

Dabei liegt &; zwischen a und z und & liegt zwischen a und &;.

4.4.3 Definition: Das Taylorpolynom

f sei n-mal differenzierbar im Intervall I und a € I. Dann heifit

(g
Ty(wia) =3 T e o
k=0

n-tes Taylorpolynom von f.

4.4.4 Bemerkung

£ (g
f(x):zf n'( )(:U—a)" <~ Ty(z;a) — f(x) fir n — oo (4.4)
n=0 ’

Es gilt Ték)(x; a)|p—a = f®)(a) fir k=0,1,2,...,n.

4.4.5 Satz von Taylor

Ist f (n+ 1)-mal differenzierbar in I und ist a € I, dann gilt
f(z) =Th(z;a) + Ry(x;a)

mit (nt1)
n
f (5) ({L’ o a)nJrl‘
(n+1)!
Dabei liegt ¢ zwischen a und z. IR,, heifit Lagrange-Restglied. Ist f € C*°(I), so gilt (4.4) genau
dann, wenn R, (z;a) — 0 fiir n — oo.

R, (x;a) =

Beweis: Setze g(z) = f(z) — Th(x;a). g(x) ist (n 4+ 1)-mal differenzierbar und g(a) = ¢'(a) =

o =gM(a) = 0.
Hilfssatz = Es ex. ein £ zwischen a und z, so daf}
(n+1) (n+1)
. . . g (5) _ n+1l __ f (€> o n+1
R, (x;a) = g(x) = EE (x—a)" = CEn (x—a)",
da f(n+1) — g(n+1) +T7(Ln+1).
0
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4 Differentialrechnung

4.4.6 Beispiele
1. Beispiel: Behauptung:

k=0
Sei a = 0:
f0)=1
F'(z) = a1 +2)°!
f'(@) = ala = 1)1 +2)*?
fP@) =al@—1)... (@ —n+1)(1 4 z)*™"
™ ala—1)...(a —=n+1) o
n'( ) - : n! <n>
Damit sind:

Behauptung: Fir -1 <z < 1 gilt

AL

k=0

Beweis: fur—f<:n<1 Zuerst fiir 0 < x < 1: Sei 0 < £ < x und wahle n > a:

(%) (0)

oo
weil Y (¢)a™*! fiir —1 < 2 < 1 konvergiert.
n=0

ntl nooo o

| R (23 0)] = x

n+1| 1_’_€)a n— 1|_
————

(
<(1+40)a—n-1=1

Nun fir —1 <z < 0: Sei x < £ < 0 und wahle n > a:

im0 =| (2 )| e[ <[ 0)] e (L

<(140)an-1=1
R, (x;0) — 0 fiir n — oo, falls %lel <1 < |z| < i Hier:z> -1

2. Beispiel: Die Arcussinusreihe:

Behauptung:
arcsinx = x + z® + L3 z° + L35 z’ +
- 23 2145 2:4-6-7
—1
—§ L R
2n+ 1)
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4.5 Extremwertrechnung

Beweis: Fiir —1 < 2% < 1, d. h. fiir [z < 1 gilt:
, 1
— arCSIN ¥ = —F——
dx V1—2?
= (1- x2)71/2

o0 1
= < 2)(—962)” (vgl. 1. Beispiel)

X /1
f(z) = nz ( ng) (=" an T hat Konvergenzradius 1

f(z) = Z < n2> (—1)"z?" = \/11_7 == arcsin x

Aus arcsin(0) = 0, f(0) =0 und f/(z) = % arcsin x folgt: arcsinx = f(x).
Betrachte nun die Stelle 1:
S T & BUSIE SIES
1-2...n
1-3-5...(2n—1)
2.4-6...(2n)

o0

Z1-3-5...(2n—1) 1,

2-4-6...(2n) 2n+1

n=0
Falls konvergent: Wert nach dem Abelschen Grenzwertsatz

. . ™
= lim arcsinz = 5

,Z‘—)l

Konvergiert diese Reihe?

ZNZI...(in) 1 y M1 2n—1) 22!
. = |lim .
— 2...(2n) 2n+1 o ot 2...(2n) 2n+1
T
< —
=3

= Konvergenz.

4.5 Extremwertrechnung

4.5.1 Definition: relatives Minimum/Maximum

Sei f: (a,b) — R, z¢ € (a,b). f hat in xg ein relatives Mazimum [Minimum], wenn es ein § > 0
gibt mit f(zo) > f(x) [f(z0) < f(z)] fir alle z € I mit |x — zo| < 4.

4.5.2 Satz

Ist f: (a,b) — IR differenzierbar, so gilt:

(1) Hat f in 2o € (a,b) ein relatives Extremum, so ist f'(zg) = 0.

(2) Wechselt f"in zo das Vorzeichen, so hat f in x( ein relatives Extremum.

(i) Ist f'(z) < 0in (zg — d,20) und f/(z) > 0 in (zg, o + d) ist es ein Minimum.
(ii) Ist f'(z) > 0 in (z¢ — 0, 20) und f'(x) < 0 in (9,0 + d) ist es ein Maximum.
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4 Differentialrechnung

Beweis:
(1) Siehe Satz von Rolle (4.2.3 auf Seite 74).

(2) hier fir (i):
f ist fallend in (xg — 0, 2¢) und f ist wachsend in (zg,zo + 0). Das heifit, f hat ein Minimum
in xg.

4.5.3 Satz

1. Ist f € C%(1), I = (a,b), f'(x¢) = 0 und f"(x9) > 0 [f"(x0) < 0], so hat f in z¢ ein relatives
Minimum [Maximum)].

2. Ist f € C*"(I) mit f'(z0) = f"(w0) = -+ = f@" "D (x) = 0 und £ (x0) > 0 [f*")(z0) < 0],

so liegt in ¢ ein relatives Minimum [Maximum].

Beweis: Zu 2. mit dem Satz von Taylor:

f(x) = Ton_1(x;20) + Rop—1(x; 20)

(2n)
— flan) + L (@ = o
>0 fiir z#£xo

mit £ zwischen x und xg.
z. B. f®™)(z0) > 0:
Da f(") stetig ist, existiert ein § > 0 mit £ (&) > 0 in (zg — 6,z + )

f@)— fao) = T g s g0 < e
0) = (x—20)™" >0 fir 0 < |z — x| <.
—— >0

>0 fur |z—z0|<d

Also ist f(z) > f(zo) = relatives Minimum.
Fiir £ < 0 und relatives Minimum genauso.

4.5.4 Beispiele
Beispiel 1: f(z) =z + 2 in (0, 00).
<0 fir0<z<l1
Esist fl(z) =1—5{=0 firz=1

X
>0 firz>1
Also hat f ein Minimum bei 1.

Beispiel 2: f(z) =22 ¢ % in RR.
Es ist f'(z) = (2 — 2?)e™?, sowie f’(x) = (2 — 4z + x?)e™ und f(z) > 0 fiir x # 0.
Es ist f/(z) = 0 genau fiir z = 0 und z = 2. Dabei ist f”(0) = 2 und f”(2) = —2¢72 < 0.
" (z) 20 fiir o =24 /2
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4.5 Extremwertrechnung

Abbildung 4.6: f(z) =z + %

L f"(z)\>0 f(x) <0 f'(z) <0
konvex konkav konvex
x x I —

-1 0 2-2 2 24+/2

Abbildung 4.7: f(z) = z%e™*
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5 Das Riemannsche Integral®

5.1 Darbouxsche Summen

Sei I = [a,b] mit a < bund f: [a,b] — IR sei beschrénkt (d. h. f(I) ist beschrankt).
Z ={xo,21,...,xp} mit a = x9 < 21 < 2 < -+ < xy, = b heifit Zerlegung von [a, b].

I, = [xg_1, x| ist ein Teilintervall der Zerlegung und es werden definiert: my = inf f(I}) und

My, = sup f(I).

5.1.1 Definition: Darbouxsche Ober- und Untersumme

n

s(Z) = Z(zk — Tp_1)my

k=1
heiBt (Darbouxsche) Untersumme und

5.1.2 Hilfssatz
(a) Ist Z C Z’ (d. h. Z' ist eine Verfeinerung von Z), dann gilt
s(Z) < s(Z")und S(Z2) > S(Z').

(b) Es gilt: s(Z;1) < S(Z7) fiir jedes Paar von Zerlegungen Z; und Zs.

Beweis:

(a) Induktion nach der Zahl p der Punkte in Z’\ Z:

p = 1: Sei Z’' = ZU{¢}. € teile das Intervall Ij,. Es ist dann m), := inf f([zx_1,¢]) = inf f(I}) >

my, und my = inf f([§, z4]) = inf f(I},) > my. Daraus folgt dann
$(Z) = s(Z') =(xx — zp-1)mi — ((§ = Ta—1)my, + (zk — §)my)
= (zx — &) - (my — my) + (§ — 2p—1) - (M — M)
——
>0 <0 >0 <0
0

IA

Zeige genauso S(Z) — S(Z') > 0.
Induktionsschritt als Aufgabe.
(b) Sei Z1 U Zy = Z gemeinsame Verfeinerung von Z; und Zs. Dann gilt:

() € s(2) < 5(2) € 5(2)

Version 184 vom 13. Februar 2006
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5 Das Riemannsche Integral

5.1.3 Definition: Unteres und oberes Integral

b
7[f(:t) dx :=sup{s(Z): Z Zerlegung von |a, b|}
heiit unteres Integral von f und
b
][f(x) dx = inf{S(Z): Z Zerlegung von [a, b]}

heif3t oberes Integral von f. Es gilt

jf(m)dx g;f(x) dx

5.1.4 Definition: Integrierbar, Riemannintegral

Gilt , ,
[ f@)do = o)

so heifit f (Riemann-)integrierbar. Kurz f € R([a,b]). Der gemeinsame Wert ist das Riemanninte-

gral von f:
b
/f(x) dz

5.1.5 Riemannsches Integrabilitatskriterium

Sei f: [a,b] — IR beschrinkt. f ist genau dann integrierbar, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine Zerlegung
Z gibt mit S(z) — s(Z) < e.

Beweis:

»=" f sel integrierbar, d. h. das obere und das untere Integral sind gleich. Sei nun ¢ > 0. Zu
diesem ¢ existiert eine Zerlegung Z; mit

b
S(Z1)>7[f(:c)da:—5.

Genauso existiert eine Zerlegung Zs mit

b
S(Z2) < ][f(a:) dx +¢.

Sei nun Z = Z; U Zs. Dann gilt:
b b
(a)

S(z) —s(Z2) < S(Zy) —s(Z1) = S(Zy) — /f(a;) dx —|—/f(:c) dx — s(Z) < 2e.

a a
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5.1 Darbouxsche Summen

w=" Sei e > 0. Dann gilt:

b b
3z

][f(x)dxlf(x)dng(Z) —-s(Z) < e

a

b b
iff(x)dx—j[f(x)da:ﬁ@
>0

b b -
:>][f(x)da;:7[f(x)da; = fe R(ab)

5.1.6 Satz: Monotone Funktionen sind integrierbar

Jede monotone Funktion f: [a,b] — IR ist integrierbar.

Beweis: Sei ¢ > 0 und Z, eine dquidistante Zerlegung mit zp = a + b_T“ -kfurk=0,1,...,n.
Seiz. B. f 7
“b—a b—a
S(Zn) = 8(Zn) = Y —— - (f(xx) = flaa-1) = —— > (f(xr) = flar-1))

n n
=1 k=1

k
=({b—a)(f(b)— f(a))% < ¢ fur grofie n

5.1.7 Beispiele

b
(1) Esist [e*dx = e? — e®. Wihle eine dquidistante Zerlegung mit x5, = a + b_T“ -k =a+ hk.
a

k=1

hn_l hyk henh -1

= he’e Z(e )" = hee o
k=0
h h
— . 1ehea(ebfa _ 1) — . 18h(€b . ea)
§(2) = (e — e

eh—1
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5 Das Riemannsche Integral

pp+1 _ gp+l

) p+1
Aquidistante Zerlegung: xp = b*Ta ‘k+a

b
(2) Firpe Nund 0 < a <bist [aP =
a

S(Z)_b;ai<a+b;a

k=1

p
k) =7

Geometrische Zerlegung: ¢ = ¥/b/a, xx = a - ¢* fir k=0,1,...,n:

S(Z) = Z(a " —a-¢" Y at - (¢F)P = Pt Z(q 1) g
k=1

k=1
n

— (g 1) @t LS (g

1=

1 n—1
= (q=1)-a"h =Ty ()"

1 k=0

1

:(q_l).apﬂ.}.qpﬂ.&

q grtt —1
— Pt . prl_ ). 4= 1
= ot g ((b/a) ! ~ 1) o
= PPt — gr ). p(il;ll — 1+ (P — gt

L —
pr+1 _ gp+l

Z) = ...
s(2) == T

5.1.8 Hilfssatz

1. Fir a < ¢ < b gilt:

p+1

]?f(x)dx :]Ef(x)dx —i—]?f(x) dx

2. Ist f(z) < g(z) in [a,b], dann ist

3. Ist f in x € [a, ] stetig, dann ist

F(z) ::][f(t) &, Fla)=0

in z¢ differenzierbar mit F'(z¢) = f(xo).

Entsprechendes gilt fiir das untere Integral.
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5.1 Darbouxsche Summen

Beweis:

(a) ,<* Sei Z Zerlegung von |a, b],
Z1 ={ctU(ZnNJa,c]) und Zy = {c} U (Z Nc,b)):

c b
][f(m) dx+][f(:v) dx < S(Zy) + S(Z3)

= S(ZU{c}) < S(2)

:>]2f(:n) dm+]?f(:r) dx S]?f(:r) dx

»>" Sei Z1 Zerlegung von [a, c] und Zy Zerlegung von [c, b].
Setze Z = Z1 U Zy. Dann gilt:

b
7[ F(z)dz < S(Z) = S(Z1) + S(Z)

a

Fiir festes Zs gilt dann
b c
][f(m) dx — S(Z2) S][f(a:) dz,

also

a a c

(b) klar nach Definition.

(c) Sei f: [a,b] — IR beschriankt und F' definiert wie in der Behauptung.
Zu zeigen ist: f stetig in xg € [a,b] = F'(x0) = f(x0).
Bemerkung: Fiir ¢ € IR ist f: cdr=(b—a)-c
Beweis: fiir den Fall zg < b. Sei h > 0. Dann ist

xo+h
F(xo+ h})L — F(xo) — f(zo) (@) %— f(t)dt — f(xo)
) :cf)i-h
= () oyt
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5 Das Riemannsche Integral

Sei nun € > 0. Dann existiert in § > 0 mit |f(¢) — f(zo)| < € fiir ¢ € [a,b] mit |t — 20| < §. Also
gilt: —e < f(t) — f(z0) < e. Daraus folgt:

e Fzo + h) — F(x0) e
To + h) — I'(Zo — _
Y —f(x0)<h/5dt—£

zo zo

—&?:h/ —edt <

das heif3t:
<efir0< h <.

F(xo+ h) — F(xo)
‘ Y — f(=o)

Genauso fir —6 < h <0, d. h. F'(zg) = f(z0).

5.1.9 Satz: Stetige Funktionen sind integrierbar
Jede stetige Funktion f: [a,b] — IR ist integrierbar, d. h. C([a,b]) C R([a, b]).

1. Beweis: Seifira<z <b
H(x) ::][f(t)dt —7[f(t) dt mit H(a) =0

Nach (c) ist dann in [a, b]
H'(z) = f(z) — f(z) =0,
d. h. H(z) = H(a) =0 fiir « € [a, b], insbesondere ist H(b) = 0, also gilt:

]sz(t) dt:jf(t) dt.

2. Beweis: Sei f gleichméaBig stetig. Dann existiert zu € > 0 ein § > 0 mit |f(x) — f(y)| < € fiir
alle z,y € [a,b] mit |x — y| < 6. Wihle eine Zerlegung Z = {zg,...,x,} mit xx — 21 < ¢ fiir
k=1,2,...,n. Dann gilt:

n

S(Z) = s(2) = (wx — zr-1)(f(&) — ()

k=1

mit mlaxf(:c) = f(&) mit & € I und H}in f(z) = f(ng) mit ng € I. Daraus folgt:
S(Z) = s(Z) <& (ar —zpo1) = (b— a)e.
k=1

Nach dem Riemannkriterium ist dann f € R([a, b]).

5.1.10 Satz
Ist F € C([a,b]) und F' = f, so gilt:
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5.2 Riemannsche Summen

Beweis: Sei H(z ff t)dt mit H(a) = 0. Es ist dann H € C'([a,b]) mit H'(z) = f(x). =
F(x) = H(x) + const. Fur x = a gilt dann F(a) = 0 + const.

b
/f(:n) dx = H(b) = F(b) — F(a)

5.2 Riemannsche Summen

5.2.1 Definition: Riemannsche Zwischensumme
Ist Z eine Zerlegung, so setzt man

n

0(2,6) = > f(&)(xr — xp1).

k=1
o heifit Riemannsche Zwischensumme zum Zwischenpunktsystem (ZWPS) & = (&1, ...,&,), wobei
& € I, ist.
5.2.2 Hilfssatz

Es gilt
s(Z2) <0(Z,§) < 5(2)

und

s(Z) =inf{o(Z,¢£): £ ZWPS}
S(Z) =sup{o(Z,&): £ ZWPS}

Beweis: Die Ungleichung s(Z) < o(Z,¢) < ( ) ist klar.
Sei nun € > 0. Dazu gibt es ein & € I, (k= ,n) mit f(§k) < my + €.

3

0(Z,8) = ) F(&)(xk — zh-1)

k=1
< Z(mk +ée)(xp — xp—1)
k=1
=s(Z)—eb—a)

Die Rechnung ist fiir S(Z) analog.
Aufgabe: Falls f stetig ist, ist s(Z) = min{o(Z,§): £ ZWPS}.

5.2.3 Satz

b
f ist genau dann Riemann-integrierbar und [ f(z)dz = J, wenn es zu jedem € > 0 eine Zerlegung

Z gibt mit |0(Z,§) — J| < ¢ fiir alle ZWPSe €.
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5 Das Riemannsche Integral

Beweis:
b
w=" Sei f € R([a,b]) und J = [ f(z)dx. Zue > 0 existiert eine Zerlegung Z mit S(Z) —s(Z) < e.
Sei nun ¢ ein beliebiges Z{ZNPS. Dann gilt:

o(Z,e)—J<S(Z)—-J

(Z)—s(Z)<e
J—o0(Ze) < J—5s(2) —s

<S8
<S(Z)-s(Z)<e
Daraus folgt: |o(Z,£) — J| < e.

w=" Zu e > 0 existiere nach Voraussetzung ein Z mit —¢ < 0(Z,§) — J < ¢ fir alle ZWPSe &.
Mit dem Hilfssatz 5.2.2 folgt dann:

S(Z)—-J<e
—e<s(Z)—-J
=S2)-s(Z)<e+J—(J—¢)=2¢
= f € R([a,b]).

b
Mit dem 1. Teil folgt dann [ f(z)dz = J.

5.2.4 Satz

Seien (Z,,) Zerlegungen von [a,b] mit |Z,| — 0 fir m — oo (Dabei ist |Z| := max |I;| das
Feinheitsmafi—die Lénge des langsten Teilintervalls—von 7). Dann gilt:

(a)

lim o(Zp, M) = /f(:c) dx
fiir beliebige ZWPSe £(™) fiir Z,,,, falls f € R([a,b]).
Beweis: In 5.2.6.

5.2.5 Hilfssatz

Sei f: [a,b] — IR beschrankt mit |f(x)| < M fir a <z <b. Z und Z seien Zerlegungen von [a, b],
Zy habe p 4+ 2 Teilpunkte. Dann gilt:

S(Z U Zo) < S(Z) + 2pM|Z U ZQ|
S(Z U Zo) < s(Z) — 2pM|Z U Zy).
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5.2 Riemannsche Summen

Beweis: Fiir die Untersumme. Per Induktion nach p:

p=1: Sei Zy = {x,Z,b} mit T € [z_1, %] = Ij. Teile I}, auf in I} = [z_1,7| und I} = [T, xy].
Setze mj, = inf f(I}) und mj = inf f(I})).
Es gilt my, = m), oder my = m}, und es gilt —M < my, m), m} < M. Damit ist

s(ZUZy) — s(Z) = (T — wp—1)m), + (zx — T)m) — (2 — Tp—1)mk
< max{ZT — xp_1, Tk — T} - 2M
<|ZUZ| 2M

p+— p+ 1: Selber machen.

5.2.6 Beweis fiir 5.2.4

(a) Sei e > 0. Dazu existiert ein Zy mit

szf(x) d,

so daBl J — s(Zy) < € ist. Zy habe p + 2 Teilpunkte. Dann gilt:
S(Zn U Zo) < S(Zn) + 2pM|Zn U Z0|
Daraus folgt:

J > s(Zn)
(Zn @] Z()) — QpM‘Zn U Z()’
> S(ZO) - 2pM‘Zn‘

>s
>s

damit ist 0 < J — s(Z,,) < € + 2pM|Z,| < 2¢ fiir n > ng, d. h. |J — s(Z,)| < 2¢ fir n > ng.

(b) S(Zy) genauso.
(c) Sei J = fbf(x) dx. Dann ist:

$(Zm) < 0(Zm, ™) < S(Zn)

$(Zm) = J < 0(Zm, €™ = J < S(Z) — J
—— ———

—0 (m—o0) —0 (m—o0)

= (0(Zm, €™) — J) — 0 fiir m — oo

5.2.7 Regeln fiir Riemann-integrierbare Funktionen

b b b
(a) f,g€ R(I) = (f +g) € RUI) mit [(f+g)(x)de = [ f(z)dz + [ g(z)dz.

a

(b) feR(),ceR = (cf) € R(I) mit f(cf)(x) de = cff(x) dx.

a

(©) f,g9 € R(I) = (fg) € R(I).
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5 Das Riemannsche Integral

(d) g€ R(I), |g(x)|>c>0fira<z<b=1/g € R(I).

b b
(e) f,g€ R(), f(x) < g(z)fira<z<b= [ f(z)de < [g(x)dz.

b

[ f(z)dx

a

b
(f) feR(I)=|f|l € R(I) und < [|f(x)|dx.

(8) f € B(la, ) und f € R(le,B]) = f € R([a, b])
mit [ f(z)de = [ f(z)dx+ [ f(x)da.

Beweis:

(a),(b),(e): Sei (Z,) eine Zerlegungsfolge mit |Z,| — 0 und ZWPSen £(™. Definiere nun o, :=
0(Zn, ™). Aus den Regeln fiir konvergente Folgen folgen dann die Behauptungen (a), (b)
und (e).

(c).(d),(f): Vorbemerkung: Gilt
f(2) = F)] < C Y lei(a) — ()]
j=1

und ¢; € R(I), dann ist f € R(J).
Beweis: Sei Z Zerlegung mit den Intervallen [Ij. Es ist

My, — my = sup f(Ij) — inf f(I)
=sup{(f(z) — f(y)): z,y € I}

< C-sup {Zsog-(x) —9j(y): z,y € [k}

k=1

< C-) sup;(Ii) — inf (1)
j=1

= S(Z:f) = s(Z; ) < CD_ S(Z;p)) — 5(Z; ;)

Jj=1

< ¢ fiir geeignetes Z
= f e R(I).
(c) Esist

[f(z) - g(x) = f(y) - 9| = (f(z) = f(y)) - g(x) + (f(z) = 9(y)) - f(v)]
<|f(x) = fW)] - M +|g(z) —g(y)| - M

Setze nun @1 = f und o = g. M ist Schranke fiir g und f. Aus der Vorbemerkung folgt
dann: fg € R(I).
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5.3 Hauptsatz der Diff.- und Integralrechnung

(d)
‘ I ‘ _ ’g(y)—g(l‘)
g(z) gy 9(y)g(z)
< 013 “|g(z) — g(y)|
= 1/g € R(I).

(f) Esist ||f(2)| = [f Il < |f(z) = f(z)] = |f| € R(I). Dabei ist

> F(&) @k — wr1)
k=1

0(Z,€, f)| =

<D - (2 — wp)
k=1

=0(Z,&11)
oder mit (e): —|f] < f <|f|.

(g): schon bewiesen in 5.1.8 auf Seite 96.

5.2.8 Satz

Ist f, € R(I) fir n =1,2,3,... mit f, — f gleichméBig auf [a,b], dann ist f € R(I) und
b

/ (i fu()) de = /b f(z)dr = lim /b ful) do

a

Beweis: Sei ¢ > 0. Dazu existiert ein ng mit |f,(z) — f(x)| < € fiir n > ng und = € I. Fiir eine
Zerlegung Z mit ZWPS ¢ gilt:

0(Z,8,f) = 0(Z,& fn)| <e(b—a)
Fiir die Zerlegungsfolge (Z,,) mit |Z,,| — 0 und ZWPSen £(™) gilt:
b
lim 0(Zy, €7, f) = lim [ fu(z)de

= f € R(I) und ff:nan;Offn

5.3 Hauptsatz der Diff.- und Integralrechnung

5.3.1 Mittelwertsatz der Integralrechnung

Ist f: [a,b] — [m, M] Riemann-integrierbar, dann gilt:
b

/f(:n) do < M.

a

1
b—a

m <

Ist f stetig, so gibt es ein £ € (a,b) mit
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5 Das Riemannsche Integral

Beweis: Aus m < f(z) < M folgt m-(b—a) < [ f(x)de < M - (b— a).

8 — o

Ist f stetig, so ist

b
min f() < ;= [ fo)do < max f(o),

z€la,b] b—a z€la,b]

d. h. es existiert ein £ € (a,b) mit

b
16 =5 [ f@)d.

5.3.2 Definition: Stammfunktion, unbestimmtes Integral

F: I — IR heifit Stammfunktion von f: I — IR, wenn F’ = f in I ist. Statt Stammfunktion nennt
man F unbestimmtes Integral von f, kurz [ f.

5.3.3 Hauptsatz der Diff.- und Integralrechnung
(a) Hat f € R(I) (I = [a,b]) eine Stammfunktion F', so gilt:

b
/ F(@)dz = F(b) — F(a) = F(x)

(b) f € C([a,b]) hat eine Stammfunktion:

F(a:):/f(t)dtﬁiragmgb.

Beweis:
(a) Sei Z, mit :z:,(qn) =a-+ bfTa -k, k=0,1,...,n, eine Folge von dquidistanten Zerlegungen. Dann
ist

n

Fo) - Fla) = Y (Flai”) - F(a™))
S

DEEST ) @ — )
k=1

mit :E](Cn)l < flin) < x,in):

= 0(Zy, M)
b

Eigentlich ist es ,=“ statt ,— ¢, da F'(b) — F'(a) konstant ist.

(b) schon bewiesen in Abschnitt 5.1.9 auf Seite 98.
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5.3 Hauptsatz der Diff.- und Integralrechnung

5.3.4 Beispiel

oo n
> % ist divergent. Wie geht s, = > % gegen oo?
k=1 k=1

n
1
sn<1+/dz:1—|—logn
x

n
.
1

= 0<s, —logn <1
—_———

=:cp

dx =logn

SR

Dabei ist lim ¢, = v die Euler-Mascheronische Konstante. c, ist streng fallend, da

n—oo
1
Cntl = Cn = = —log(n+1) +logn
1
=i [log(n + 1) — logn]
n+1
1 dz
T on+1 T

n

1 1

<
n+1 n+1

I

also ist ¢, konvergent, da ¢, auch beschrankt ist.

5.3.5 Partielle Integration

(a) Sind f,g: I — IR differenzierbar und hat f’g eine Stammfunktion, so hat auch fg¢’ eine Stamm-

funktion und es gilt
/fg'zfg—/f’g-

(b) Sind f,g € C'([a,b]), so gilt

Beweis: (fiir (a), denn aus (a) folgt (b)):

(f9)' = f'g+ fg'
= fg' = (fg9) —

=>/fg—fg /fg

Sei f: I — IR, und ¢: J — I sei differenzierbar.

5.3.6 Substitutionsregel
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5 Das Riemannsche Integral

(a) Hat f eine Stammfunktion F', so hat (f o )¢’ eine Stammfunktion: F o ¢
[ e @it = [ ra)de (51)

(b) Hat (f o )¢ eine Stammfunktion, so auch f und es gilt (5.1), falls ¢/(t) # 0 in J.
(c) Ist f stetig in I = [a,b], ¢ stetig differenzierbar in J = [a, 8] mit ¢([ev, 5]) C [, 5], dann gilt

»(B) Ié;
f@Mmz/ﬂﬂMd@ﬂ-

Beweis:

(a) Mit der Kettenregel: Sei G(t) = F((t)). Dann ist

= F(p(t)) ist Stammfunktion von f(p(t)) - ¢'(t).

(b) ¢ ist injektiv. Die Umkehrfunktion sei .
1 ist differenzierbar mit

Setze
9(t) = f(p() - ¢'(t) und f(z) = g(¢(x))Y' (x)

Wende dann Teil (a) auf g mit Stammfunktion G an.
Dann hat f = (g o) - ¢ eine Stammfunktion F = (G o 9).

(¢) f hat Stammfunktion F', da f stetig ist.
G(z) = F(p(x)) ist stetig differenzierbar mit G'(z) = F'(p(z)) - ¢'(x) = f(e(x)) - ¢'(2).
Es ist also

10))
| 1@)ia=F@)
olo) A
— F(¢(8)) - F(p(a))
— G(A) - G(a)
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5.3 Hauptsatz der Diff.- und Integralrechnung

5.3.7 Beispiel

Substitution:
t =cosz = ¢(x)

/(sin )3 - 5T dg = dt

& =¢ = —sinx
dt = ¢'(z)dx = —sinx dz

:—/et~(1—t2)dt
= —et—i-/tzet dt

— et + 2%t — /Qtet dt

= —el + %! — 2te! + 2/€t dt
=—e +(t* -2t +2)e
=el(t? -2t +1)

= el(t—1)2

COS.’E(

=e cosz — 1)*

5.3.8 Satz von Taylor mit Integralrestglied

f sei (n + 1)-mal differenzierbar in I, a € I. Dann ist

dabei gilt:

1. Ry(x;a) = %(x — a)""! mit & zwischen a und = (Lagrange-Restglied, schon bewiesen

in 4.4.5 auf Seite 87).

2. Ist f(*1) integrierbar, so ist

Ry (z;0) = / &= i) ) gy,

n!

genannt Integralrestglied.

Beweis: mit Induktion nach n.
X

n=0: Esist f(z) = f(a) + [ f'(t) dt (Hauptsatz).

a
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5 Das Riemannsche Integral

(n—1) — n: Esist

=Th-1(z;a) +
=Tn(z;a) + Ry(z;a)

5.3.9 Satz von Bernstein

Ist f € C®((—=r,r)) und ist f™(z) > 0 fiir —r < x < r fiir (fast) alle n, dann gilt in (=7, 7):

o)
k=0

Bemerkung: Der Satz gilt auch, falls (—1)"f((z) > 0 in —r < x < 7 fiir fast alle n.

Beweis: Fiir den Fall ) (z) > 0 fiir alle n und .
Sei zunachst 0 < x < r.
Dann ist R, (x;0; f) >0, d. h. T;,(x;0) < f(z), denn

(n+1)
f (0) X xn+1

(n+1)! =~
—— 20

Tos1(2z;0) = T, (2;0) + > Ty (23 0)
>0

Damit ist auchin 0 <z <r

> < f(@).
n=0

Es gilt:
R (2;0: f) < Ry—1(230; ) < -+ < Ro(;0; f)

Wiéhle nun zu g, 0 < xg < r ein ¢ > 1 so, dafl ¢ - $0<'rlst
Setze F(z) := f(q-z) in [0,7/q). Dann ist F(")(z) = ¢" f™(gz), F™(z) >0, und es gilt

R, (z;0; F) < Ry(z;0; F).

Daraus folgt dann

(z;0; f) = FO () dt

\

Y1) "+1) 2
:/(x 't) ‘ n(q)dt
n! q

0
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5.3 Hauptsatz der Diff.- und Integralrechnung

Einschub: Aus ¢ > 1 folgt é < t.
Es ist F("t1)(s) > 0 und F™ ist wachsend, also ist F("(t/q) < F(™(t).

x

< l/wp(n+1)(t) dt

qn n!
0

1
= q—an(.%'; 0; F)

1
— Ro(z;0; F') — 0 fiir n — oo.
q

IN

Da R, (z;0; f) > 0 ist,
gilt R, (x;0; f) — 0 fiir n — oc.
Alsogilt fir 0 <z < r

Sei nun —r <x <0.

Seit <0.

Dann ist £ (¢) < f0(—t),
da f™ monoton wachsend ist.

i =" .,
Ra(o) = | [ 0
0
Subst
= S:—t
ds = —dt
_xx—i—s” n
= /( n!) FrHD(—s) ds
0
_m(«’L’JFS)n (n41)
< o f (s)ds
0

R, (—x;0; f) — 0 fiir n — oo

= R, (z; f) — 0 fiir n — oo auch fiir —r < x <0.

5.3.10 Beispiel
f(z) =(1—2)* fir « € R\ INg. Es ist

>0 >0
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5 Das Riemannsche Integral

fiir n > o und —1 < = < 1. Also haben fiir n > o und —1 < z < 1 alle Ableitungen immer das
selbe Vorzeichen. Mit dem Satz von Bernstein gilt nun in —1 <z <1

G-a =Y o1 (@t

nl
> o
n=0 "

Weitere Beispiele: log(1 + z) oder arcsinz: Fir —1 < z < 1 gilt:

(arcsinz)’ = (1 — 22)~1/2 = f: <_1/2> (—1)ng2n

n
n=0

n=0

Also ist

[e.@]
_1/9 2n+1
arcsinx:Z( / >(—1)"2:Ij 1
n n

n=0

5.4 Integration von rationalen Funktionen

5.4.1 Problem
P(x)

Sei R(z) = 0@ mit teilerfremden Polynomen P und @, d. h. es gibt kein nicht konstantes Polynom
x
H mit P(z) = Pi(z)H(z) und Q(z) = Q1(x)H (x). Was ist dann

/ R(x) da?

5.4.2 Prinzip

1. Schritt: Polynomdivision mit Rest:

R(z) = Py(z) + Pl(;v) mit Grad(P;) < Grad(Q).

2. Schritt: Zerlege Q in elementare Faktoren der Form (z —¢)” und/oder (22 + 2bx +a)® mit a > b?
(Die Existenz der Zerlegung wird in 6.3.14 auf der Seite 135 gezeigt).

P,
3. Schritt: Schreibe Ql ((x)) als endliche Summe von Funktionen
x
aq (673
r—¢ (x—&r
bzw.
Pr+mz Bs + s
22+ 2bx + a (z2 4 2bx + a)®

(Partialbruchzerlegung, Beweis in 6.3.16 auf Seite 137)

4. Schritt: Bestimme Stammfunktionen fur

Bj + v
(x —&)J (22 +2bx +a)?”
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5.4 Integration von rationalen Funktionen

5.4.3 Beispiele
1. Beispiel:

1. Schritt: entfallt
2. Schritt: Esist 2* — 22 = 22(2? — 1) = 2%(x — 1)(z + 1).
3. Schritt:

A B C D
Re)= s+t 3tom

Was sind die Werte fiir A, B, C' und D?. Es ist
A = lim 2?R(z)

z—0
2
—lim 22— 9
z—0 x4 — 1
C = lim(z — 1)R(x)

J,'—>1

T+ 2 _§

e 1‘ _—
2 22(rx+1) 2
D= lim (x + 1)R(x)

T——
T+ 2 1

= lm ——+=—=
r——1 $2($*1) 2

B ist so nicht berechenbar. Bis hierhin ist folgendes bekannt:

_-2 B 32 -1/
22 o z—1 41

Setze einen speziellen Wert ein, z. B. © = 2:

4 _ 2. B 32 -1
16—4 4 2 1 3
1 1 3 1
B=2-(-4--242)=-1
<3+2 2+6>
4. Schritt:
dz dr 3 dx 1 dzx
:—2 _— _— — _ =
/R(x)dw /x2 x+2/m—1 Q/x—i—l
2 3 1
==-1 —1 —1]—-=1 1
=~ logla| + 5 loglo — 1 - 5 logla + 1
2. Beispiel:

T+ 3
P —xt 4223 — 222+ —1

R(z) =

1. Schritt: entfallt
2. Schritt: Esist Q(z) = 2% —2* + 223 — 222 4+ 2 — 1 = (v — 1)(2® + 1)%
3. Schritt:

A Bx+C Dx+FE

R(I):x—1+x2—|—1+(x2—|—1)2
. . x+3
A=l —DR@) = lin 75— =1
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5 Das Riemannsche Integral

Was sind B, C, D und E?
Der Hauptnenner von R ist (z — 1)(2? + 1)2.

Der Zahler ist A(z% +1)? 4+ (Bz +C)(z? + 1)(x — 1) + (Dz + E)(z — 1).

Fiir den Zahler gilt also

r+3=2*(A+B)+2*(-B+C)+2*(2A—-C + B+ D)

+2(-B+C-D+E)+(A-C-E)

Es bildet sich ein lineares Gleichungssystem mit

ol A +B =0
3 -B +C =
2. 24 +B —-C +D =
xt -B +C —-D +FE =
20 A -C -F =3
Das Ergebnis ist
A=1 B=-1 C=-1 D=—-92
Also ist . ) ) )
T+ T +
R(x) = — —
(z) r—1 2241 (22+1)2
4. Schritt:

dzr 1 2x dzx
Jrwar=[ 555 [ S [
_/ 2z dm—/ dzx
(x2_|_1)2 (.%'2—1—1)2

1
=logl|z — 1| — 5 log(1 4 %) — arctan =

Die letzten beiden Terme sind leider noch nicht berechenbar.

5.4.4 Allgemeines zum 4. Schritt

Typ I
Fir p=1ist

und fiir p > 2 ist
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Typ II:

/ A+ Bz da:—/ A+ Bx de
(22 +2bx+a)p ) (x+b)2+a—b2)

setze a —b?> = D%, D >0
Substitution:
= r+b=Dt
r=Dt—b
de = Ddt
A+ B(Dt —b)
- | o0
_/A+BDt—Bb

o2y D4

dt 2t
~o [t

Nun missen die beiden Integrale berechnet werden. Zuerst
2t
/ 2
@+ 1)

2
—=_dt = log(1 + t?
/1+t2 og(1+7)

Fir p=1ist

und fiir p > 1 ist

/ 2 g — 1 1
(1+t2)p " 1—p (121

Nun die Berechnung von

/ dt _
(1 +e2)p
Fir p=1ist
dt
/ = arctant = J;
1+¢2

und fiir p > 2 ist

dt
%_/@+wp

1
= 1 -——dt
S e
U N ——
v

-t - —/t(—p)(l +t3) P12t dt

(1+t2)
(t?+1) -1

-t | e

t
= m + 2pJp - 2pJp+1

dt

t

= 2pJpi1 = (2p—1)Jp + arep
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5 Das Riemannsche Integral

Es ergibt sich damit die Rekursionsformel

1 1 ¢
—(1-— Lt
Jp < %>%+ﬁp(1+ﬁﬁ

z. B. ist

1 1t
—(1-Z)J +=.
( 2)1+2 1+¢2
Lorctant + !
= — arctan
2 2 1442

5.4.5 Auf rationale Funktionen zuriickfiihrbare Integrale

(a)
/R(e‘“") dz, R rational und a # 0

Subst.:
/R(e‘”) dx = t=e™

dt _ ar __
dx—ae =

at
:i/R(t)idt:/Rﬂt)dt

Beispiel:

3 1
:2/.dt
241 t
?+1-1
=2 | ————dt
/ t2+1

:2/1—1dt
t2+1

= 2t — 2arctant

= 2¢” — 2arctan(e”)

/R(m, \ cw:+b> dr mit n > 2 und ad — bc # 0
cr+d
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5.4 Integration von rationalen Funktionen

Substitution:
ar+b __ tn
cx+d —

R JJax+b\  |ax +b= (cx +d)t"
" Noerrdl = |zla—ct™)y =dt" —b

__ —btdt"

L= G cn

dr _ —ad+bc ,,yn—1
dt — (afct”)Qnt

:/R dt _b,t ~ bc—ad gt
a — ct” (a — ctm)?

Beispiel:

/ R(cosz,sinx) dz

Substitution:
t = tan(z/2)
d 1
dii — (1 + t2)§ )
rrcosa = 152

1—t2 2t 2
= [R , : dt
/ (1+t2 1+t2> 1+ ¢2

:/m@a

/ dx _ |Substitution:
2+cosz |t =tan(z/2)
2

dt
:/%dt:2/2
2 4 1=t 3+t

14+¢2
Substitution:
=| t=v3-u
dt _
w=V3

1
2 34
/3+3w“§“

:2\3/§/ du

1+ u?

/ R(cosz,sinx) dr =

sinx =

Beispiel:
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5 Das Riemannsche Integral

2V/3 2v/3 <

= —— arctanu = —— arctan
3 3

Sl
SN—

/R Vax? + 2bx + ¢) dz mit a # 0

Zuerst quadratisches Ergianzen des Termes unter der Wurzel

2b
a:c2+26x+c:a<a:2+x+c>
a a

A = 0 wurde schon behandelt, denn in diesem Fall handelt es sich um eine rationale Funktion
von .

(i) a>0,A=D?>0:

Substitution:

/R(m,\/ax2+2bx+c) dr = :c—i-g:Dt

dx = Ddt
:/R<Dt—b, a(t2+1)D2> -Ddt
a

:/R<t,\/t2—|—1> dt

(ii) @ > 0, A = —D? < 0: Dann ist

2
ax2—|—2bx+c:a<<x+b> —DQ)
a

Substituiere dann x + 2 = DT, dx = Ddt:

/R(w ax2+2bx+c /R(Dt— aD2(12 ))-Ddt
/A

,\/ 1

:Uz

(iii) a <0, A = —-D? < 0:
Substituiere hier = + g = Dt, dx = Ddt:
b
/R(ﬂ% ar? + 2bx + ¢ R(Dt— -, a(DQtQ—D2)> -Ddt
a

(Dt_ mm) Dt

=y

o f
-
-
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5.4 Integration von rationalen Funktionen

Beispiele zu den 3 Fillen:

(i)
/\/x2+2m+3dx =7

Esist 22 + 22 + 3 = (2 + 1)2 + 2, es liegt Typ (i) vor.
Substituiere z + 1 = tv/2, dz = /2 dt:

/-~-://2(z€27+Dﬂdt:2/Mdt

/\/$2+2x3d:1::?

Es ist 22 + 20 — 3 = (z + 1)% — 4, es liegt Typ (ii) vor.
Substituiere x + 1 = 2t, doz = 2 dt:

/...:/\/m.th:zl/mClt

(i)
/ V=22 + 2z dx =7

Es ist —22 + 22 = — (2% + 22) = —((x — 1)® — 1), es liegt Typ (iii) vor.
Substituiere z — 1 = ¢, dz = dt:

/...:/mdt:/\/ﬁdt

Restliche Integrale in den 3 Fallen:

(i) V12 + 1. Substitution: ¢t = sinhu, dt = coshu du, t*> + 1 = sinh®u + 1 = cosh?
/. o= /R(sinh u, coshu) - coshudu = /R(sinh u, coshu) du = /R(e“) du

Am Beispiel:

2/\/1+t2dt :2/coshu-coshudu

u —Uu 2
5 / <€+e) du
2

—1/ (62“+2+e_2“) du

2
1 1
(26211, _|_ 2u _ 26—2u>

N |

1 r+1 z+1
=—exp | 2arsinh —— | + arsinh ——
1 p( \/§> NG
1 z+1

— —exp | —2arsinh
1 p( ﬁ)
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5 Das Riemannsche Integral

(i) V2 —1.
Substitution: ¢ = coshu, dt = sinhudu, t* — 1 = cosh? u — 1 = sinh? u:

/ = /R(sinhu, coshu) - sinh u du

= /R(sinh u, cosh u) du

Am Beispiel:
4/ V2 —1dt = 4/sinhu -sinhu du

—/(e“—e_“)Qdu—---

(i) v1— 2.
2

Substitution: ¢ = sinu (oder t = cosu), dt = cosudu, 1 — t* = cos? u.

/...:/R(sinu,cosu)~cosudu

= /R(sinu,cosu) =

Am Beispiel:

/\/l—tht:/cos2udu:---

5.5 Uneigentliche Integrale

5.5.1 Definition

Sei I ein Intervall mit den Endpunkten a und b, f: I — IR. Die Funktion f heif3t lokal integrierbar,
wenn sie iiber jedes Intervall o, 3] C I integrierbar ist. f heifit uneigentlich integrierbar iber I,
wenn

[

B b
lim f(x)dac—l—}}igz/f(w)dm ::/f(ac)dx

a—a
o

b
fiir beliebiges ¢ € I existiert. | f(z)dz ist dann das uneigentliche Integral von f {iber I. Man sagt
a

b
auch [ f(x)dz konvergiert (sonst: divergiert).
a

5.5.2 Bemerkungen

(1) Ist I = [a,b] und f auf I lokal integrierbar, dann ist f integrierbar iiber [a, b], insbesondere ist
|f(z)] < M in [a,b].
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Fir a < a < ¢ gilt:

/cf(x)dx—/cf(x)dx = /af(m)d:c

<(a—a)M

—0firo—a

d. h. das uneigentliche Integral ist gleich dem Riemann-Integral.

5.5 Uneigentliche Integrale

(2) Die Sétze beziehen sich meist auf [a,b). Genauso gelten sie fiir (a,b] und (a,b).

(3) Ist f uneigentlich integrierbar tiber (ag,a1), (a1,a2),. .., (@n—1,ay), so heiBt f uneigentlich in-

tegrierbar tiber (ag, a,) mit

LZ f(w) do = ; / (@) da.

5.5.3 Beispiele
(1) [a,b) =10,00), f(z) =€ "

00 B
/ex dr = lim [ e *dz
B—o0
0 0
B
= lim —e”
B—o0 0
= lim(l—ePf) =1
Jim (1 =)

1 1

/ dx ! dx
- — lim ated)
x a—0 \/:E

0 a
1

— lim 27

a—0 a

=lim2—2ya =2
a—0

1

/dac
— =logzx
x

«

1

(e}

divergiert.
(4)

rd

x

/ — divergiert.
x

1

=—loga — oo flira — 0
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5 Das Riemannsche Integral

(5) Fiir welche ¢ ist

konvergent? Sei zuerst ¢ > 1. Dann ist 27¢ > 2! in (0,1] = Divergenz fiir ¢ > 1. Sei nun
c < 1:

= (1-a'™%) —

T 1_Cfi'1rozﬁ0

(6) Aufgabe: Fiir welche c ist folgendes Integral konvergent:

o0

/azc dz

1

5.5.4 Cauchykriterium

b

| f(z) dx konvergiert genau dann in I = [a,b), wenn es zu jedem ¢ > 0 ein [y gibt mit
a

fir Bp < B< B <b.

Beweis: Setze F(z) = [ f(t)dt fir a <z < b:

b
/ f(z) dx existiert <= lin}7 F(z) existiert
Tr—
a

Dann Cauchykriterium fiir Grenzwerte.

5.5.5 Dirichletkriterium

f sei stetig differenzierbar in [a,00) mit f* < 0 und f(z) — 0. g sei stetig in [a,00) und G(x) =
x

[ g(t) dt < M. Dann konvergiert

a

7f(:v) - g(z) da.
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5.5 Uneigentliche Integrale

Beweis:
8 8 4
/ f(@)g(x) dz = f(2)G(x)| — / f'@)G(x) da
15} A I}

,
— F(B)G(B) — F(B)G(B) - / [()G(x) de
B8

Sei nun ¢ > 0. Dazu existiert ein Gy mit 0 < f(x) < € fiir x > fy. Es ist auch |G(z)| < M fiir alle
T > a.
Sei nun Gy < B < 3

B 4
/f(:c)g(fv) dr < 2 - M+/(—f’(x)) - M dz
B 8

=2Me+ M(f(3) - f(5))

< 4Me

Mit dem Cauchykriterium folgt dann die Konvergenz des Integrals.

5.5.6 Beispiele

0 .
(1) Das Integral of SBE dz konvergiert.
. 1 .
Es ist 22 — 1 fiir z — 0, also existiert [ #2Z d.
0

oo

Zeige nun, daf das Integral [ %sinmda: existiert:
1

Setze f(z) = 2 und g(z) = sinz. Es ist dann

x
|G(z)| = /sintdt = |cos1 —coszx| <2
1

und f(z) — 0 fiir x — oo mit f/ <0.
Also existiert das Integral nach Dirichlet.
(2) Das Integral [ ‘Slxﬂ dx divergiert.

0
Sei n € IN. Dann ist

(n+1)m (n+1)m
i 1
/ ’Slﬂdmz —_ / | sinz| dx
x m(n+1)
1 ™
= /Sinxda:
m(n+1)
0
_ 2
C w(n+1)
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5 Das Riemannsche Integral

Also ist
(N+1)m N
| sin x| 2 1
de < =
/ T = T ; n+1

— oo fir N — oo

Also divergiert das Integral.

5.5.7 Definition: Absolute Konvergenz

b
Ist f lokal integrierbar in I und konvergiert [ |f(x)|dx, dann heifit f absolut integrierbar und
a

b
) dz heifit dann absolut konvergent.
[ f(z) g

a

Bemerkung: Aus der absoluten Konvergenz folgt die Konvergenz des Integrals: Fiir £ > 0 und
Bo<pB<f <bist

g 8
/f(ff)dl” §/|f($)|da:<e.
B B8

5.5.8 Majorantenkriterium

b
Ist f lokal integrierbar iiber I, gilt |f(z)| < g(z) in I und ist [ g(z)dx konvergent, so ist auch
a

b
J 1f(x)| dz konvergent.

a

Beweis: ,bei b“: Fiir fy < 8 < 3 < bist

7f(x) dz| < /ﬂﬁ/g(x) dr < e.
B

5.5.9 Niitzliche Majoranten

[1,00): 7% fiir a > 1

[2,00): 1](logz)~® fiir @ > 1
.11 1 .

[3700)- E@W fir o >1

(0,1 z=*fira< 1

(0,4]: 2|logz|~® fiir a < 1

(0, %] %“O}gz‘ |log(log )|~ fir a < 1
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5.5 Uneigentliche Integrale

Beweis: fiir (logz)~°. Es ist

b log b
d Substt gt
1 ) = r =€ == r
5 z(logz dr = e dt log 2
fiir b — oo ist dann
oo o0
/ dt
x log x)o o’
2 log 2
Dieses Integral existiert, da o > 1 ist (es existiert nicht fir o < 1).

5.56.10 Satz iiber die majorisierte Konvergenz

b
fn sel uneigentlich integrierbar tiber I, |f,(z)] < g(z) in I fir alle n und [ g(z)dx existiere.

a
Auflerdem konvergiere f,, gleichméBig gegen f in jedem [«, 5] C I. Dann ist f absolut integrierbar

und es gilt:
b b

/f(x) dzx = nlLrlgo fn(z)dx

a a

Beweis: [ ist absolut integrierbar, da f iiber jedem Intervall [, 5] C I Riemann-integrierbar ist
und |f(z)] < g(x) ist.
Sei € > 0. Wahle a > a und § < b so, daf

[e7

/g(x)d:r—l—/bg(x)dx<5
B

a

ist. Wahle ng so, dafl firn > ngund a < x <

£
(o) = S @) < 5
ist. Dies ist moglich, da gleichméfige Konvergenz vorliegt. Zusammen ist dann
b o b 5
/f(x)_f”(x)d‘” 5/29($)d$+/2g(m)d:c+/ﬂfadx
’ “ B o

<2+e=3cfirn>ng

5.5.11 Beispiel: Die Gammafunktion
(Benannt nach J. B. Gamma, 1743-1807)

o0
= / e dt
0

(2) I'(z + 1) = 2I'(x), insbesondere ist I'(n + 1) = n! fiir n € INy.

(1) T ist definiert und stetig in 0 < & < oo.
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5 Das Riemannsche Integral

Beweis:

(1) Sei z > 0 fest. Dann ist e~ '#*~! stetig bzgl. t € (0,00) und lokal integrierbar in (0, o). Es ist

. tr=1 fir0<t<1
tyr—1 = _
et s { et fiir t > 1 } =9(t).

g ist eine konvergente Majorante, denn es ist
1
. . ..
o existiert fira <1, a=1—-z <1
0

und
tw—1+2

; —0firt —
e
——
<C fiir t>tg

Also ist e~ ‘=1 < O/t fiir t > ty.

Stetigkeit im Punkt xy > 0:
Zeige, dafl aus z, — x¢ die Aussage I'(z,) — I'(zo) folgt.
Wihle zg, z,, € [a,b] C (0, 00):

F(:'Un) _F(:CO) = /e—ttl'n—l dt _ /e—ttibo—l dt
0 0

KR 0 fir n — oo
Gilt hier also

0/ fu(t) dt — 0/ F(t)dt?

Sei t > 0 und setze () = e *~L. Es ist dann

|e(zn) = ¢(z0)| = |20 — 20| - [¢'(€n)]
<|zp — x| - C fiir alle t € [a, F],

denn es ist 1 d )
’ _ ,—t= 7 xlogt _ _tfl t-t*
ox)=e :cdxe e . og ,
also
11]logal fira<t<l1
() <q _—_—
e t(logp)p® firl<t<p
Setze dann

C — max <|10ga!7 (10gﬂ)ﬁb> '

o €

Damit ist dann fiir a < zg,z, < bund a <&, < b:
—t ZEn—l —t :Eo—l .
le™"t —e 't | < C:lzy —xo] fira<t<p
———

—0

fiir n—o0
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5.5 Uneigentliche Integrale

7ttxn71 7ttmfl

Also konvergiert e gleichméflig in o <t < G fiir n — oo gegen e
Suche nun eine Majorante g(t) fiir f,,(¢):

to—1 firo<t<l1
et flire>1

R
=g(t)

o0
Das Integral [ g(z)dt konvergiert. Fiir die Stetigkeit nun: Majorisierte Konvergenz.
0

(2) Es ist
[e.e]
Dz+1)= /e_ttx dt
0
und
B 3 B
/ e M dt = —e Y| + / e tat* 1l dt
o
o (0%
B
—e %% —e PB4y / et dt
«
— zl'(z) fira - 0und 5 — 0
Also gilt:

Iz +1)=2al'(z)
Induktionsanfang: I'(1) = [e~'dt =1
0
Induktionsschlu: I'(n 4+ 1) = nl'(n) =n - (n — 1)l = nl!
5.5.12 Integralkriterium fiir Reihen

Sei f: [p,00) — (0,00) monoton fallend mit lim f(z) = 0. Dann konvergieren bzw. divergieren
r—00

Zf(n) und /f(a:) dx

gleichzeitig.
Im Konvergenzfall gilt:

> s < [ f@)de < o)

n=p+1

Anwendungsbeispiele:

o0
S
na
n=1
[ee]

1
Z n(logn)®

n=2

konvergieren fiir o > 1.
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5 Das Riemannsche Integral

Beweis: Sein <z <n+1. Dannist f(n+1) < f(z) < f(n) und

n+1
fin+1) < /f(x)dxﬁf(n) firn=p,...,p+1,...,N

und N41 N N N
S s =Y st < [ 1)<y fm)
n=p+1 n=p P n=p

Sei nun die Reihe konvergent. Dann ist

N
> f(n) < C fiir alle N
n=p

N oo
= /f(:r:) dx < C fiir alle N = /f(x) dx konvergiert.
P P
Sei andersherum das Integral konvergent. Dann ist
N
/f(m) dr < C fir alle N,
P
und es folgt

N )
Z f(z) < C fir alle N = Z f(n) konvergiert.
n=p+1 n=p+1
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen!

6.1 Komplexe Zahlen
6.1.1 Einfiihrung

Seien z,y € IR. Dann ist z = = + iy eine komplexe Zahl. Auf den komplexen Zahlen werden eine
Addition

(z1 +iy1) + (w2 +iy2) = (z1 + 22) +i(y1 + y2)

und eine Multiplikation

(1,‘1 + iyl) . (IEQ + iyg) = (xla;g — ylyg) + i(w1y2 + :ngl)
definiert.
C:={z+iy: z,y € R}

bildet mit dieser Addition und Multiplikation einen Korper. R* = {z+i-0: = € IR} wird identifiziert
mit IR. Die Abbildung

r +—x+1-0

{]R ~ R*

ist bijektiv. Diese Abbildung ist ein Isomorphismus fiir IR — IR* und ein Holomorphismus fiir
IR — C. Es gilt:
R={z+i-0:xe€R}CC.

6.1.2 Bezeichnungen
Sei z = x + i -y. Dann heifit Re z = x Realteil und Im z = y Imagindrteil von z. Z = x — iy ist die

konjugiert komplexe Zahl zu z. Es gilt dabei Z = z und

1 _ 1 _
Rez = i(z—i—z) bzw. Im z = Z(Z — Z).

Bei Addition und Multiplikation ist

Fiir z #£ 0 ist
1 4 1z z—iy
—_ =2 = —— =7,
z 2-z2 12+ y?
insbesondere ist B
1 7 .
- = - = —1.
7 1

Bei der Division gilt fiir w # 0:

Version 184 vom 13. Februar 2006
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

|2z| i =Vz-Z=+a2+y>?

heiBt Betrag von z (Abstand zwischen z und 0. Fiir reelles z = z ist |z] = Va2 = |z| der reelle
Betrag. Fiir den Betrag gilt:

|z w|=|z| - |w| und |i| =1

Es ist

| =zl =zl = li- 2 =[], |Rez| <[z und [Im 2| < |z].

6.1.3 Dreiecksungleichung
Fiir z,w € C gilt die Dreiecksungleichung (vgl. 1.4.2 auf Seite 9):

2+ w] < 2] + [ul.

Gleichheit genau dann, wenn z = 0 oder w = 0 oder w = Az mit A > 0. Auch die umgekerhrte
Dreiecksungleichung gilt:

2] = fw]] <z = wl

Beweis: Zuerst fiir die Dreiecksungleichung. Es ist

lz+w* = (z +w)(z +w) = (z +w) - (2+ )
= 2724 20 4 wZ + w = |2|? + 20 + zw + |w|?
= |2|> + 2Re(zw) + |w|?
< |z|* 4 2|z@| + |w|?
= |2]* + 2 || - Jw] + [w]* = (2] + |w])?
Also ist |z + w| < |z| + |w|. Nun die umgekehrte Dreiecksungleichung:
Esist |z| = |(z —w) + w| < |z —w| + |w|, also |z| — |w| < |z — w|. Genauso wird |w| — |z] < |w — 2|

gezeigt. Zusammen ist dann ||w| — |z|| < |w — z|.
Jetzt der Beweis fiir die Gleichheitskriterien:

1. Fir 2 = 0 oder w = 0 klar.

2. Seien nun z,w # 0: Es ist dann

Re(z@) = |2] - [w| = |2

20
zt€elR>0 «<— — >0
ww

1
250 = S-S mitA>0
w woA

w= Az mit A >0

1111

6.2 Folgen und Reihen

6.2.1 Definition: Komplexe Folge

Eine Abbildung IN — C, n — ¢, heifit (komplexe) Folge: (c,). (¢n) heift konvergent gegen ¢ € C,

wenn lim |¢, — ¢| = 0 ist. Schreibweise: lim ¢, = c oder ¢, — ¢ fiir n — oo. Vergleiche auch 2.1.1
n—oo n—oo

auf Seite 19.
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6.2 Folgen und Reihen

Bemerkung: Sei ¢, = a, + ib, und ¢ = a + ib mit a,,b,,a,b € IR. Es ist
lan, —a| < |ep —c| < an — a| + |bp — b|
b, — b| < |ep — | < an —a|] + by — Y|

Es gilt also: ¢, — ¢ <— a, — a, b, — b.

6.2.2 Beispiel

n—+1 B n+t 14 2n

T T oni 1—2mi 1+ 2ni
n —2n +i(1+ 2n?) —n . 2n? i
= = +1 — —
1+ 4n? 14 4n2 1 4 4n? 2
o = 1+% Regeln 1 _E
L —2i 2

6.2.3 Vererbung der Grenzwertregeln

Alle Regeln fiir Grenzwerte von reellen Folgen gelten fiir komplexe Folgen weiter. Ausgeschlossen
sind diejenigen, die auf der Anordnung der reellen Zahlen beruhen (Es gibt keine Anordnung unter
den komplexen Zahlen).

Beispiel: Gelte ¢,, — ¢, d;, — d. Dann ist
l(en +dn) — (c+d)| =|cn —c+d, —d| <|cp, — |+ |d, —d| — 0.
6.2.4 Definition: Komplexe Reihe
Sei (¢p) eine komplexe Folge und ) ¢;. Die unendliche Reihe > ¢ heift konvergent, wenn die

k=0 k=0

[ee]
Folge (si) konvergiert. Es ist Y ¢x := lim s,,.
k=0 n—00

n n
Bemerkung: Sei ¢, = a,, +ib, mit a,,b, € R. Dannist s, = > ax+1i Y bx. Also ist Y ¢, genau
k=0 k=0
dann konvergent, wenn »_ a,, und >_ b, konvergent sind. Es ist Y ¢, = > an + 1Y by.

6.2.5 Beispiel: Die geometrische Reihe
oo
Was ist > "7 Reeller Versuch: Sei ¢" = ¢, = ay, + ib, und ¢ = a + ib:
n=0
cp=a-+1b
co = (a+ib)* = a® — b* + 2iab
c3 = (a+ib)® = a® + 3ia®b — 3ab® — ib> = a3 — 3ab® + i(3a%b — b%)
Nun ein komplexer Versuch: Es ist
sp=14c+- - +"=1+c(s, —").

Fiir c=1ist s, =n+ 1. Flir ¢ # 1 ist
1— n+1 1
Sp = 1fc —>1_Cfalls]c|<1.

Fiir |¢| > 1 ist die Reihe divergent (selber machen).
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

6.2.6 Cauchykriterium

Eine komplexe Folge (¢,) bzw. Reihe > ¢, ist genau dann konvergent, wenn es zu jedem £ > 0
n
n

ein ng gibt mit |¢, — ¢;| < € bzw. | Y | < e fiir n > m > ng (Vergleiche mit 2.3.4, Seite 26,
k=m+1

und 2.4.6, Seite 31). Dies bedeutet, dal C vollsténdig ist.
Beweis: Aufgabe (Zerlegung in Re- und Im-Teil).

6.2.7 Satz von Bolzano-Weierstral3
Jede beschrinkte (d. h. |¢,| < K fiir alle n) Folge (c,,) besitzt eine konvergente Teilfolge (vergleiche
mit 2.3.3 auf Seite 26).

Beweis: Sei ¢, = ay, + b, mit |ay|, |by| < |¢n| < K. Dann besitzt (a,,) eine konvergente Teilfolge
(an,) und (by, ) besitzt eine konvergente Teilfolge (bnk]_).
Zusammen konvergiert dann Cry, = Gy, + ibnkj.

6.2.8 Dirichletkriterium

Sei (Ap,) eine reelle monotone Nullfolge und (¢;,) eine komplexe Folge mit beschrénkten Partialsum-

n
men ( < M fir allen € ]N>.

> Ck
o0
Dann konvergiert Y  A,c, (siehe 2.4.9 auf Seite 32).

k=0
n=0

7

> ax

k=0

> b

k=0

Beweis: Sei ¢, = a, + ib,. Dann ist < M und

< M, also ist > Agag + 1Y Apbg
e e

konvergent.

6.2.9 Definition: Absolute Konvergenz

[e.e] o0
>~ ¢y, heifit absolut konvergent, wenn ) |¢,| konvergiert (s. 2.5.1, Seite 34).

n=0 n=0

Bemerkung: Es ist |ay| < |enl, [bn] < |en] und || < |an| + |bnl.
> ¢y ist absolut konvergent <= Y a, und > b, sind absolut konvergent.

6.2.10 Regeln
(1) Absolut konvergente Reihen sind konvergent (vgl. 2.5.2 auf Seite 34).

(2) Absolut konvergente Reihen darf man beliebig umordnen, ohne an der Konvergenz oder am
Reihenwert etwas zu dndern (siehe 2.6.4 auf Seite 39).

(3) Cauchyprodukt: Sind > a, und > b, absolut konvergent (a,, b, € C), so gilt:

Zan-an:ch:ZZakbn_k.
n=0 n=0 n=0

n=0 k=0

o0
Dabei konvergiert die Reihe Y |c,| absolut (vgl. 2.6.10, Seite 43).

n=0
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6.3 Konvergenz und Stetigkeit

o0 o0
(4) Majorantenkriterium: Ist |c,| < A, fiir alle n und konvergiert > \,, dann konvergiert »_ ¢,

n=0 n=0
absolut (vgl. 2.5.3, Seite 34).

o0

(5) Wurzelkriterium: Ist lim {/|c,| < 1, so konvergiert Y ¢, absolut (vergleiche mit 2.5.4, Sei-
n—oo n=0
te 34).

(6) Quotientenkriterium: Sind alle ¢, # 0 und ist

Cn+1
Cn

lim

n—oo

<1,

oo
so konvergiert Y ¢, absolut (vgl. 2.5.5, Seite 35).
n=0

6.2.11 Beispiele

o0
(1) ¢" konvergiert absolut fiir |¢| < 1.
n=0
Beweis mit Wurzelkriterium: {/|c,| = /|c|™ = |c|.

o0

(2) Zo Z% konvergiert absolut fiir alle z € C.
n=
Dies ist fiir z = 0 klar.

Fiir z # 0: Quotientenkriterium

Zn+1
() 12 — 0 flirn — o0
e n+1
n!
(3) Cauchyprodukt:
2 = w” B 21 K nlzkwnk B 2 (24 w)”
Dt 2l = 2w 2 Hin R =2
n=0 n=0 n=0 k=0 n=0
=(z4w)"

6.3 Konvergenz und Stetigkeit

6.3.1 Definition: Stetigkeit

Sei D C C, f: D — C. f heifit stetig in zgp € D, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 gibt mit
|f(2) — f(z0)| < e fur alle z € D mit |z — 29| < J (vgl. 3.2.1, Seite 48). Geometrische Deutung von
|z — 20| < §: Kreisscheibe um zp mit dem Radius 4.

Bemerkung: Sei u(z) = Re f(2) und v(2) = Im f(z) fir z € D. Es ist u,v: D — IR C C. Dann

gilt:
f =u+iv ist stetig in 29 <= wu,v sind stetig in zg € D
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

6.3.2 Beispiel
Sei f(z) =22, D =C und 2 € C. Es ist
f(2) = f(z0)] = 12* = 23] = |(2 = 20)(2 + 20)].
Sei nun ¢ > 0. Wahle dazu 0 < § < 1 so, dal § - (2]z0| + 1) < € ist. Aus |z — 29| < 6 folgt dann
|z] <+ 20| <1+ |z0]
Damit ist dann
£ (2) = fz0)] <6 (|2 +[20]) <6 (1+2[z]) <e.

Bemerkung: Die Regeln fiir stetige Funktionen D — C gelten wie fiir reelle Funktionen I — IR.

6.3.3 Definition: GleichmaBige Konvergenz
Sei f,: D — Cfirn=0,1,2,.... Die Folge (f,) bzw. die Reihe ) f,, heifit gleichmé&Big konvergent
in D gegen f: D — C, wenn es zu jedem € > (0 einen Index ng g?bt mit

|fn(z) — f(2)] < e fiirn >npund z € D

bzw.

<efirn>ngund z € D

> falz) = f(2)
k=0

(vergleiche auch 3.3.1, Seite 52).

Bemerkung: Sei f, = u, + v, und f = u + iv. Dann gilt

fn — [ gleichmafig in D <= wu,, — » und v, — v gleichméfig in D.

6.3.4 Satz

Konvergieren die f,, gleichmafig gegen f in D, und sind alle f, stetig in zp € D, dann ist auch f
stetig in D (siehe auch 3.3.4, Seite 53).

Beweis: Wie in IR.

6.3.5 Definition: Potenzreihe
Eine Reihe der Form

[e.e]

ch(z —29)" (6.1)

n=0
heifit Potenzreihe mit dem Mittelpunkt (Entwicklungspunkt) zg. (¢,,) heiit Koeffizientenfolge. Es
sind zp, ¢, € C. Fiir den Konvergenzradius r gilt

B 1
lim {/]ca|
n—oo

(6.1) konvergiert fiir |z — zg| < r und divergiert fiir |z — 29| > r. Sonderfille sind:

(a) r = 0: Nur Konvergenz in zp, ,nirgends*®.
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6.3 Konvergenz und Stetigkeit

(b) r = oo: Uberall konvergent.
(¢) 0 <r <oo: Fir |z — 29| = r ist keine Aussage moglich.

(d) Ist r > 0, so ist (6.1) gleichmé&Big konvergent in |z — zg| < 7.
Siehe auch 3.4.1 und 3.4.2 ab Seite 55.

Beweise: Wie in IR.

6.3.6 Die Exponentialfunktion

o0 n

z

e = Z 1
=0 n.

Die Exponentialfunktion ist definiert und stetig in C. Fir z,w € C gilt die Funktionalgleichung
T = e%.e%. AuBerdem ist e* # 0 in C, da fiir w = —z gilt: 1 = e*-e~* (siehe auch 3.5.1 und 3.5.2
ab Seite 62).

6.3.7 Eulersche Formel

Fiir t € IR gelten die Formeln: '
e’ = cost+isint

eF = "W =% . e = ¢ . (cosy + isiny)

Beweis:

2n+1

— ()" 5 — (="
t+isint = E +" g § —~ 7 ¢
cost + 2s1n 2 (Qn)! +zn:0 (2n—|— 1)!

e @) s @)t S @)y,
=2 (2n)! +nzo(2n+1)! _nz;) nl ©

n=0

6.3.8 Bemerkungen
eFT2M = ¢ . M = ¢ . (cos 2m 4 isin2m) = €7 - (1 +0) = €*

Die Exponentialfunktion ist 2mi-periodisch. Es gilt

€mT+1=0

6.3.9 Additionstheoreme von Sinus und Cosinus
Seien ¢, € R. Es gilt
e’ = cosp +ising und € = cosf + isinf
und damit ist
e . e = cos pcosh — singsinf + i(cos ¢ - sinf + sin p cos §)
e . ¢ = Pt0) = cos(p + ) + isin(p + 0)
Es folgen dann die Additionstheoreme:

cos p cosf — sin psinf = cos(p + 6)
cos psin @ + sin p cos § = sin(p + 0)
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

6.3.10 Polarkoordinaten

Einfiihrung: Es gilt:
€| = |cost +isint|* = cos®t + sin®t =1

= || =1 firt € R
Satz: Jedes z € C\ {0} 148t sich schreiben als

z=|z|- € mit 6 € R.
0 ist dabei eindeutig bestimmt, wenn man sich z. B. auf 0 < 0 < 27 oder —7 < 6 < 7 beschrankt.
0 heifit auch Argument von z: 0 = arg z.
Beweis: Sei |z| =1, z # —1,1. Schreibe z = z + iy, 22 +y? = 1, y # 0. Es existieren genau zwei
Stellen 6, € (0,7) und 05 € (7, 27) mit

92 =27 — 191, sin91 = —Sineg.

lyl = V1—2a%=4/1—cos?0; =|sinb,|

Setze nun 6 = 6, fiir y > 0 und 0 = 6, fiir y < 0. Es gilt dann cos = z, sinf = y. Andere 0’s gibt
es nicht.
Fir z=—-1(0=m)und z =1 (# = 0) ist 6 eindeutig bestimmt.

Sei nun |z| # 1 und z # 0. Es ist z = |z| - ﬁ = |2| - €.
z

Es gilt:

|..]=1

6.3.11 Potenzen

i0 | 10 _ ‘Z|262i0

Fiir z = |z| - € ist 22 = |z| - |2] - € - € z|metd,

und 2" = |
Beweis: Per Induktion (selber machen).

6.3.12 Wurzeln

Problem: Sei a = |a]e’® (0 < o < 27) gegeben und 2™ = a. Gesucht ist 2. Falls a = 0 ist z = 0.
Sonst wird der Ansatz z = 7 - ¥ gemacht:
M= < rneinﬂz ‘a|€io¢
< ™ =qund nf = a+2kr firein k € Z
2k
<~ r=1/l|q undﬁzu
n

Es gilt nun

2k
2z, = V/|alexp <Zoz+77> = zp =afireinkeZ
n

und zxy, = 2z (dies ist selber zu beweisen).

Zusammenfassung: Seia € C\ 0. Dann hat die Gleichung 2" = a genau n verschiedene Lésungen
in C, namlich

R —
n

2k
Va=z, = \"/\a\exp<'a+ W) firk=0,1,...,n—1
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6.3 Konvergenz und Stetigkeit

Bemerkung: Esist argz, = O“fl”r und arg zx41—arg 2 = 2% Die Wurzeln liegen also gleichméfig
auf dem Vollkreis verteilt.

6.3.13 Polynome

Das Polynom z"™ — a mit festem a € C hat die n Nullstellen zg,...,2z,-1 fir a # 0, bzw. 0,...,0

fir a = 0.

6.3.14 Fundamentalsatz der Algebra

Jedes Polynom P(z) = ag + a1z + -+ apz" (n > 1, ap # 0, a, € C) besitzt (mindestens) eine
Nullstelle zg € C mit P(zp) = 0.

Beweis: (nach Gauf}) Sei |z| =r > 9. Dann ist

n—1
|P(2)] = lanz" + (an—12""" + -+ ag)| = |an|r™ = |ay|r”
v=0

n—1
1
— . (,an’ _ Z |aV‘Tn—V> > |P(0)| fiir 7 > rg (7o hinreichend grof)
v=0

Das heifit, daff die Nullstelle immer betragsméfig kleiner als ein ry sein mufl. Auflerdem ist |P(z)| >
|P(0)] fir betragsméBig hinreichend grofies z.
Annahme: Es ist P(z) # 0 in C. Setze

m = inf{|P(2)|: |z| < 7o}

Es existieren dann z; mit |zx| < ro und |P(zx)| — m.
Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf} sei z; OBdA konvergent gegen zg:

m — |P(z)| = [P(20)]
Es ist also m = P(zp) und aus der Stetigkeit folgt m < |P(0)|. Fiir groes z € C ist dann also
[P(2)] = [P(0)] = |P(20)| = m

Jetzt ist noch P(zp) = 0 zu zeigen.
Annahme: Es ist P(zp) # 0. Setze dann

Pz + z)

“O = Th)

Es ist |Q(2)] > |Q(0)] = 1.
Sei nun z = re mit 0 < 6 < 27 und r > 0.
AuBlerdem sei Q(z) =1+ bsz® + - - - + by 2™ mit by # 0. Dann ist

2 is0 ,92
1§|Q(Z)| = 1+bs’l"sezs —|-..._|_bnrn€zn

(es ist |a + b|* = |a]? + 2Re(ab) + |b]?)
‘2

=142 Re(bsTseise + .. ) + bs,r.seise +...

=1+2-|bs| 7 |bs| cos(s6 + Bs) + Terme von r’ mit t > s.
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Also ist
0 < 2|bs|r® cos(s6 + B3s) + Terme von 7' mit t > s.

Dividiere jetzt durch r°. Dann ist
0 < 2|bs| cos(s0 + f3s) + Terme von =% mit t > s.

Fir » — 0 ist dann
0 < 2|bs| cos(s0 + 3s) fiir 0 < 0 < 27

Also ist cos(sf + 3s) > 0 fiir 0 < 6 < 27 und festes s € IN. Wenn man nun 6§ = %ﬂs setzt, dann ist
aber cos(sf + (3s) = cosm = —1. Widerspruch!
6.3.15 Folgerungen
1. P(z) = apz™ + -+ + ap kann man schreiben als
Pz)=apn(z—21) (z—22)...(z—2zp) =an(z— Q)" ... (2 = ()"
mit r; 4+ -+ - + rs = n und paarweise verschiedenen (;.

Beweis: Es gibt z; € C mit P(z1) = 0. Dann ist

P(z)=Pz) = (21) =Y a;(s =) = (z—21) - Y _a;(z" "+ +27)
j=1 j=1

=(z—2)  Pi(2)

Folgere nun weiter mit Induktion nach n. Fir n = 1 ist die Behauptung klar.
n—1—mn: Esist P(z) =(z—2z1)- Pi(z) und grad P, =n — 1.
Dann ist Pi(z) = ap (2 — 22) ... (2 — 2zp).

n—1 Stiick
Spezialfall: P(z) = ag + a12' + - - - + a,2" heiit reell, wenn ag, ..., a, € IR sind. Ist P reell
und P(zp) = 0 fiir 29 ¢ IR, dann gilt

n n n
P(z) = Zaj%j = Zajzé = Zajzg = P(z)=0=0.
=0 =0 =0

Die zu zy konjugierte Zahl ist fiir reelles P also auch Nullstelle.
2. Ist P(z) = ap + a1z + - -+ + an2" reell, so gilt
P(2) = an(z — &)™ ... (2 = &) (2% — 2c12 + b1)*' ... (2% — 2¢p2 + by) ™

mit (bj — 032) > 0, fj € IR und Cj,bj € IR.
Beweis: P hat die Nullstellen &1,...,&, € IR, paarweise verschieden, und (i, i, ..., (o, G,
jeweils konjugiert komplex und paarweise verschieden:

P(z) =an(z — &)™ ... (2 — &)™
(2= )z = Q) (2 = G (= = ClD)™
Dabei gilt:
(z=G)(z =) = 2" — 201 — 2G4+ (¢ = 2° — 2Re(G)z + |G
b1 —ci =[G = (Re¢1)? = (ImG1)* > 0
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6.3.16 Satz uiber die Partialbruchzerlegung
Sind P und @ reelle Polynome ohne gemeinsame Nullstellen mit grad(P) < grad(Q) und

k
:H$—§] TJH&U — 2¢cjx + bj)%

J=1

Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen a5, 3,; und 7, mit

k ori—1 ¢ s;—1
P(x) Bui + Yuj
pu— + .71/.
Ao 2 e T e b

Beweis: (von Redheffer) In den néchsten Abschnitten.

6.3.17 Hilfssatz 1

Seien P, (Q und R Polynome mit den Graden p, ¢ und r, wobei r < p + ¢ ist. Auflerdem haben P
und @ keine gemeinsamen Nullstellen. Dann gibt es zwei eindeutig bestimmte Polynome A und B
mit grad(A) < ¢, grad(B) < p und AP + BQ = R.

Beweis: Die Koeffizienten von P, @ und R seien ¢;, dj und e; (¢; =0 fiir j > p, d; =0 fiir j > ¢
und e; = 0 fiir j > r). Die gesuchten Polynome A und B haben die Koeffizienten a; und b; (a; =0
fir j > ¢ und b; =0 fiir j > p).

AP + BQ@ = R ist dquivalent zum linearen Gleichungssystem

k k

> crjaj+ > di_jb; = e (6.2)

J=0 J=0

fir £k = 0,1,2,...,p + ¢ — 1. Dies sind p + ¢ lineare Gleichungen mit den p + ¢ Unbekannten a;
(0<j<q) und bj (0 <j <p). Ist es eindeutig 16sbar?

LINA: Ein LGS Az = b ist eind. 16sbar <= Az = 0 hat nur die Triviale Losung « = 0.

Mache nun (6.2) homogen (setze e, = 0 fiir alle k, d. h. R = 0). Hat nun AP + BQ = 0 nur die
Loésung A = B =07

Sei A, B Losung: Ist Q(z1) = 0, dann ist P(z1) # 0 und damit ist dann A(z;) = 0. Da @ aber
q Nullstellen und hat, A aber weniger als ¢ — 1 Nullstellen hat, ergibt sich ein Widerspruch. Also
muf3 A =0 und damit auch B = 0 sein.

6.3.18 Hilfssatz 2

Seien P, @Q1,...,Qy Polynome, je zwei ohne gemeinsame Nullstellen, ) = @1 - Q2...Q, und
grad(P) < grad(Q). Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome Pi,..., P, mit grad(P;) <

grad(Q;) und

P &P
a 2a
Beweis: Mit Induktion nach m.
=1: (@ =Q): ,op
1
—_ = —=— = P1 =P
Q O
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m — 1+ m: Wende Hilfssatz 1 (6.3.17) an auf:
AQm + B(Ql . ~Qm—1) =P

Die Voraussetzungen fiir den Hilfssatz sind: @, und @1 ... Q-1 haben keine gemeinsame
Nullstelle (nach Voraussetzung schon gegeben). Es ist

m—1
grad(P) < grad(Q1 ...Qm) = Z grad(Q;) | + grad(Qm)

= grad(Q1 ... Q1) + grad(Qum)

Aus dem Hilfssatz 1 ergibt sich dann A mit grad(A4) < grad(Q1...Qm—1) und B mit grad(B) <
grad(Qp,). Setze P, := B. Dann ist grad(FP,,) < grad(@,,). Es gilt damit

P=AQm+ PnQ1...Qm-1-
Nach Division durch @ ist dann

P A P B Pa R
Q Ql---Qm—l Qm — Qj Qm — 7
® b

Dabei ist ® nach Induktionsvoraussetzung und & nach Hilfssatz 1 eindeutig.

6.3.19 Beweis der Partialbruchzerlegung

Seinun @ = (Hy)™ ... (Hg)™ - (L1)*' ... (Lg)% mit H;(z) = (z—&;) und L; = 2% — 2¢cjx + b;. Dann
ist Q; = (H;)" oder (L;)%. Mit Hilfssatz 2 gilt dann:

P k 4 ~
@ZZ 35—5] +Jz:; —QC]x—H))

j=1
ri—1
Dabei ist grad(P;) < r; und Pj(z) = > ayj(z —&)":
v=0
ri—1
Bl _ Ay
Gy~ 2wy

Damit ist der 1. Teil der Behauptung bewiesen. .
Setze P(x) = Pj(z) und (z? — 2¢jz + b;)% = (2% — 2cx + b)®. Es ist grad(P < 2s. Gilt nun

) s—1
P(z) = Z(ﬁv + 71/55)/1:2 — 2cx +b)”

v=0
Dann ware nédmlich . .
P($) _ SZ: By + v
(22 — 2cx 4+ b)® (22 — 2cx + b)s™V

v=0

Diese Frage ist Aufgabe fiir das konkrete Problem p(x) =2 +22%2 — 23 und 22 —2cx + b= 2> + 1.

Es ist
—:E3—2:E2+2$_( +2)+3x—2
2 —1 -t 2 —1

Also ist P(z) = (=2 +2)(2? + 1) + 3z — 2.
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6.4 Trigonometrische Reihen

6.4 Trigonometrische Reihen

6.4.1 Definition: Trigonometrische Reihe
Eine Reihe

oo

Z Ckez’k;t

k=—o00

heifit trigonometrische Reihe (¢ € C, t € IR). Sie heifit konvergent im Punkt ¢ € IR, wenn
n o
li ikt — ikt
fim Y et = 3 e
k=—n k=—00

existiert.

6.4.2 Bemerkung
(6.3) heifit reell, wenn c_j = ¢ fiir k = 0,+£1,.... Dann ist ndmlich

—ikt

C_p + e = gretht + cpett = 2 Re(ckeikt)
n
= Z Ckeikt =+ Z(Ckeikt + C_ke_ikt)
k=—n k=1

=co+2 Z Re(cre*) e R
k=1

zkt)

Wenn nun ¢, = %(ak — iby) ist, folgt Re(cke %(ak cos kt + by sin kt) und mit c_j = ¢, ist

o
Z cpett = % + Z(ak cos kt + by, sin kt)

\
8
B
,&

6.4.3 Beispiel

Sei a € IR, ag | 0. Dann konvergiert

Z oy sin kt fir alle t € IR

k=1
)

Z ay cos kt fiir alle t ausgenommen moglicherweise ¢t = 0, 27, +471
k=1

Beweis: Mit dem Dirichletkriterium (0 < ¢ < 2). Es ist

sin kt skt| _ | it zt
o] <3 < S
k=1
_ 1 —emn 2
1—et | = |1—et

Die Partialsummen sind beschrénkt, also liegt Konvergenz vor.

(6.3)

Die Sinusreihe ist konvergent fiir ¢ = 0 und cos(k - 0) = 1, hier hangt die Konvergenz also von (ay)

ab.
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6.4.4 Integration von f: IR — C
Sei f: [a,b] — C und f(t) = u(t) + iv(t). Wenn u,v: [a,b] — IR integrierbar sind, so setzt man

b

/f(t) dt ::/bu(t) dt+z’/bv(t) dt

a

6.4.5 Integrationsregeln

(a)
b b b
Ju®+gwyae= [ swyae+ [ g a
(b)
b b
/cf(t)dt:c/f(t)dt (ceC)
(c)
b b
/f(t)dt:/f(t)dt
(d)

b
< / ()] dt

b
/ F(t)dt

b
Beweis: Setze I = [ f(t)dt. Die Behauptung ist fiir I = 0 klar.

a
Sei nun I # 0 mit I = |[I]e’® und o = arg([):

b
|| = Re(e~iT) = Re (w‘a / (1) dt)
b ’ b
= Re (/ e f(t) dt) —/ Re(e " f(t))

a a <le~ief(t)|=|f(t)|

(e) fn konvergiere in [a, b] gleichméBig gegen f fiir n — oo und alle f,, seien integrierbar. Dann ist

Beweis:

b

/l)un(t)dt+i/bvn(t)dt—>/bu(t)dt—i—z'/bv(t)dt:/f(t)dt

a
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6.4.6 Beispiel
Sei Y cpet™ = f(t) gleichmiBig konvergent. Dann ist
k=—00
/ezmtf(t) dt — Z Ck/el(k m)t dt
-7 e

Fur ¢ € ZZ ist dabei
0 sonst

_1
7]

—Tr

(6i7rZ _ e—iw@) =0

/e_imtf(t) dt = 27cy,.

—T

Also ist

I
= — imt £ (4 dt.
on= e [0

6.5 Fourierreihen

Alle Funktionen in diesem Abschnitt sind vom Typ f: IR — IR und sind 27-periodisch, d. h.
f(z +27) = f(z) fir alle z € IR. AuBlerdem sei f integrierbar iiber [—, 7], also iiber beliebige
[a, b].

6.5.1 Definition
f—-ljf@fmﬁ
R oon

o ~ .
heiBt k-ter Fourierkoeffizient von f (k € Z). Die Reihe Y.  fre* ist die von f erzeugte Fourier-

k=—o00
rethe:

fro Yo fre™ (6.4)

k=—o00

6.5.2 Bemerkung

Es ist fi = E, d. h. (6.4) ist reell, denn

fow = % / F(t)e*t dt = % /f(t)e““ dt

:% / Flt)e i gt — % / F(t)ekt = fy.

141



6 Komplexe Zahlen und Funktionen
Setzt man fk = %(ak —iby), so ist

f~ 24 Z(ak cos kt + by, sin kt)

2
k=1

1 ™

ak:/f(t)cosktdt fir k=0,1,...
T

b = — /f t)sinktdt fur k= 0,1, .

. 1
ak:2Refk: /f t) Re(e ) t:W/f(t)cosktdt

6.5.3 Beispiel
Sei

om-periodisch fortgesetzt. Es ist fi = = fo e at.
Fir k£ =0 ist

A 1
fo= B
und fir & > 0 ist
1 e—ik:t ™
or  —ik

1 1 ( ik 1) i 0 k gerade
= — - —\ e — = —
o 2mk —i 2km | -2 k ungerade

Damit ist ag = 1 und ar = 2Re fk = 0.

A 0 k d
Bsist by = —2Imfy= 32 -4~ 50" Akoist
— ungerade

Die Reihe ist iiberall konvergent nach Dirichlet, insbesondere in ¢ = 0 mit dem Wert %

6.5.4 Satz

(a) Ist f gerade, so ist by = 0 und ay = 2 [ f(t) cos kt dt.
0

(b) Ist f ungerade, so ist ay = 0 und by = 2 [ f(t)sinkt dt
0
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Beweis:
) ) r 0 ' m ' Subst. im 1. Integral
= — s)e” s+ t)e™ t| = s=—1
fo=se | [ fe s+ [ roe
™ Ea 0 ds = —dt
1 ikt ikt 1
= o= | [ f=ear+ [ peetar| = — [ [£(0)
T T
Lo 0 0

dabei gilt + fiir gerades f und — fiir ungerades f

=;]m)
0

[efiktieikt} dt

Dabei ist [...] = 2coskt fiir gerades f und = —i2sin kt fiir ungerades f
cos kt
/ 1) " —isin k:t

6.5 Fourierreihen

Wenn f gerade ist, ist also f = %ak reell. Wenn f ungerade ist, ist also fi = %ibk.

6.5.5 Beispiel

Sei f(t) =|t| in —7 <t <, 2m-periodisch fortgesetzt. f ist gerade, also ist by = 0,

™

1
/tdt:ﬂ'
T

0

ag =
0
und fir k£ > 0 ist
9 T 2 ikt 2 [ sinkt
ak:/tcosktdt:-t-sm —/1-8m dt
T T k 0o T k
0
2

2
= —— coskt|T = —=(cos(km) —1).
0 ki2
T

k- k
D. h. ag =, ag =0 und
—4
m(2k —1)%

2-(=2)
m(2k — 1)2

~pory e

a2k—1 =

cos((2k — 1)t)
(2k —1)2

ist gleichméBig konvergent nach dem Majorantenkriterium. Spater wird gezeigt:

| cos((2k — 1)t)
D=3- %Z (2k — 1)2
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

Fiir ¢ = 0 gilt dann

m=1
Also ist
i 1 4 2 2
—2 = - — = —
k273 8 6
6.5.6 Besselsche Ungleichung
Es ist
S Ihl2<k [y
Rt 27

mit | f|? = 1(a2 +b?) gilt:

Insbesondere gilt: fi, — 0 fiir |k| — oo,
d.h. ap — 0 und by — O fiir £ — oc.

Beweis: Sei

ein trigonometrisches Polynom, ¢; € C. Dann ist

1) = T@)P = (F(2))? — 2f () Re(T(@)) + T2
= (f(2))* = 2Re ( Z f(x)%e_ikQE) + Z cpeget =07

k=—n kfl=—n
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J11@) - 1P de = [ (1) ds
—2Re Z ck/f )e R dg
k=—n g
—_————
=27 f
+ Z CrCp /ei(k 0% dg
kl=—n “r
—_————

=0 (¢£k); =2m (¢=k)

= [(f@)Pds - 2Re 3 2

g k=—n

n
+ 27 Z lex|?

k=—n
0</f (z)]? dz
: 2do— Y AP
27r F
k=—n
+ Z | /x> — 2Re Z Futr + Z ek |?
k=—n k=—n k=—n
1 r 2 S £ 2
=5 dm—kz |fl? + k_z | fie — cx

—T

>0 (=0 fiir cp=fVk)
Also ist

™

> 1RP < o [

k=—n

—T

Nun Grenziibergang n — oo, dann ist die Behauptung beweisen.
n

Zusatz: Sei s,(z) = > fre*, dann ist
k=—n

/lf — sp( !2dm</\f (z)? d.

6.5.7 Satz von Riemann-Lebesgue

Sei g € R([a,b]). Dann gilt

b eikt
/g(t) sinkt » dt — 0 fir k — +oo.
cos kt

a

6.5 Fourierreihen
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen
Beweis: Fiir den Fall, daf§ [a,b] C (—m, 7]
Setze
g(t) in|a,b
Ft) = { (t) in .

0 in (—m, 7]\ [a,d]

2m-periodisch fortgesetzt. Dann ist

b by
1 ikt gy L ikt
27T/g(t)e dt = 27r/f(t)e dt

—T

=fi—0

6.5.8 Der Dirichletkern

Sei
f'\‘ Z fkeikt-
k=—00

Dann gilt

sa(@) = 3 et = % / Do — 1) £ (1) dt.
k=—n .

Dabei ist D,, der Dirichletkern und ist bestimmt durch

sin ((n +
Dule) = (S(in—r;) )
2

und
D,(0) =2n+1= liIr%) D, (x).

Beweis: Es ist

7r n

sn(x) _ Z ;T/f(t)eikteik:r dt = 217T/ < Z eik(xt)> f(t) dt

k “r Zr \k=—n
=Dn(z—t)
n n
D (.’L‘) _ eikx _ efinx Z ei(k+n)x
n = E =
k=—n k=—n
& ] it
— iz Z T — p—inz 4
; 1—ew
J=0
e—(n-l—% w:(l _ ei(2n+1)x>
ez (1— eir)
1y - . 1 L.
e~(nra)ie _ pilnt3)z _2isin ((n+ 3)z)
- e—iE _ i3 N —2isin g
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6.5 Fourierreihen

6.5.9 Riemannscher Lokalisationssatz

Es ist .
> fee™ = s(x)
k=—o00
<:>/D flx+t)+ f(z —t) —2s(x)] dt — 0 fiir n — oo

fiir ein 6 > 0. Das bedeutet: f bestimmt alle

o 3 [ s

Beweis:

() = o / Dol — £)f(t) dt

T+

/D flz—y dy—/D y) dy

T—7 2m-periodisch in y

_lx—=t=y
C|dt = —dy

1 Im 1. Integral subst.:
=5 | DwSta = dy+/D Nay=|  y=-u
dy = —du
:—/D x—i—u)du—l—%/Dny flx—y)dy
™ gerade 0
B I P
0
Einschub:
1= 5 [ D) )+ fla =) dy?
0
! 7rD 1+1)d
= o [ Da) 4 1y ay
0
[setze f(t) =1 und s,(x) = 1]
Es ist
() — s(a) = 5 / Daly) [f( +9) + f(z — y) — 25(2)] dy
0

147



6 Komplexe Zahlen und Funktionen

Zeige nun noch
™

/ Du(y) [f (& + ) + f(z — ) — 25(2)] dy — O fiir . — o0

~~

J =:g9(y)

Dann ist der Beweis erledigt.
Betrachte nun D, (y) - g(y):

ist integrierbar {iber [4, 7]:
™

ZDn(y)-g(y) dy = 5/ <<n+ ;) y> ~h(y) dy = ]diji;ﬁzt‘

w/2
=2 / sin((2n + 1)t) - h(2t) dt — 0 fiir n — oo
572

nach dem Satz von Riemann-Lebesgue (siehe 6.5.7, Seite 145).

6.6 Konvergenz- und Approximationssatze

6.6.1 Satz
Sei f~ S fre'®®. Setzt man g(t) = f(z +t) + f(x — t) — 2¢ bei festem z und konvergiert
k=—oc0
[l
t
0
dann gilt
Z fre™® = c.
k=—00
Beweis: Siche 6.6.3.
6.6.2 Beispiele
1. Sei
0 fir —7<2x<0
flz)=491 fir0<z<nm ,
% flirx =0,7

2m-periodisch fortgesetzt. Es ist
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6.6 Konvergenz- und Approximationsséitze

Nach dem Satz ist iiberall Gleichheit, denn:
Fir x # 0, £m, £27, ... ist g(¢) =0 in [0, J].
Fiir =0 und ¢ = % ist g(t) =1+ 0—24 = 01in (0,0).

2. Sei f(z) = |z| in —7 < & < 7, 27-periodisch fortgesetzt.
Fir 0 <z < mist

fla+t)+ flz—t)—2f(z) =xz+t+ax—t—-2x=0fir 0 <t <4

Fiir x =0 ist
J@&) + f(=t) =2f(0) = [t] + [t| = 0 = 2t] = 2f(t)
é )
/g(t)dt—/th\/
0 ! 0
Also ist
T_4 3 cos(2k — 1)¢ =t|in —7<t<m.
2 7 (2k — 1)2 -

6.6.3 Beweis von 6.6.1

Es ist

Dy (t)g(t) + €n,

V)

3
—
&K
N—

|

@)

1
[\
S ‘H

o\%

wobei &, — 0 fiir n — oo (nach dem Lokalisationssatz) fiir jedes 6 > 0.
Sei ¢ > 0. Dazu gibt es ein § > 0 mit

0
t
0

Zu diesem § existiert ein ng mit |e,| < e fiir n > ny.

by =sin((n3)) (- 1)
—_—
can (e )0)- (20

(Aufgabe: Zeige, dal h(t) in t = 0 stetig ist.)
Nach dem Satz von Riemann-Lebesgue ist

[ Dt =2 [ (o 1)) 22
0 0

+ sin <<n + ;) t) g(t)h(t) dt

—0 fir n—oo
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

Also ist das 2. Integral fiir n > ny betragsméfig kleiner als €. Zusammen gilt also:

|sn(x)—c|2227r/551n(<n+;>t>‘ ‘g(t)|dt+ te
0

mit n > max(ng,n1) bei ©.

6.6.4 Beispiele

1. Sei

h(t) = a f{ll‘ —7T<t<1507
b firtg<t<m

beleibig in ¢t = #y und ¢ = m und 27-periodisch fortgesetzt. Dann ist

oo a fir —m<t<ty
Z ﬁkeikt =4qb firtg<t<m
k=—o00 a+b

flir tg und 7

2. Sei

f’\’ Z fkeik‘t

k=—o00

mit lim f(¢) = a und tE?l+ f(t) = b. Betrachte dann ¢(t) = f(¢t) — h(t):

t—to—
§ fkeik‘t — § hkeik‘t + § gkeik‘t
—_——
atb
2

in tg

g ist stetig in tg, wenn man g(tp) = 0 setzt.

6.6.5 Satz

Ist f in to Dini-Stetig, d.h. gilt | f(¢) — f(to)] < w(|t — to]) mit [ % dh < co. Dann gilt:
0

> fre™o = f(to).

k=—o00

Bemerkung: Beispiele fir die Dini-Stetigkeit:

(a) Lipschitz-Stetigkeit: |f(t) — f(to)| < L|t — to|. Setze w(h) = Lh.

(b) Holder-Stetigkeit: |f(t) — f(to)| < L|t — to|® fiir ein « € (0, 1).
Setze w(h) = Lh® und

T s

/w(hmdh:L/h“‘ldh

0 0

existiert.

(c) Sei f differenzierbar in ¢y3. Dann gilt (a).
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6.6 Konvergenz- und Approximationsséitze

6.6.6 Satz

K

Ist f: R — IR Dini-stetig und 27-periodisch, d. h. esist | f(z)— f(y)| < w(Jz—y|) mit [ % dh < oo.
0

Dann ist fiir alle z € IR

Z fkeikzx _ f(iL')

k=—o00

6.6.7 Satz

S A~ A . ~
Ist f € C'(IR), 27-periodisch, dann konvergiert > |fx|. Da |fre™®| = |fx| ist, konvergiert also

k=—0o0
0 ~ .
> fre*® gleichmiBig gegen f(x).

k=—o00

Beweis: Sei k& # 0. Dann ist

fr = % / F(t)e ™k at

—ik|_ ik ik

) 1|7 A —ikt 1
= o [fOe™ —| + / fH)=—dt| = —c
—
=0
Dabei ist ¢, der k-te Fourierkoeffizient von f. Also ist ¢, = ik fi.
L N
f ~ kaezkm - f/ ~ Z (fkezkx) )

Nach der Besselschen Ungleichung gilt

oo
> lerl? < o0
k=—00
Also ist
o
> B < o0
k=—oc0
Und damit gilt dann
n n
o 1 o
=Nk
el =327 kil
k=1 k=1
csSu "1 n
< AR
k=n k=1

< const., unabhéngig von n.
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

6.6.8 Beispiel
Sei f(t) = |sint|. f ist gerade (f(—t) = f(¢)) und Lipschitzstetig:

[f(x) = f(y)] = [[sinz] = [siny|| < |sinz —siny| = [z —y[ - [cos¢| < |z —y].

Suche die ay, fiir die Fourierreihe

o0
|sinz| = % + ;ak cos(kz) fir x € R.

Es ist

™

2 4
a0 _ /smtdt
2 m i

0

und fur k > 0 ist

s

2 . 2| . smkt
ap = — [ sint-cosktdt = — |sint
T

/ sm kt
0

7T
0 _,—/ 0
_ 2 —coskt //—s COSktdt
™
2 2 i 1
=12 —1-(—coskm)+1— [ sintcosktdt| = —m(l + (=" + 73
0
Daraus folgt dann
1 _9 0 fiir ungerades k
1— = )ay=—1+(-1)={ _4
< k2> ) ( (=17 2 fiir gerades k
i
also
—4 —4 1
a = = — —
R R e e
asgy1 =0
und damit

) 4 . cos 2kx
‘Slnﬂf| :; (1_’;4]{:2_1> .

Fiir z = 0 gilt dabei

[e.9]

1
Do =1

k=1
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6.6 Konvergenz- und Approximationsséitze

6.6.9 Satz von Fejer

Ist f: R — IR stetig und 27-periodisch, so gilt
on(x) — f(x) fir n — oo
gleichméfig auf IR. Dabei ist

so(z) + si(x) + -+ + sp(x)

on(@) = n+1
das n-te Fejer-Mittel.
Beweis: Es ist -
@) = 5 [ Dl =) S0y
Damit ist -
Jn(x)—n+1 27r (Zka—t) F(t)dt.
Dabei wird

Fiir 2z = exp(Z) ist

o ((+2)2) - S - ()

:Im(z—l—z + 254 22 = Im(z(1 4+ 22 + 24 4+ 22)

_ (»2\n+1 . 2n+2
Y O et G0 L WY e
1—22 zZ-z

1— 22n+2 i 1— 22n+2
:Im<,> U i

—2i-Imz 2 Im 2
1 Re(1—2*"2) 1 1—cos((n+1)z)
T2 sin 5 T2 sin 5
Also ist . ) (n+ 1))
— COS((Nn x
Fufz) =5 —5- i 1)? >0
und
1 [ 1 [
oala) = £(0)| = |z [ Fule =0 (70 = @) dt) < - [ Fuo—0)-1£0) ~ fla)]de
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

Noch zu zeigen: Fiir € > 0 gibt es ein § > 0 mit
|f(z1) = f(@2)| <e fiir [vy —a2| <6

(gleichméBige Stetigkeit).

waw—fwﬂé]'/ﬁux—ﬁWﬂw—fmﬂﬁ

2
) 44§
_%/Fn(w—t) £(t) - ydt+/+/_11+12+13
r—0 T+

Schétze nun die I,, ab:

26/ (x—t)dt <e- / (x—t)d

=1

= ¢ unabhéangig von = und n

x
1
L <o / Fo(z —t)-2M dt,

da |f(t)| < M fiir alle ¢ ist. AuBlerdem ist

1 2

F.(x—1t
( )_27’L+2 5'112%

< ¢ fiir n > ng.

Dabei ist —m <t < x — 4, also x — t > . Zusammen ist also Io < ¢ fiir n > ng. Mache nun die
gleich Abschétzung fiir I3 und fiir alle Integrale gilt zusammen:

(@) — f(2)] < 3.

6.6.10 Approximationssatz von Weierstral3

Ist f stetig in [a, b], so gibt es eine Polynomfolge (), die gleichméBig auf [a, b] gegen f konvergiert.
Aquivalent hierzu ist, dal es zu € > 0 ein Polynom P gibt mit |f(z) — P(z)| < € in [a, b].

Beweis: Fiir das Intervall [—1,1].

Anderenfalls wird die Funktion f(t) = f(a+ b_T“(t +1) betrachtet. Dann ergibt sich ein Polynom P
mit | f(t)—P(t)| < e in [~1, 1] und fiir das Polynom P(z) = ]5(—14—295 =) ist dann |P(z) — f(z)| < e
fira <z <hb.

Nun der Beweis: f(cost) = g(t) ist stetig auf IR, gerade. Sei o, (t) das n-te Fejer-Mittel fiir die
Funktion g. Es ist 0,, — g gleichméBig auf IR, d. h. zu € > 0 gibt es ein ng mit |0, (t) — f(cost)| < e
fiir n > ng und t € IR. Da g gerade ist, folgt:

on(t) = Z ay, - cos kt fiir n > ng fest
k=0

Frage: Gibt es ein Polynom P,, mit o, (t) = P,(cost)?
Falls ja:
|Pp(cost) — f(cost)] < e furn >mnpund t € R
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6.6 Konvergenz- und Approximationsséitze

|Po(z) — f(z)|<efirn>npund — 1<z <1

Die Existenz von dieses Polynoms wird im folgenden Satz bewiesen. Hier nun 2 Beispiele:
Fir n =1 ist T1(z) = .
Fiir n = 2 ist cos(2t) = cos?t — sin?t = 2cos?t — 1, also ist Tp(z) = 222 — 1.

6.6.11 Satz

Zu jedem n € IN gibt es ein Polynom T,, vom Grad n mit cos(nt) = T,(cost). T,, heifit n-tes
Tschebyscheffpolynom.

Beweis: Zeige mit Induktion:
cosnt = Ty (cost)

und
sinnt = Up(cost) sint mit Polynom U,,.

on=1% Ti(z) und U;(z) = 1.

sn—n -+ 1%

cos((n + 1)t) = cos(nt 4+ t) = cos(nt) cost — sin(nt) sint
= Ty (cost) cost — Uy (cost)(sint)? = T),(cost) cost — Uy (cost)(1 — (cost)?)
= T+1(cost)
Tpi1(x) = Tp(x) -z — Up(z)(1 — 22)

sin((n + 1)t) = n;ll (cos(n + 1)t)" = n+11(Tn+1(cos t))
-1

= ?TT'LH(COS t)(—sint) = Up41(cost)sint
n

1
m ;L+1(='E)

UnJrl =
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7 Metrische Riaumel
7.1 Der euklidische Raum
7.1.1 Definition von R"

R'=RxRx.---xIR

n-mal

Fir x € R" wird x = (z1,22,...,x,) geschrieben. Dies ist ein n-Tupel. Dabei ist x, die v-te
Komponente oder Koordinate von z.

Im IR? wird allgemein das Paar (z,y) statt (z1,z2) benutzt.

Im IR? wird allgemein das Tripel (z,v, 2) statt (z1, 29, z3) benutzt.

Der IR" ist ein Vektorraum (linearer Raum) tiber IR mit

TFY = ($1+y1,$2+y2,...,xn+yn)
Ax = (A\x1, A2, ..., A\xy,) mit A € IR

Es ist dim IR"™ = n. Die Standardbasis ist

e’ :=(0,...,0,1,0,...,0) mit v =1,...,n

7.1.2 Definition des Skalarproduktes und der euklidischen Norm

Fir z,y € R™ heifit z -y := z1y1 + x2y2 + - - - + £pyn Skalarprodukt (Innenprodukt) zwischen z und
y, und ||z|| := /= - x heiit euklidische Norm von x. Ausfiihrlich:

]| =

7.1.3 Eigenschaften des Skalarproduktes
(S1) z-z >0 fir z # 0.

(52) (Az) -y = A(z-y).
(S3) (x+vy)-z2=x-2+y- 2

(S4) z-y=y-=x.

Version 184 vom 13. Februar 2006
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7 Metrische Raume

7.1.4 Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

(Bunjakowskij)
- y| < [l |yl

und ,,=* genau dann, wenn x und y linear abhéngig sind. Anders geschrieben:

2 n n
< (o) (324)
v=1 v=1
Beweis: Trivial fir z = 0 oder y = 0.

Zunichst fir [|z]| = ||y|| = 1: Fir t € R gilt

n
E TvlYv
v=1

0 < o+ tyl?

= (z+ty) - (z +ty)

= |lz|* + 2t(z - y) + t*[|y|I?
=14+ 2(x-y)+t
=(t+(z-y)+1-(z-y?

Setze nun t = tg := —x - y. Dann ist

(z-y)?

0<1—
2<1=lz] -yl

= (z-y)

»=" genau dann, wenn x + toy = 0 ist, d. h. wenn = und y linear abhéngig sind.
Allgemeiner Fall: Setze

z Y
T =8und = =n = [l =n] =1
] lyll

2 -yl = [Cll1€) - Ayl = =yl &
<1

< [l flyll

»=" genau dann, wenn £ und 7, d. h. z und y linear abhangig sind.
Beachte: Fiir den Beweis wurden nur die Regeln (S1)-(S4) gebraucht!

7.1.5 Eigenschaften der Euklidnorm
(N1) ||z|| > 0 fiir z # 0 (Definitheit).

(N2) ||Az]| = |A|||z] fiir A € R (Homogenitét).
(N3) [lz +yll < [lz]l + [[yll (Dreiecksregel).

(N4) |llz[| = llyll| < llz + || (Umgekehrte Dreiecksungleichung) (folgt aus (N3)).
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7.1 Der euklidische Raum

Beweis:
(N3)
lz+yl*=(@+y) - (z+y) =z 2+22-y+y-y
< lal? + 20 - o] + ]

CSU 9 9
< [lzl” + 2z lly [l + Nyl
= (Il + llyl)?

,= % <= , = “bei (1) und CSU
<= z-y > 0 und z,y linear abhingig
<= x=0oder y=0oder y=Az mit A >0

(N4) Esist x = 2 +y — y. Damit ist

(N3)
lzll =tz +y) =yl < lz+yl+ 1=yl =lz+yl+lyl
Damit ist ||z]| — ||y|| < ||z + y||. Genauso wird ||y|| — ||z|| < ||z + y|| gezeigt und damit folgt
die Behauptung.

7.1.6 Satz des Pythagoras

Fir z,y € R"™ mit -y = 0 ist
lz +ylI* = [l=[* + |y

(x,y orthogonal, z_Ly).

Beweis:
lz +yll* = llzl* + 22 -y +yll* = 2% + yll*.
=0

7.1.7 Definition: Norm, Normierter Raum

Sei E ein Vektorraum iiber IR. Eine Abbildung ||.||: £ — R, z — ||z| heifit Norm, wenn sie
die Eigenschaften (N1)-(N3) hat (Es gilt immer auch (N4)). E, oder genauer (E,|.||) heiit dann
normierter Raum.

7.1.8 Beispiele
(a) Nehme zu E = IR" die Euklidnorm.

(b) Nehme zu E = IR" die Maximumsnorm ||z| o := m%f( |y
Py

Beweis fiir (N3): Fiir festes v = 1,...,n ist
20+ gl < o] + [y] < [@floo + llylloo

Also ist insgesamt || + Yoo < [|7]lco + [|Yl[oo-
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7 Metrische Raume

(c) Nehme zu E = IR" die Summennorm ||z||; := >, _; |z|.

Beweis fiir (N3):
n n n
[Zy + Y| < || + |y

=1
YT <y |

(d) Nehme zu EF = C([a,b]) = Raum der stetigen Funktionen [a,b] — IR die Maximumsnorm

[ flloo := max{[f(?)]: @ <t < b},
Beweis fiir (N3): Fir a <t <b ist

[f@) +a®)] < [fO)] + |9(t)]
< [ flloo + llglloo
= f + gllo < flloc + llglloo

(e) Nehme zu E = s = {(an): ap € R, n > 1, (a,) beschrankt}
die Supremumsnorm ||(ay)/co := sup {|an|: n € IN}.
Beweis fir (N3): Firn=1,2,3,... ist

an + bn| < an| + [bn| < [[(an)lloo + [[(bn) |l

Damit ist dann |[(an + bn)|lco < [[(@n)|loo + 1|(bn)]lco-

7.1.9 Definition: Skalarprodukt

Sei E ein Vektorraum iiber R. Eine Abbildung ' x E — R, (x,y) — « - y, mit den Eigenschaften
(S1)-(S4) heiit Skalarprodukt auf E (Innenprodukt).

7.1.10 Satz

Ist x - y ein Skalarprodukt auf E, so gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung und ||z|| := /x - z
ist eine Norm.

7.1.11 Beispiele
1. Sei E = C([a,b]) mit dem Innenprodukt

b

(flg) == / F(g(t) dt

a

Dann ist
b b

111 = /(f(t))Zdtv Il =V (f1f) = /(f(t))2dt

a a
Es gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung;:

2

b b b
/ f®gt)dt | < / (f(t))*dt - / (g(t))? dt.
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Weise die Eigenschaft (S1) nach: (f|f) > 0, falls f nicht die Nullfunktion ist: Sei ¢y € [a, b],
so daf f(to) # 0 ist. Dann existiert ein § > 0 mit |f(¢)| > k > 0in I = [a,b] N (to — J,t0 + 0)
und damit ist

b
(fIf) = /(f(t))th > k2. Lange von I > 0.

E = {(an): Z a? konvergiert}

n=1
Ist F ein linearer Raum? Zu zeigen ist, daf fir (ay), (by,) € E auch (a, + b,) € E ist. Es
ist (a, + by)? = a2 + 2a,b, + b2. Dies konvergiert, wenn 2a,b, konvergiert, da die anderen
Terme nach Voraussetzung konvergent sind. Es ist

N CSU im R™ N N
Z|an|  [bn] < Z|an‘2‘2’bn|2
n=1 n=1 n=1

IN

i": a? - i b2 =:C
n=1 n=1

o0

Also konvergiert > |anby|.
n=1

Das Skalarprodukt ist hier:

((an)l(bn)) =Y anbn
n=1

Aufgabe: Beweise (S1)-(S4) mit Hilfe der Regeln fiir Reihen.
Bemerkung: Der Raum in diesem Beispiel wird ¢2 (,L-zwei“) genannt und

heiBt ¢2-Norm.

7.2 Topologische Grundbegriffe

7.2.1 Definition: Metrik, metrischer Raum

Sei M # () eine Menge. Eine Abbildung d: M x M — [0, 00) mit den Eigenschaften
(M1) d(z,y) > 0 fiir x # y und d(z,z) = 0 (Definitheit)

(M2) d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)

(M3) d(z,y) < d(z,z)+ d(z,y) (Dreiecksungleichung)

heifit Metrik. Aus (M2) und (M3) folgt

(M4) |d(z,z) —d(z,y)| < d(x,y) (umgekehrte Dreiecksungleichung).

M mit der Metrik d hei3t metrischer Raum.
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7 Metrische Raume

Beweis: Es ist d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2), also ist d(z,z) — d(y, z) < d(z,y). Zeige genauso, daf
d(y,z) —d(z,z) < d(y,x) = d(x,y) ist. Zusammen ist dann |d(z, z) d(y, z)| < d(z,y).

7.2.2 Beispiele

(1) E sei normierter Raum mit der Norm ||.||. Dann ist d(z,y) := ||z —y|| eine Metrik, insbesondere

(2) R™ mit Euklidmetrik:

(3) IR"™ mit Metrik von Manhatten:

n

d(@,y) =Y lew =yl = llz =yl

v=1

(4) Metrik des franzosischen Eisenbahnsystems: Wenn man von einem Punkt zum aderen will, muf3
man entweder iiber P (Paris) fahren, oder beide Punkte liegen an der gleichen Eisenbahnstrecke
nach Paris.

(5) Sei (E,||.||) ein normierter Raum. Dann ist

e =yl
d(z,y) = 2 YL
@) = T e =yl

ebenfalls eine Metrik, wobei d(x,y) < 1 ist.

Beweise (M1)-(M3) als Aufgabe. Tip zu (M3): t — ist monoton wachsend fiir 0 < ¢ < oo.

_t

T+

(6) (M,d) sei metrischer Raum und N C M, N # (). Dann ist (IV, d) ein metrischer Raum (N erbt
die Metrik von M).

A Offene Mengen

In diesem Abschnitt bedeuten immer M ein metrischer Raum, d eine Metrik, A, B,C,... C M,
z,Y,a,... € M und r, 9,¢,9,... > 0.

7.2.3 Definition: Offene Kugel
K(a,r)={x € M: d(z,a) < r} heilit offene Kugel um a mit Radius r > 0.

7.2.4 Beispiel

im R*:

(1) Euklid / \
(2) Manhatten d(z,y) = |v1 — y1| + |z2 — 32| (2)

(3) d(z,y) = max(|z1 — 1], |22 — yof) \ )/

Hier ist jedesmal die Kugel K((0,0),1) dargestellt.
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7.2.5 Definition: Innerer Punkt, Inneres, offen
(1) a € A heifit innerer Punkt von A, wenn es eine Kugel K(a,r) C A gibt.
(2) AY = {x: z ist innerer Punkt von A} heifit Inneres oder offener Kern von A.

(3) A heifit offen, wenn A nur aus inneren Punkten besteht.

7.2.6 Beispiel

Im IR" mit der Euklidmetrik. Behauptung: Fiir a € IR" mit |la]| = 1 und « € R ist
H={zecR":a -z > a}

offen. Sei x € H. Dannist a -z = a4+ 9 > a.

Behauptung: K(x,0) C H.
Sei £ € K(x,6). D. h. { =+ dy mit ||y|| < 1. Ist £ € H?

CSU
at=g g+bay > a+d—d | vl >a

=a+o =1 <1

Also ist £ € H, K(z,0) C H und x ist innerer Punkt.

7.2.7 Satz
(a) 0, M, K(a,r), A° sind offen.
(b) Sind Ay,..., Ay, offen, so ist A; N---N A, offen.

(c) Ist Ay fur A € A offen, so ist |J Ay offen.
AEA

Beweis:

(a) 0, M offen ist klar.
K(a,r): Sei b € K(a,r). Dann ist 6 = r — d(a,b) > 0.
Zeige: K (b,0) C K(a,r).
Sei x € K(b,6). Dann ist
d(z,a) <d(z,b)+d(bya) <d+r—=0=r,
~—— ——
<0 =r—3§
also z € K(a,r).
A9: Sei a € A°. Dann ist a innerer Punkt von A, also existiert eine Kugel K (a,r) C A. Ist
diese Kugel C A%?
Sei b € K(a,r). Dann ist b innerer Punkt von K(a,r), d. h. es existiert ein § > 0 mit K (b,0) C
K(a,r) C A.
Fiir b € A° folgt also K(a,r) C A°, d. h. (A%)? = A°,

(b) Sei AyN---NA;,=A Wenn a € A ist, existieren r; > 0 mit K(a,r;) C A; fir j =1,...,m.
Setze r := min{ry, ..., n}. Dann ist

K(a,r) C K(a,rj) CAjfirj=1,...,m,
also ist K (a,r) C A, A ist offen.
(c) SeiA= |J Ayunda € A, also a € Aj fiir ein A. Dann existiert ein 7 > 0 mit K(a,7) C Ay C A.

AEA
A ist offen.
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7 Metrische Raume

Achtung: Sei A; = {x ceR": ||z|]| < %} =K (O, %) im IR™.

ﬂ A; = {0} ist nicht offen
k=1

7.2.8 Bemerkung

Jede Menge A mit K(a,r) C A fiir irgendein 7 > 0 heifit Umgebung des Punktes a.

B Folgen

In diesem Abschnitt ist M ein metrischer Raum, a € M und a, € M firn=1,2,....

7.2.9 Definition: Folge

Eine Abbildung IN — M, n — a,, heifit Folge, und wird mit (a,) bezeichnet. (a, ) heiit konvergent

gegen A, wenn lim d(ap,a) = 0 ist. Schreibweise: a,, — a fiir n — oo, lim a, = a. Zu jedem € > 0
n—oo n—oo

gibt es ein ng mit d(a,,a) < € fir alle n > nyg.

7.2.10 Eigenschaften
(a) Der Grenzwert ist eindeutig bestimmt.
(b) Aus a,, — a und b, — b folgt d(ay,,b,) — d(a,b).

(¢) Aus a, — a folgt d(a,a,) <const. fir alle n. Konvergente Folgen sind auch beschrankt, d. h.
es existiert eine Kugel, die alle a,, enthalt.

Beweis:

(a) Gelte a,, — a und a,, — b. Dann ist

0 < d(a,b) <d(a,an)+d(an,b) — 0
S——

—0 —0
Also ist d(a,b) =0, d. h. a =b.
(b)

|d(ay, by,) — d(a,b)| = |d(an,by) — d(an,b) + d(ay,b) — d(a,b)|
< |d(ap, by) — d(an,b)| + |d(an,b) — d(a,b)]
< d(bp,b) + d(ap,a) — 0

(c) Seie=1.
Dann ist d(an,a) < € fiir n > ng und d(ay,a) < cfirn=1,2,...,n9 — 1. Setze e = max(1,c).
Dann ist a, € K(a,e) fiir alle n.
Gibt es auch ein r, so daf a,, € K(b,r) fiir alle n ist?

d(an,b) < d(an,a) +d(a,b) < e +d(a,b) = 7
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7.2.11 Beispiel

Nehme C([a, b]) mit der Metrik d(f,g) = ||f — glloc = max |f(t) — g(t)|. Dann sind &quivalent:

1. fn — fim Raum, d. h. d(f,, f) — 0 fiir n — oo.

2. fu(t) — f(t) gleichméBig in [a, b].

Beweis:

»=" Sei € > 0. Dazu existiert ein ng, so daf} fiir n > ng gilt:

[fn(®) = fO < [ fn = flloe <&
Dies gilt fiir a <t < b, d. h. es liegt gleichmaflige Konvergenz vor.

=" Sei ¢ > 0. Dazu existiert ein ng, so daB fiir n > ng und alle ¢ € [a, b] gilt:

[f(t) = fu(t)] <e

Wegen der gleichméBigen Konvergenz ist f € C([a,b]), also ist

[fn = Flloo = max [fu(t) — f(#)] < & fiwr n > no.

a<t<b
7.2.12 Satz
Im IR” (mit Euklidmetrik) sind &dquivalent:
1. Die Folge (™)) konvergiert gegen = = (x1,Za, ..., Tn).
2. Die Folgen (x,(,m)) konvergieren fur v = 1,...,n gegen z,.
Beweis:
= Gelte (™M) — 2 fiir m — oo mit z = (x1,...,2p). Dann ist fir 1 <v <mn:

2™ — x| < ]2 — 2| — 0 fiir m — oo,

d. h. a:,(,m) — Xy

=" Gelte xl(/m) — x, fur m — oo und sei x := (1‘1, ..., xy). Dann ist
n 208U &
||Jj(m) _ :EH — Z (x,(jm) — 5Uu) < Z ‘x(ym) — 1’,,‘ — 0 fir m — oo.
v=1 v=1
7.2.13 Regeln

Im IR™ gelten die folgenden Regeln:
(1) 2™ — 2z e R = Az(™ — Az

(3) 2™ — z, 4™ — gy = 2™y .y insbesondere ||z — ||z]|.
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7 Metrische Raume
Beweis: Fiir (1) und (2): Aufgabe. Fiir (3) in der Globaliibung vom 18. April 1994.

Bemerkung: (1) und (2) gelten in jedem normierten Raum, (3) gilt in jedem Vektorraum mit
Skalarprodukt.

C Abgeschlossene Mengen

In diesem Abschnitt ist (M, d) ein metrischer Raum, A, B,... C M und a,,a € M.

7.2.14 Definition: Rand, abgeschlossen, Haufungspkt., abgeschl. Hiille
(1) A C M heiit abgeschlossen, wenn M \ A offen ist.

(2) a € M heifit Haufungspunkt von A C M, wenn es eine Folge (a,) in A\ {a} mit a,, — a gibt.

(3) A’ ist die Menge aller Hiufungspunkte von A.

A
(4) A= AU A’ ist die abgeschlossene Hiille von A.

)
)
)
(5) 0A = A\ A ist der Rand von A, die Punkte von 0A sind die Randpunkte.

7.2.15 Beispiel
Sei A= {z: ||z| <1} im IR" mit Euklidmetrik.

(1) A ist abgeschlossen, d. h. B =1R"\ A4 ist offen.
Sei x € B. Dann ist ||z|| =1+ mit § > 0.
Zeige K(x,0) C B: Sei y € K(x,¢). Dann ist

Iyl =lly —z+zll=lly -z - (o) = [lzf| = [ly -2 >1+5 -5 =1.
Also ist K(x,d) C B, x ist innerer Punkt von B, B ist offen und A abgeschlossen.

(2) Esist A’ = A= A.
Beweis: Sei a € A mit a # 0 und (™ = (1 — Ly.a+#a.
Es ist a™ — a und [ja"™| = |1 — L] |ja| <1l <1, d h.a™ € A.
Also ist a Haufungspunkt von A und damit A C A’.
Jetzt ist noch A" C A zu zeigen:
Sei a € A’. Dann gibt es eine Folge a(™ € A mit ™ — a (baw. a = nlgnoo a™)) und es ist
la]l = lim [la™] <1,
m—>OOH/_/

<1
d. h. a € A. Also ist A’ = A und damit auch A = A.

(3) Esist A = {z: ||z|| < 1} = K(0,1).
Beweis: K(0,1) C AY ist klar, da K(0,1) C A und K (0, 1) offen ist.
Sei umgekehrt x € AY. Dann existiert ein § > 0 mit K (z,) C A. Insbesondere ist ||z| < 1.
Wenn ||z =1 ist, setze y = x(1 + 3) und es ist ||y — z|| = §||z|| < §, d. h. y € K(,9).
Es ist aber [yl = (1+ 3)||=| > 1, d. h. y ¢ A. Widerspruch!
Somit ist AY = K(0,1). Also gilt 0A = {z: ||z| = 1}.
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7.2.16 Aufgabe

Es ist bereits gezeigt, daB H = {z: a2 > o} fir a € R", [la]| = 1 und a € IR offen ist. Zeige:
H = {x:a-x > a} ist abgeschlossen. Bestimme die Hiufungspunkte, das Innere und den Rand.

7.2.17 Satz
(a) 0, M, A’, A und OA sind abgeschlossen.

(b) A abgeschlossen <= A'C A <= JACA < A=A,

(¢) a € M ist Randpunkt von A <= Es gibt Folgen (a,) in A und b, in M \ A mit a,, — a und
b, — a.

(d) Sind Ay,..., A, abgeschlossen, so ist auch A; U---U A,, abgeschlossen.

(e) Sind A) fiir A € A abgeschlossen, so ist (| Ay abgeschlossen.
AEA

Beweis:

(a) @ und M Klar.
Beweis fiir A. Esist A= AU A’. Sei B= M\ Aund b € B.
Es gilt: b ¢ A und b ¢ A’. Also existiert keine Folge (a,) in A mit a,, # b und a,, — b. Dann
existiert auch keine Folge (a,) in A mit a,, — b,
d. h. es existiert € > 0 mit K(b,e)NA =0 und K(b,e)N A" =0.

Es ist also K (b,e) C B, d. h. b € B%. B ist offen, A ist geschlossen.
(b) Zeige hier: A ist abgeschlossen <= A=A

w="t A=A, also ist A abgeschlossen.
w="1 Zeige A= A.
LC“ Esist ACAUA = A
w2 Seia€ A= AUA Dannist a € A (0o.k) oder a € A’.
Sei also a € A, d. h. es existiert ein Folge (a,) in A mit a,, # a und a,, — a.
Wire a ¢ A, dann wire a € B = M \ A. Dabei ist B offen.
Somit gibt es e > 0 mit K(a,e) C B.
Fiir n > ng ist dann d(ap,a) < €, d. h. a,, € K(a,e) C B = M \ A. Dann wéren die
an ¢ A. Widerspruch zu a,, € A.
Also mufl a € A sein.

(c) w=" Seia€ dA = A\ A°. Dann ist a € A’ oder a € A.
Fiir a € A’ existiert eine Folge (ay) € A\ {a} mit a,, — a.
Fiir a € A\ A’ Setze a,, = a.
Da a ¢ A, folgt daB zu jedem ¢ > 0, z. B. zu ¢ = % existiert eine Folge b, ¢ A, aber
d(a,b,) < L.

w=": Sei a, € A mit a,, — a (1) und b, ¢ A mit b, — a (2).
Aus (1) folgt a € A’ oder a € A, also a € A.
Aus (2) folgt a ¢ A°.
Zusammen gilt: a € A\ AY = 9A.

167



7 Metrische Raume

(d) Nach deMorgan gilt:

M\ (AjU---UA,)=(M\A)NM\ A)N---N (M \ A,y,) ist offen.

offen
(e) Ebenso gilt:

M\ (ﬂ A>\> = UM\AA ist offen.

A€A AEA offen

7.3 Kompakte und volistandige Raume

7.3.1 Definition: Kompakt

Sei (M, d) ein metrischer Raum und A C M. A heifit kompakt, wenn jede Folge in A eine konvergente
Teilfolge mit Grenzwert in A besitzt.

7.3.2 Satz

Kompakte Mengen sind abgeschlossen und beschrankt, d. h. zu a € A existiert ein r > 0 mit
d(z,a) <r fiir alle z € A.

Beweis: Seia € A’, d. h. es existiert eine Folge (a,,) in A mit a,, — a. Nach Definition ist aber
a € A und damit A’ C A. A ist abgeschlossen.

Zeigen noch: r := sup{d(z,a): z € A} < 0.

Es existiert ein Folge (z,,) in A mit d(z,,a) — r.

Es existiert ein konvergente Teilfolge (z,, ) mit z,, — x € A.

Damit ist r = klir& d(zp,,a) =d(z,a) € R, d. h. r < .

7.3.3 Beispiel

b
Sei M = C([a,b]) mit d(u,v) := \/f(u(t) —v(t))?dt = |ju —v| und A = {u € C([a,b]): [Ju| <1}.

A ist beschrankt.v’

A ist abgeschlossen: Sei u € A’, d. h. es gibt eine Folge u,, € A mit u,, — u, u stetig (v € M) und
es ist

b

/(u(t))th: lim |un| < 1,
] 77,—>OO\<1_/

d. h. u € A. Also ist A abgeschlossen.
A ist nicht kompakt (zeige dies hier fiir das Intervall [a,b] = [—m, 7]): Setze

up(t) = - sin nt.

Dann ist
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und

™
1
tn — || =1+ 2% /(sinnt) - (sinmt) dt +1 = 2

=0 fiir n#m
[tn — um| = V2
keine konvergente Teilfolge u,, kann existieren, sonst

0 ¢ ||ttny +4 — Un, || = V2 Widerspruch

7.3.4 Satz von Bolzano-WeierstraBB

(a) Im IR" ist jede beschrankte und abgeschlossene Menge kompakt.

(b) Im IR™ besitzt jede beschrénkte Folge eine konvergente Teilfolge (siehe auch 2.3.3, Seite 26).

Beweis:

(a) Sei A C IR™ beschriinkt und abgeschlossen und (z("™) eine Folge in A. Nach (b) existiert eine

konvergente Teilfolge (™)) mit z("%) — z € AU A’ £ A d h. Aist kompakt. Dabei gilt ®,
da A abgeschlossen ist.

(b) Induktion nach der Dimension n:

n = 1: Siehe 2.3.3, Seite 26.

nn+1: Seix € R™™ 2 = (21, 29,...,Tp41).
Setze y = (x,...,2n41) € IR". Spalte die Folgenglieder (™ auf in z(™ = (x&m),y(m))
mit :pgm) € R und 3™ € IR". Dann ist

m 2
I8 ey < 1 ey = 4] ()

(y(m)) ist beschrénkt im IR", hat also nach Induktionsvoraussetzung eine konvergente
Teilfolge (y™*). Die reelle Folge (xgm"')) ist beschrankt durch |z1| < ||z||, d. h. es existiert

eine konvergente Teilfolge (xlmkj)). (y(m’“i)) konvergiert, also konvergiert (x(m’“j)) auch.

Bemerkung: Spiter wird einfach gesagt: ,OBdA? sind beschrinkte Folgen im IR™ auch konver-
gent. ¢

7.3.5 Definition: Cauchyfolge, vollstandig, Banachraum

Eine Folge (z,,) im metrischen Raum (M, d) heifit Cauchyfolge, wenn es zu jedem & > 0 ein ng gibt
mit d(z,, Ty) < € fiir n > m > ng. M heif3t vollstdndig, wenn jede Cauchyfolge in M konvergent
ist (mit Grenzwert in M ). Ein normierter Raum (£, ||.||) heifit vollsténdig oder Banachraum, wenn
er mit der Metrik d(z,y) := ||z — y|| vollsténdig ist.

230l heifien: ,Ohne Bedenken des Autors. “

169



7 Metrische Raume

7.3.6 Beispiele/Bemerkungen

(a) Jede konvergente Folge ist Cauchyfolge.
Beweis: Sei x,, — x. Dann ist

d(xn, Tm) < d(xn,z) +d(z, 2) < € fir n > m > ng
—— N —

<eg/2 <e/2
n>ng m>ng

(b) IR mit |.| ist Banachraum (Cauchykriterium).

(¢c) IR™ ist ein Banachraum (vollstdndig mit Euklidnorm).
Beweis: Sei (z(™) eine Cauchyfolge. Dann ist fir v = 1,...,n

l2(m) — 20| < |20 — 20| < ¢ fiir m > k > ko.

Also sind (:L‘,(,m)) Cauchyfolgen in IR mit 2™ x, firm —oound v=1,...,n.
Zusammen ist dann 2™ — z = (z1,...,z,).

(d) C([a,b]) mit ||ullec = max |u(t)] ist ein Banachraum.
a<t<
Beweis: Sei (u,) eine Cauchyfolge, d. h. zu £ > 0 existiert ein ng mit
[un(t) — um ()| < ||t — Um|loo < € fiilr n>m >ngund a <t < b. (7.1)

Also konvergiert u,, gleichméflig gegen die Grenzfunktion u € C(]a,b)).
Noch zu zeigen, dafl u,, — u in der Norm: Aus 7.1 folgt:

|un(t) — um (t)| < e.
Fiir n — oo gilt damit
|u(t) — um(t)| < e fiir m > ng, a <t <b.

Also ist
lu — um || < e fiir m > ny,

d. h. 4p, — v im Raum (in der Norm).

b
(e) C([a,b]) mit ||ul| = 1/f(u(t))2 dt ist kein Banachraum.
Beweis: Fiir das Intervall [0, 1]: Setze

0 713 firi/m<t<1
U (t) = )
nl/3 firo<t<1/n

Sein nun n > m. Dann ist

1/m 1/n 1/m
iy — 2 = / (i (£) — un (£))2 dt = /(n1/3 _m)2 a4 / (113 — /32 gy
0 0 1/n
1/m
1 1/m
< = (n'3)? 4 / tV3H2at = n~V3 4 3¢1/3
n 1 1/n

4\ 3
<n_1/3+3-m_1/3<4m_1/3<6ﬁirm>() )
€
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7.4 Stetige Funktionen

Also ist (uy) eine Cauchyfolge.

Zeige nun, daf (uy) nicht in C([0,1]) konvergiert.

Annahme: ||u, — u| — 0 fiir n — oo fiir ein v € C([0,1]). Dann gibt es zu € > 0 ein ny mit
|up, — ul| < e fir n > nyg.

Sei nun § € (0,1) beliebig und n so grof}, dafl % < § ist.:

1 1
/(t_1/3 —u(t))?dt < /(un(t) —u(t))?dt < €2
6 0

Esist also u(t) = t~%/%1in [6,1], d. h. u(t) = t~%/3in (0, 1], aber es ist u ¢ C([0,1]). Widerspruch!
Also konvergiert w nicht in C([0, 1]).

7.4 Stetige Funktionen

7.4.1 Definition: Stetigkeit

Es seien (M, d) und (N, g) metrische Réume und f: M — N.
(1) f heiBt stetig im Punkt g € M, wenn es zu jedem £ > 0 ein 6 > 0 gibt mit
o(f(z), f(zo)) < ¢ fiir alle z € M mit d(z,xg) < J.

[Aquivalent ist: f(K(xg,0)) C K(f(x0),¢€).]
—— —
M cN

(2) f heift stetig (in M), wenn f in jedem Punkt zo € M stetig ist.
(3) f heiBt gleichméBig stetig, wenn es zu jedem £ > 0 ein § > 0 gibt mit

o(f(x), f(y)) < e fiir z,y € M mit d(z,y) < 9.

Vergleiche auch mit den entsprechenden Definitionen in IR: 3.2.1 auf der Seite 48 und 3.2.10 auf
der Seite 50.

7.4.2 Bemerkungen

(a) Sei f: M\ {zo} — N.

lim f(z) =yo:<= zu jedem £ > 0 gibt es ein 6 > 0 mit

Tr—T0

o(f(z),yo) < e fur alle x € M mit d(x,zp) < 0, x # xp.

(b) f ist in xg stetig
<= fiir jede Folge (z,) in M\ {zo} mit z,, — zo hat (f(xy)) einen Grenzwert. Der gemeinsame
Grenzwert ist dann lim f(z).
T—T0

(vgl. Folgenkriterium, 3.1.3 auf Seite 45)
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7 Metrische Raume

7.4.3 Beispiel
Sei f: R%\ {(0,0)} — IR mit

| - [yl
flz,y) = PRy fir o, 8 > 0.
Behauptung:
lim =0<+= a+0(>2
(z,9)—(0,0)

und der Grenzwert existiert nicht fir a + g < 2.

Beweis: Sei t = max(|z|, |y|). Dann ist

jz|* - |y|?

2 4+ y?
ot

t2
=2 L 0 falls o+ 8 — 2 > 0 fiir (z,y) — (0,0)

[f(z,y) — 0] =

Sei nun o + B < 2. Dann ist

(2.0 =0
f(0,y) =

a+p
L

—_—
400 fira+ <2

Also existiert der Grenzwert nicht.

7.4.4 Komposition

Seien (M, d), (N, o) und (P, o) metrische Rdume, g: M — N sei stetig in 29 € M und f: N — P
sei stetig in yo = g(zo). Dann ist h = fog: M — P, h(z) := f(g(x)) stetig in zo.

Beweis: Wie in 3.2.2 (e), Seite 48.

7.4.5 Satz

Sei M CR", f: M — R", R" mit der Euklidmetrik und f = (f1, f2,..., fm)-
f ist genau dann stetig in £ € M, wenn alle f,: M — IR in £ stetig sind.

Beweis:
= Firv=1,...,n gilt:

[fo(@) = fu(O] < 1f(2) = £

<efir [z —§| < reM

Also ist f, stetig in &.
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If (2 !<Z\fu £.(8)]

<e/m

fiir ||z — &[] < 6y
Gilt nun ||z — || < 6 = min{d,: v =1,...,m}, dann ist

| f(x Z )l <e.

7.4.6 Regeln fiir Funktionen vom Typ R" — IR™
Sei M CRR", f,g: M — R™, £ € M und f,g stetig in £ (in ganz M). Dann ist

(a) f+g
(b) Af fir A e R
(c) das Skalarprodukt f-g = fig1 + -+ fmgm

stetig in & (in ganz M).
Beweis: Wie in IR, siehe 3.2.2 auf Seite 48.

7.4.7 Satz
Ist A C M kompakt und f: A — N stetig, so ist f(A) C N kompakt.

Beweis: Sei (y,) Folge in f(A), d. h. y, = f(x,) mit einem x,, € A. Dann ist (x,) Folge in A und
es existiert eine konvergent Teilfolge x,,, — £ € A. Dann gilt wegen der Stetigkeit von f fiir £ — oo

7.4.8 Satz vom Minimum und Maximum
Sei A C M kompakt, f: A — IR sei stetig. Dann gibt es x,,z* € A mit
fzy) < f(x) < f(2¥) fur alle z € A.

Vergleiche auch mit 3.2.4 auf Seite 49.

Beweis: Da A kompakt ist, ist auch B = f(A) kompakt. Zeige nun noch (als Aufgabe): Aus der
Kompaktheit von B C IR" folgt max B € B und min B € B.
Idee: Nehme Folge b, € B mit b, — sup B. sup B < oo? sup B € B? = max.

7.4.9 Definition: Aquivalenz von Normen

Sei E ein Vektorraum iiber IR. Zwei Normen ||.||o und ||.||g heiflen &quivalent, wenn es A > 0 und
B > 0 gibt mit
|z||g < B||z||q und ||z||o < Allz||g fir alle z € E.
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7.4.10 Beispiel
Sei E = IR"™ mit der Euklidnorm |.|| und der Summennorm ||.||;. Dann ist
" oSU | &
lzfli =D 1-fal < | D 12 2332 V- lz|

v=1 v=1

und
2] <l

7.4.11 Satz
Im IR™ sind alle Normen aquivalent.
Beweis: Fiir Die Euklidnorm ||.|| und eine beliebige Norm |.|x.

Sei S"~! = {z € R™: ||z| = 1} die ,Oberfliiche der Einheitskugel “.
Sei f: S"! — R mit f(z) = |z|y. Behauptung: f ist stetig:

[f (@) = f@)l = [lzly = lyln | < |z —ylx

Z([EV - y:)ey

mit e”, dem v-ten Einheitsvektor

CSU
< A D1l —
v=1
—_——
=:C

Wiihle fiir e > 0 nun 6 = &. Dann hat f Minimum/Maximum auf $"~':
0<m< f(z) <M < oo auf S" 1.

m-||z|| < |z|y < M - ||z| fir z € S*L
Sei nun = # 0, z € IR". Setze £ = II%H € S"~L. Dann ist |¢|y < M und

> [€ln =

|zlN
‘II I ‘N [lz]| ’

also
|z|ny < M - ||z| fir x € R\ {0} (auch fir z = 0)

Zeige genauso: |x|y > m - ||z].

7.4.12 Bemerkung

Die Begriffe ,innerer Punkt®, ,Haufungspunkt“, ,Randpunkt®, A% A, A’. 0A, ,Konvergenz von
Folgen“ und ,Stetigkeit von Funktionen* sind unabhéngig definiert von der verwendeten Norm
(dies gilt fiir alle endlich dimensionalen Réume).
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7.4.13 Beispiel
Betrachte den Raum C([a, b]). Die Normen

Julle = mavs fu(®)] und [fu] =

sind nicht dquivalent!

Beweis: Hier konkret fiir das Intervall [a,b] = [0, 1]: Es ist

1

2 _ 2 1~ 2 _ 1112
Jull? = [ (u(®)? e < g (O = ]
0

also ist ||u|| < ||u]co-
Dagegen ist ||ul|cc < C - ||ul| fir alle u € C(]0,1]) nicht mdoglich.
Annahme: Ein solches festes C' > 0 existiert doch. Setze

() = {t1/3 in [%’1] ‘

n'/3  in [0, %]

Es ist
|tUnloo = n'/?
und
1
1
|un|? < /t‘2/3 dt = 3tV/3| =3,
5 0
also ist

lunl| < V3

und es muf} gelten:
n'3 = |Jup|l oo < Cllun| < CV/3 Widerspruch!

7.5 Mehr uber stetige Funktionen

7.5.1 Satz von Heine

Ist A C M kompakt und f: A — N stetig, so ist f gleichmaBig stetig (vergleiche auch mit 3.2.12,
Seite 51).

Beweis: Annahme: f: M — N [(M,d) und (N, g)] ist nicht gleichmaBig stetig.

Zud =1, %, %, R % existieren die Folgen xy,, y,, € A mit d(xy,yn) < %, aber mit o(f(xn), f(yn)) >
n > 0.

OBdA sei (z,,) konvergent (Kompaktheit, anderenfalls wihle konvergente Teilfolge):

Tp — 2 € Aund y, — x.

Stetigkeit
_

0<n<o(f(zn), f(yn)) o(f(x), f(x)) = 0 Widerspruch!
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7.5.2 Satz uber die Umkehrfunktion

Sei A C M kompakt, f: A — N sei stetig und injektiv. Dann ist f~!: f(A) — A stetig (siehe auch
3.2.9, Seite 50).

Beweis: Seiy € f(A4) mit y = f(z), x = f~(y).

Zeige: lim f~Y(y,) = = = f~1(y) fiir jede Folge (y,,) in f(A) mit y, — .

Setze z, = f~1(yn). () ist Folge in A. Sei (z,,) eine konvergente Teilfolge mit x,, — 2’ € A.
Dann ist

f(@') = lim f(z,,) = lim yn, =y.
k—o0 k—o0

Da f injektiv ist, ist 2 = z. Dann gilt sogar (denn alle x,, — z): x, — .

Wenn f~! nicht stetig sein soll, dann existiert eine Teilfolge (7,) mit

d(x,zn,) >n>0fir j=1,2,3,...

(zn,) hat eine konvergente Teilfolge (zy,;, ), die auch Teilfolge von () ist. Damit ist @, — « fiir
j — oo. Also ist

0 <n < d(z, 2y, ) — 0 Widerspruch!

7.5.3 Definition

Seien fy,, f: M — N gegeben (n =1,2,...). f, heifit gleichmafBig konvergent gegen f, wenn es zu
jedem & > 0 ein ng € IN gibt mit

o(fn(z), f(x)) < e fiir n > ng und fir alle x € M.

Siehe auch 3.3.1, Seite 52.

7.5.4 Satz

Gilt f,, — f gleichméBig und sind alle f,, stetig [in & € M oder in M], dann ist auch f stetig (siehe
auch 3.3.4, Seite 53).

Beweis: Wie bei f,,: [a,b] — IR.

7.5.5 Banachscher Fixpunktsatz

Sei (M, d) ein vollstdndiger metrischer Raum und 7: M — M eine Kontraktion, d. h. zu einem
q€ (0,1)ist d(Tz,Ty) < q-d(z,y) fir alle x,y € M.

Dann hat T genau einen Fixpunkt x* mit «* = Tx*.

Ist x9 € M beliebig und xp 1 = Txy, so ist

d(z1,0)

dlen,a) < g S

i

insbesondere gilt x,, — x*. Man nennt (z,) Folge der sukzessiven Approzimation.
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Beweis:
Eindeutigkeit: Sei x = T'x und y = Ty. Dann ist
d(z,y) = d(Tz,Ty) < q-d(z,y).

Damit ist dann
(1—q)-d(z,y) <0.
>0

Es ist also d(z,y) =0, d. h. z = y.
Existenz: Sei xg € M und z,4+1 = Tx,. Fir n > 2 gilt dann:
d(xp, tpn—1) = d(Trp—1,TTn—2) < q-d(Tpn_1,Tn_2).
Mit Induktion gilt dann: d(zy, xn—1) < "' - d(x1,20).

Sei nun n > m beliebig. Dann ist

n
d(l‘n,l‘m)g Z d(xjv'rj*l) Sd(l’o,xl) Z q]_l
j=m+1 .Y ]
<gI~td(x1,m0)
n—m—1

= d(wo,z1)q™ Y ¢ <d(zo,21)g"-
k=0

Also ist (zy,) eine Cauchyfolge.
Gelte nun z,, — z*. Fir n > m gilt

d(l‘o,xl) L m

d mns m
(Tn, Tm) < 4
und fiir n — oo ist dann
d(z*, zm) < dzo. 1) m
1—¢q

Gilt nun o* = Tz*?

. T ist steti . .
Tx* =T ( lim xn> = lim Tx, = nh_)rglo Tpai1 = a*

n—oo n—oo

7.5.6 Beispiel: Fredholmsche Integralgleichung

Sei g: [a,b] — IR stetig und sei k: [a,b] x [a,b] — IR stetig. Sei

b
f(x) = glz) + / k(. 9)f(y) dy (7.2)

Gesucht ist f € C([a,b]) mit (7.2).

Behauptung: Gilt max{|k(z,y)|: a < x,y < b} < ﬁ, dann hat (7.2) genau eine Losung f €
C(la, 0]).
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Beweis:

(1) Zeige: Aus f € C([a,b]) folgt, daB f(x fk x,y)f(y) dy stetig ist in [a, b].
Beweis: Sei € > 0. Da k gleichmiiﬁlg stetlg ist, gibt es ein § > 0 mit
|k(z,y) — k(2 y)| <efira<y<b a<za <b |z—2a| <.
Auflerdem ist |f(x)| < M in [a,b].

b b

|f(@) = fa') = /(k‘(w,y) — k(' y))f(y) dy| < / k(. y) — k(2. y)|-M dy

a a <e fir |z—2'|<§

<M-eb—a)=M({b—a)- e

(2) Setze

mit 7": C([a,b]) — C([a,b]).

(3) C([a,b]) mit || f]leo := Jmax, |f(x)] ist vollstédndig.
(4) Ist T eine Kontraktion?

Nach Voraussetzung existiert ein ¢ € (0,1) mit |k(z,y)| < ;% fiir alle (z,y).
Seien f,p € C([a,b]):

b

(Tf)(x) = (Te)()] = /k(%y) (f(y) = ¢(y) dy

a
b

s/lk(:c,wl F) — o) dy
N——r _/—’

@<t <yl
< :Hf — #lloo(b = a) = qllf — ¢l

b
Also ist
ITf —Tolloo < qllf —¢lloo

Die Bedingungen fiir den Banachschen Fixpunktsatz sind also erfiillt.
Um die Fixfunktion f* anzundhern, wiahlt man ein beliebiges fy € C([a,b]) und berechnet iterativ

b

fura(2) = glz) + / k(. y) fuly) dy

a

Dabei gilt als Fehlerabschétzung fiir a < x < b:

Ifo—fillso . n
q

[Fale) = ()] < B
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7.5.7 Beispiel: Der Satz von Picard-Lindelof
Sei f: [a,b] x R — IR stetig und

fira <t <bund u,u € R.
Gesucht ist die Losung fiir das Anfangswertproblem (AWP)

u' = f(t,u), u(a) = a.
Fiir die Lésung u gilt: u € CY([a, b]) mit

W () = f(t,u(t)), u(a) = a € R.
Behauptung: (AWP) hat genau eine Losung.

Beweis: (AWP) ist dquivalent zu der Integralgleichung (IGL)

u(t) =a+ /f(s,u(s)) ds,

denn fiir eine Losung u € C*([a, b]) von (AWP) gilt:

u(t) —u(a) =u(t) — «
/u'(s) ds

_ /f(s,u(s))ds

a

u ist also auch Losung von (IGL).
Sei nun u € C([a, b]) Losung von (IGL):

Da u € C([a,b]) ist, ist f(s,u(s)) stetig in [a, b].
b
Also ist [ f(s,u(s))ds stetig differenzierbar, d. h. auch w ist stetig differenzierbar.

Es ist d
%u(t) = f(t,u(t)) und u(a) = a.

Damit ist die Aquivalenz von (AWP) und (IGL) gezeigt.
Definiere nun 7' mit
C([a,b])  — C([a,0])

t
T:

(Tu)(t) :oc—l—/f(s,u(s))ds'

a
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Besitzt T genau einen Fixpunkt? Versuche dies mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes zu zeigen.
Definiere dazu folgende Norm auf C(]a, b)):

Jull = mas {Ju(®)] - exp(~2L(¢t — )}

(Nachweis der Normeigenschaften als Aufgabe).
Behauptung: T ist eine Kontraktion mit g = %
Seien u,v € C([a,b]). Dann ist

t

(Tu)(t) — (Tv)(1)] = / (f(s,u(s)) — f(s,0(s))) ds

< / F(s.u(s)) — F(s,0(s))] ds

SLju(s)—v(s)|

< L/ |u(s) — v(s)| - exp(—2L(s — a)) -exp(2L(s — a)) ds

Su—vll
exp(2L(s —a t
< Lju o] - 22220
exp(2L(t —a
exp(2L(t — a
 fumof . SR2L =)
Also ist )
|(Tw)(t) = (Tw)(#)] - exp(=2L(t — a)) < 5llu -
und damit

[T~ Tol) = maxc{|(Tu) (1) ~ (T)(1)] - exp(~2L(t — )} < lu— ]|

Fiir den Banachschen Fixpunktsatz fehlt noch die Vollstédndigkeit von C([a, b]) mit der Norm ||.|.
Zeige, daB ||.|| &quivalent zu ||.||o ist.
Es ist
lull < [ulloo,
da exp(—2L(t — a)) < 1 in [a,b]. AuBlerdem ist

u(t)] - exp(—2L(t — a)) = |u(t)] - exp(—2L(b — a))

7;%
Damit ist
[u(t)] < Clu(t)|exp(—=2L(t — a)) < Clul.

Da dies fir a <t < b gilt, ist
oo < Cllull.

Insbesondere gilt:

[un — tumlloo < Cllun — |

un — umll < [[un — tm|oo-

Also ist der Raum vollstdndig, der Banachsche Fixpunktsatz kann angewendet werden, d. h. T hat
genau einen Fixpunkt.
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7.5.8 Konkretes Beispiel fiir den Satz von Picard-Lindelof
Gesucht ist u € C([0,t]) mit

v =t +wuund u(0) =0 in [0,] x IR.
Hier ist f(t,u) =t + u.

Setze L = 1 und berechne u nach dem folgenden System:
Wihle ug € C([0,t0]) und berechne dann sukzessive

un(s)ds.

~
)
o\“

t
Upt+1 = /(s + up(s))ds = 5+
0

Speziell: 'Wiéhle ug(t) = 0. Dann ist

t2
u (t) = 5
12 3
U2(t) = 5 + ﬁ
12 3 4

t2 t3 tTH-l
H—=— - vy
wl) =gt st
Zeige dies fiir u,(t) per Induktion.
Es gilt:
n+1l ,;
+
un(t) = ) i
j=2
| !
u(t) = e —1—t

Fiihre eine Probe durch:
Esist u' = e — 1 und t + u = €! — 1, die beiden sind also gleich. Auflerdem ist u(0) = 0.

7.5.9 Definition

Sei (M, d) ein metrischer Raum, A C M, A # () und (O,) sein ein System von offenen Mengen mit
O) C M fiir A € A.
m

(Ox)xen heiBt offene Uberdeckung von A, wenn A C J O, ist. Gilt bereits A C O, fiir gewisse

AEA j=1
Aj, 80 heiit (O);)j=1,.. m eine endliche Teiliiberdeckung.

7.5.10 Beispiel
Sei A= (0,1]CRund I, = (£,2) firn=1,2,...
Es gilt (0,1] € U (£,2) (Aufgabe!)

n=1
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und (I,,) enthélt keine endliche Teiliiberdeckung, denn sonst wére

"o 1
0,11 C Z2)=(=,2) wid h!
(7]—U(j7> (m’) 1derspruc

=1

7.5.11 Satz von Heine-Borel

A C M ist genau dann kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von A eine endliche Teiliiber-
deckung enthélt.

Beweis:

w1 Zu zeigen ist: (z,) hat eine konvergente Teilfolge (z, ) mit x,, — = € A.
Widerspruchsbeweis:
Sei (z;,) eine Folge in A, die keine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A hat.
Sei a € A. Dann existiert ein r(a) > 0, so daf

hochstens ein x,, enthalt. )
(K(a))aca ist eine offene Uberdeckung von A. Es werden aber unendlich viele U, bendtigt,
um {x,: n € IN} zu iiberdecken, also auch fiir A. Widerspruch!

: Sei A kompakt und (Oy)aen eine offene Uberdeckung.
Sei nun @ € A und

A — R
T .
r(a) :=sup{o<1: K(a,p) C O, fir ein A € A}

Behauptung: r ist stetig.
Beweis: Sei x € A fest. Dann gilt 0 < ¢ < r(x) und d(y,z) < r(z), d(z,y) < o.
Suche nun eine Abschétzung

r(y) 27
Setzt man 0 = d(z,y), so gilt

Also ist

= r(x) <r(y) +d(z,y)
—r(x) —r(y) <d(z,y).

Dies gilt auch, wenn d(z,y) > r(x) ist (triviall).
Genauso gilt auch
r(y) —r(z) < d(z,y).

Damit gilt dann:

|r(z) — r(y)| < d(z,y) Bedingung fiir die Stetigkeit
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Also ist r stetig.
Da A kompakt ist, hat r ein positives Minimum= 2 - rg.
Zu jedem x € A existiert ein A mit

K(z,7m9) C Oy

Also ist (K (x,70))zea eine offene Uberdeckung von A.

Zeige nun noch, daB (K(z,rg))zca eine endliche Teiliiberdeckung enthélt und damit auch
(O)) selbst.

Annahme: Es gibt keine endliche Teiliiberdeckung.

Sei 29 € A beliebig. dann existieren: x1 € A\ K(xg,70)

o €A \ (K((E(), 7’0) U K(xl, 7’0))

xn € A\ (K(z0,7m0)U---UK(2p-1,70))-

() ist eine Folge in A.

Fiir n > m gilt dann d(z,, z,) > ro und x, # K(zm, ro).

Es gibt also keine konvergente Teilfolge in A. Widerspruch!

Also enthélt (K (x,7r0))zca eine endliche Teiliiberdeckung und (O,) enthélt ebenfalls eine
endliche Teiliiberdeckung.

7.6 Zusammenhang

In diesem Abschnitt ist (M, d) ein metrischer Raum, insbesondere meistens IR™ mit der euklidischen
Metrik oder IR mit dem absoluten Betrag |.|.
7.6.1 Definition: Partition, zusammenhangend

Sei EC M, E+#(und A,B C M.
(A, B) heiit Partition von E, wenn gilt:

(1) A und B sind offen
2)

(3) ENANB=10

(4) ENA#0und ENB # 0.

FE heifit zusammenhdngend, wenn es keine Partition von E gibt.

ECAUB

7.6.2 Anschauliche Beispiele
(a) Intervall in IR: [

(b)

~—
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7 Metrische Raume

Die hier gezeigte Menge ist nicht zusammenhangend.

()

Mit Rand Ohne Rand

zusammenhangend nicht zusammenhéngend

7.6.3 Bemerkung

In der Definition des Zusammenhanges kann man ,offen* durch ,abgeschlossen ersetzen.

Beweis: Sectze A= M\ Aund B= M\ B.

A und B sind offen, wenn A und B abgeschlossen sind.
(A, B) ist Partition von E; A und B sind abgeschlossen.
Zeige: (A, B) ist Partition von E.

(I) A und B sind offenv’

(2) Esgilt EC AUB, E¢ Aund E ¢ B (wegen (3), (4))
= F C AUB, denn
wEE:>{ xEA:>x¢B:>x€B;
reEB=>x¢A=>zrcA
(3) Seiz e ENANB.
Dannist z € E, x ¢ Aund x ¢ B.
Das heifit, es gibt ein x € E mit x ¢ A und = ¢ B.
Dies ist ein Widerspruch zu (2), also kann es so ein z nicht geben.

(4) Sei ENA =0 und sei z € E.

Dann ist z € M \ A = A fiir alle z € E.

Das heifit, dafl E C A ist. Widerspruch zu (3) und (4),
da ) # ENBC ENAN B Widerspruch zu (3).

7.6.4 Definition: Gebiet

Eine offene und zusammenhéangende Menge heifit Gebiet.

7.6.5 Satz

Ist f: E— N [(IV, ) sei dabei ein metrischer Raum] stetig und F zusammenhéngend, so ist f(E)
zusammenhéngend.
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Beweis: Annahme: (A, B) sei Partition von f(E).
Zuy = f(r) € Aund zu ¢ > 0 existiert ein 6 > 0 mit

f(K(z,0)NE) C K(y,e), 6§ =0d(e,z) = 0(x) fiir festes €

A= U K(x,6(x)) ist offene Menge
N——
f(z)eA offen
Genauso:
B= U K(z,0(x)) ist offene Menge
f(z)eB offen

Ist (A, B) Partition von E?
(1) A und B sind offenv’
(2) v nach Konstruktion

(3) Seix e ENANB
Dann ist f(z) € A und f(z) € B
Alsoist ANB #0
Daraus folgt, da AN BN f(E) # 0 ist. Widerspruch zu (3)

Alsoist ENANB = 0.

(4) Wire ENA =0, also E C B,
dann wire B O f(BN E) = f(F). Widerspruch! zu (3) und (4)
Also ist EN A # () und genauso EN B # ()

7.6 Zusammenhang

Zusammen ist (A, B) damit Partition von E. Widerspruch! zu: E ist zusammenhéngend. Es gibt

also keine Partition von f(E), d. h. f(F) ist zusammenhéngend.

7.6.6 Zwischenwertsatz

Eine Menge F ist genau dann zusammenhangend, wenn jede stetige Funktion f: F — IR die

Zwischenwerteigenschaft hat, d. h. wenn f(F) ein Intervall ist.

Beweis:

»<=": Sei E nicht zusammenhéngend und (A, B) Partition von E.
Setze
0 z€e6 ENA

fiE= R, fm:{l reENB

f(E) ={0,1}

Behauptung: f ist stetig.

Seiz. B.xzg € ANE, f(z9) =0.

Dann existiert ein § > 0 mit K (xo,) C A, da A offen ist.
In K(z9,0) N E ist f(x) =0, also ist f stetig in zg.

Da f(E) = {0,1} kein Intervall ist, aber nach Voraussetzung ein Intervall sein mu8, erhilt

man einen Widerspruch!
= F ist doch zusammenhangend.
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7 Metrische Raume

»= "t Sei F zusammenhéngend, f: E — IR stetig, aber f(E) kein Intervall.
Dann gibt es a < b mit a,b € f(E), aber ¢ € (a,b) mit ¢ ¢ f(E).
Setze damit

A={z: f(x) <c} und B ={z: f(z) > c}.

A und B sind offen. Uberpriife die Definition fiir die Partition (A4, B):
(1) v

(2) v, da f(x) # c fiir alle z € E.

(3) v/, da sogar AN B # 0.

(4)

4) Es gibt o mit f(a) = a: Es ist o € A.
Es gibt # mit f(5) =b: Esist § € B.

Zusammen ist damit (A, B) eine Partition der zusammenhéngenden Menge E. Widerspruch!
Also ist f(FE) ein Intervall.
7.6.7 Satz

Die zusammenhangenden Teilmengen von IR sind genau die Intervalle.

Beweis:

»="1 Sei E C IR zusammenhéngend und setze f: F — IR, f(z) = z. Dann ist nach dem Zwi-
schenwertsatz f(FE) = E ein Intervall.

w="1 Sei £ C IR ein Intervall und f: F' — IR stetig. Dann ist nach Ana I f(E) ein Intervall und
mit dem Zwischenwertsatz ist damit E' zusammenhéngend.

7.6.8 Hilfssatz

Seien E) fir A € A zusammenhéngende Mengen (in M), Ex N E, # () fir je zwei A\,v € A. Dann

ist auch |J E) =: F zusammenhéngend.
AEA

Beweis: Annahme: E ist nicht zusammenhéngend, (A, B) Partition von E, insbesondere
EyCAUB

ExNANBCENANB=10

Da E) zusammenhéngend ist, ist (A, B) keine Partition von E). Also ist £\ C A oder E) C B. Sei
hier £ C A.

Sei 1 # A. Dann ist E,, C A oder E,, C B und E\ N E, # 0.

Damit ist E, N A # (.

Dann kann E,, C B nicht gelten, da £, N AN B = () ist, also ist £, C A.

Zusammen ist dann E C A. Dies ist ein Widerspruch dazu, dal (A, B) Partition von FE ist, also ist
FE zusammenhangend.

7.6.9 Beispiel
Sei £ C IR™ offen und sternférmig beziiglich 0, d. h. fiir jedes x € F gilt:
{tz: 0<t <1} CE.

Behauptung: F ist zusammenhéngend, also ein Gebiet.
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7.6 Zusammenhang
Beweis: Secifiirz e F
Sy ={tz:0<t<1}.

Die Funktion
0,1] = R", t — tx

ist stetig. Damit ist S, zusammenhéngend. Auflerdem ist

E = U Sy und S; NS, D {0}.
el

Also ist E' zusammenhéngend.

7.6.10 Satz
Sei E C M, E # (). Dann ist

T~y & es gibt eine zusammenhingende Teilmenge F' C E mit x,y € F¢

eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen [z] sind zusammenhéngend. Entweder ist [z] = [y]
oder [z] N [y] = 0. Jede Klasse [x] heiBt Zusammenhangskomponente von E. Es gilt:

=)

Beweis: Zeige, daB ~ eine Aquivalenzrelation ist:
(1) Reflexivitét: Ist z ~ 27 Ja, da z,z € {x} =zusammenhéngende Teilmenge.
(2) Symmetrie:

x~y = z,y€ FCEFE, F zusammenhingend
= y,z € FCFE, F zusammenhingend
= y~ux

(3) Transitivitat:
Sei z ~yund y ~ z, d. h.
z,ye M CFEFundy,z€ Fy, CFE,
F1 und F; sind zusammenhéngend.
r,ze UK CE
y € F1 N Fy, also ist F} U F> zusammenhangend.
Also ist = ~ z.

7.6.11 Bemerkung

Zusammenhangskomponenten sind automatisch maximal zusammenhéangend, d. h. ist F' C F zu-
sammenhangend, dann existiert eine Zusammenhangskomponente C' mit F' C C.

Beweis: Seiz € F, C = [z].
Fir y € Fist dann z ~ y, alsoy € [z] = C, F C C.
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7.6.12 Zusatz

Ist E C IR" offen [abgeschlossen], dann ist auch jede Zusammenhangskomponente offen [abgeschlos-
sen].
Eine offene Menge F C IR"™ besteht aus endlich oder abzahlbar unendlich vielen Gebieten.

Beweis: Zuerst fiir offenes E:

Sei C' Zusammenhangskomponente von F.

Sei x € C. Dann existiert ein 6 > 0 mit K(z,d) C E, da K(x,d) zusammenhéngend ist und z
enthalt.

Da C maximal zusammenhéngend ist, folgt K(x,d) C C. Zeige nun, dal es nur endlich oder
abzahlbar unendlich viele Zusammenhangskomponenten gibt:

Sei C' eine Zusammenhangskomponente von FE.

C enthilt r e R" mit x, e Q flr v =1,...,n.

Nenne z = z¢ und definiere die Abbildung

{C'": C ist Komponente von E} — Q" C +— z¢.

Diese Abbildung ist injektiv, da je zwei Komponenten disjunkt (oder gleich) sind. Da aber Q"
abzahlbar ist, existieren hochstens abzahlbar viele Komponenten.

Nun der Beweis fiir abgeschlossenes E:

Sei C' Zusammenhangskomponente von E.

Zu zeigen ist, dal C' abgeschlossen ist, d. h. C' = C. Es gilt:

(1) C C E, da E abgeschlossen ist.
(2) C ist zusammenhingend (Dies wird gleich gezeigt).

Zusammen ist also C C C C E, also auch C = C.
Zeige nun, daf (2) gilt:
Wenn C' nicht zusammenhéngen ist, existiert eine Partition (A, B) von C mit:

(1) Aund B sind offen.

(2) CC AUB.

(3) CNANB=0.

(4) CNA#Pund CN B # 0.

DaC C AUBund CNANB =} und C zusammenhéngend ist, folgt: CNA = () [oder CN B = (],
also ist z. B. C C B.
Andererseites existiert ein a € C N A. Da A C C ist, ist a € ',
d. h. es existiert eine Folge (¢y,) in C mit ¢, — a, ¢, # a.
Also existiert eine Kugel K(a,d) C A.
Fiir n > ng gilt dann:
cn € K(a,0) C A

und
c, € C CB.

Damit ist dann ¢, € C'N AN B = (). Widerspruch!
Also ist C' zusammenhéngend.
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7.6 Zusammenhang

7.6.13 Testbeispiel

Sei A Indexmenge und Iy seien fiir A € A offene Intervalle.
Setze
E = U I, C RR.
AEA

E besteht nach dem Satz aus hochstens Abzahlbar vielen Intervallen (Komponenten).

7.6.14 Definition: Weg

M sei ein metrischer Raum, £ C M.
Eine stetige Abbildung
v:|e,f] = E

heifit Weg in E. vy(«) heifit Anfangspunkt, v(3) heiBt Endpunkt von ~.
Man sagt v verbindet v(«) mit v(3) in E.
Beachte:

v ={1t):a<t<B}CE

ist zusammenhéngend, || heiit Trager von 7.

7.6.15 Beispiel
Sei 7: [0, 27] — IR? mit

0= (52

v(m/2) = (0,1

)
o) = <—1,o>/ \v«» — (2m) = (1,0)
)

v

’7(%77-) = (07 -1

7.6.16 Definition: Wegzusammenhang

E C M heifit wegzusammenhdngend, wenn es zu a,b € E einen Weg ~ gibt, der ¢ mit b in F
verbindet.

7.6.17 Beispiel

Dies gilt zum Beispiel fiir konvexe und sternférmige Mengen.

7.6.18 Satz
Wegzusammenhangende Mengen sind immer zusammenhangend.
Beweis: Sei F wegzusammenhingend und a € E fest.

Zu jedem x € FE existiert ein Weg v, in E, der in a beginnt und in = endet, |v,| ist zusammenhén-

gend, |vz| N |yy| 2 {a}. Also ist E = |J |7vz| zusammenhéngend.
zelE
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7.6.19 Beispiel/Aufgabe

Seien

Weise nach: F; und Fs sind wegzusammenhangend, F; U FEy ist zusammenhéngend, aber nicht
wegzusammenhéngend. Z. B. existiert kein Weg von (0,0) zu (1,sin1).

7.6.20 Satz

Jedes Gebiet im IR" ist wegzusammenhéangend. (Gebiet=offen und wegzusammenhéngend)

Beweis: Sei £ C IR" ein Gebiet und a € E sei fest. Setze
A = {x € E: es gibt einen (achsenparallelen) Weg in F von a nach =}
B=FE\A

1. Zeige: A ist offen! Sei x € A.
Dann existiert ein 6 > 0 mit K(z,d) C E. Es existiert ein Weg ~, von a nach z mit |y,| C E.
Sei y € K(x,0): 7y, verlangert um die Strecke von x nach y ist ein Weg von a nach y in FE.
D. h.y € A, also K(z,d) C A. Also ist A offen, da x € A beliebig ist.
2. A#0,daac A
3. Zeige: B ist offen!
Es ist B = {x: es existiert kein Weg von @ nach x in E}.
Sei x € B, § > 0, so dafl K(x,d) C E ist.
Wire y € K(x,0) von a aus erreichbar durch einen Weg ., so auch x durch ~,, verlingert um

die Strecke von y nach z. Also ist B offen. Daraus folgt

4. E = AU B. Dabei sind A und B offen, ANB =0, A # 0 und ANBNE =0, da E
zusammenhéangend ist. Also ist B = (), da a € A ist.

Gezeigt: Jedes € F ist Endpunkt eines Weges in F, der in a beginnt.
Desgleichen gilt auch fiir achsenparallele Streckenziige.

7.7 Gleichgradige Stetigkeit

7.7.1 Definition: gleichgradig stetig

Sei E CIR", E # (). F sei eine Menge (Familie) von Funktionen f: E — IR™. F heift
(a) beschrinkt, wenn es ein M > 0 gibt mit ||f(x)|| < M fiir alle x € E und fiir alle f € F.
(b) gleichgradig stetig, wenn es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt mit: Ist z,y € E, ||z — y|| < 6, so ist

|f(x) — f(y)|l < e fur alle f € F.

190



7.7 Gleichgradige Stetigkeit

7.7.2 Beispiele
(a) Ist fiir alle f € F und z,y € E
1f(z) = fFW)l < Lllz =yl

wobei L unabhangig von f, x und y ist, so ist F gleichgradig stetig. Setze dabei § := 7.

(b) Sei E C IR™ kompakt, fr: E — R™ stetig und fr — f gleichméfig in E.
Behauptung: F = {f;: k € IN} ist gleichgradig stetig.
Beweis: Da alle fi gleichméfig konvergieren, ist f stetig.
Da aber auch E kompakt ist, ist f sogar gleichméfig stetig.

Also gibt es zu € > 0 ein ¢ > 0 mit

I£@) = f@)] < 5 fir 2,y € B, o=yl <o

Weiter existiert ein kg mit
(@) = F(@)] < 5 fiirk > ko, @ € .

Fir 1 < k < kg existiert ein §; mit

[fx(x) = fr@)l < e fir z,y € B, |lz —y| < 0.
Setze § := min(dy, ..., 0k, 0) > 0. Fiir ||z — y|| < J gilt dann:

| fx(z) — fr(x)| < e ist erfilllt fur k& < ko.

Sei nun k > kg. Dann ist

k() = fe@) = [[fa() = F(2) + f(2) = F(y) + F(y) = Fe(W)]]
< [fwle) = f@) |+ [1f(2) = FW)l + 1 f(y) = frly)] < e

<e/3 <e/3 <e/3
glm. Konv. glm. Stetigkeit glm. Konv.

Also ist F gleichgradig stetig.
Aufgabe: Zeige, dal F beschrankt ist.
7.7.3 Satz von Arzela-Ascoli

Es sei E C IR" (offen und beschréankt oder der Abschluf einer offenen und beschréankten Menge
M CIR"™) und F sei beschrankt und gleichgradig stetig.
Dann hat jede Folge (fi) in F eine gleichméflig konvergente Teilfolge.

Beweis:

(a) Teilfolgenauswahl nach dem Cantorschen Diagonalverfahren.
E N Q" ist eine abzihlbare Menge, dicht, d. h. EN Q™ = F = {¢1,¢2,¢3,...}
Lo (fe(€)) ist beschrinkt (im IR™): es ex. TF (f1x(£1))
2.0 (f1£(£%)) ist beschriankt (im IR™): es ex. TF (f2(£%))

02 (fro1x(€Y)) ist beschriinkt (im IR™): es ex. TF (fr(¢%)). Wir haben also:
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fir fiz fiz fia
fo1 fo2 fo3 fou
31 f32 f33 f34

Wihle nun ¢y, := fi 1.
(pr) ist Teilfolge von (f).
(k) k>t ist Teilfolge von (fy ).

i (") ist Teilfolge von (fy(£5)),
d. h. klim o (€4) existiert fiir alle [ = 1,2,. ..

(b) Konvergenzbeweis:
Sei € > 0. Dazu existiert ein § > 0 mit

lok(z) — orp(y)|| < e fur z,y € E, ||z — y|| < 0 und fiir alle k € IN

(gleichgradige Stetigkeit).
Sei D; = K(¢9,6):

ECEC| D, (da {¢} dicht ist).
j=1

Da E kompakt ist, gibt es ein p mit
E C DyU---U D, (Heine-Borel).
Zu ¢ > 0 existiert ein Index kg mit

(@) = pe@)l = llon(e) = pule’

- )
< ler(@) — er(€) + llon(€?) — ee(E) + llpe(&7) — pe(a)|
< € + e + e =3¢

—~ ~— ~~

(1) (2) (3)

Or(67) + or(€) — (&) + @u(&7) — ()|
(

Dabei gilt:

(1), da ||z — &7|| < § fiir alle k (gleichgradige Stetigkeit)
(3), da ||z — &7|| < ¢ fiir alle [ (gleichgradige Stetigkeit)
(2), da kh—>nolo or(€7) existiert.

Also ist das Cauchykriterium erfiillt, es liegt gleichméflige Konvergenz vor.

7.7.4 Beispiel: Existenzsatz von Peano

Sei S =[a,b] x R CIR* und f: S — IR sei stetig und beschrinkt.
Gesucht ist u mit
v = f(t,u) und u(a) = a. (7.3)

Das Anfangswertproblem (7.3) hat mindestens eine Losung in [a, b], d. h.
u € C([a,b]), u(a) = o und ' (t) = f(t,u(t)).

Aquivalent zu diesem Problem ist

t

u(t) =a+ /f(s,u(s)) ds mit u € C([a,b]).

a
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Beweis: Setze
up(t) =ain [a —1,qa]

(1) —a+/tf<s,un <s—i>) ds in (a,b].

Behauptung: {u,: n € IN} ist beschriankt und gleichgradig stetig.
Dann existiert eine Teilfolge u,, — u gleichméBig in [a, b].
Fir |u,(t)] < K ist f gleichméBig stetig auf [a,b] x [- K, K]

f <87unk <s - 1>> B s uls)).

ng

und

t

(1) = a+/f<s,unk (s—nlk)) ds

!
t
u(t) = a+ /f(s,u(s))ds
Beweis der Beschranktheit: Es gilt: |f(¢,u)] < M in S.
t
up(t) < \a|+/Mds <la|+M(b—a)=:K fira<t<b.

Beweis der gleichgradigen Stetigkeit: Sei 7 < ¢t. Dann ist

i oo o)) o - 2)

t
1
= /f(s, Un(s — E)) ds| < M - (t — 1) Lipschitzbedingung fiir w,,

—_———
l|<M

Also sind die u,, gleichgradig stetig.

7.7.5 Beispiel fiir den Existenzsatz von Peano

Beispiel mit mehreren Losungen:
Sei S =[0,1] x R und f wie folgt definiert:

2 firu>1
ftu) =< 2¢/|Ju] fir —1<u<1
2 firu< —1
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Gesucht ist ein w mit

FEine Losung ist

Eine andere Losung ist

Die weiteren Losungen sind
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

1

8.1 Matrizen und quadratische Formen

8.1.1 Definition: Matrizen

a1l a2 a1
a1 422 az2n
A= )
am,1 am,2 Umn
ist eine m x n-Matrix mit a,, € IR.
m ist die Zahl der Zeilen: (aml a2 ... amn) ist eine 1 x n-Matrix.

aiy

a27 . . .
n ist die Zahl der Spalten: _V ist eine m x 1-Matrix.

Qm,v

8.1.2 Rechenregeln fiir Matrizen

1. Fir C:= A+ B gilt: ¢, == au +bup.

2. Fir C = M gilt: ¢, = Aay,.

3. Sei A eine m x n-Matrix und B eine n x p-Matrix. Dann ist C := A - B eine m x p-Matrix mit

n
Cp,o0 = E :au,vbu@
v=1

firp=1,....mund p=1,...,p.

8.1.3 Transponierte Matrizen

Die Transponierte von A (siehe oben) ist

ai,1

a2
AT = '

a1n

Wenn z € IR" ist, wird oft

T

Version 184 vom 13. Februar 2006

(fEl,...

Gm,1
am,2

m,n

al‘n)
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

geschrieben. Dies ist als Spaltenvektor gemeint:

Z1
45
= .
In
8.1.4 Skalarprodukt
Y1
T _ . _ —
xy—(xl,...wn)- : =T1Y1+ o+ TpYn =T Y
Yn
ist das Skalarprodukt im IR™.
8.1.5 Matrizennorm
Sei A eine m x n-Matrix, ||.||, eine Norm im IR™ und ||.||,, eine Norm im IR"™. Dann ist

[A]l == sup{[|A - z[m: z € R", [lz]l, =1}
die von ||.||, und ||.||;, erzeugte Matrixnorm.

Beachte:
Az ||l < [|A] - ||| fir alle z € R™.

8.1.6 Beispiele
(1) Beidesmal die Euklidnorm: Zeige (als Aufgabe)

[A]l <

(2) Beidesmal Maximumnorm:
Fir y = Ax ist

Es gilt dann

n
|y,u‘ < Z |a,u,11| ’ |xzx|
v=1

—
<lzlloo
n
< (zraww) el
v=1

Also ist

n
m
Iylloo < (I{gZI%M) S [E[
v=1
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Es ist damit

n
1Al < mngl Dl
v=1

Zeige, daB fiir (x) Gleichheit gilt:

Sei
n n
m
max Y " lauu| =Y lagy|
p=1
v=1 v=1
Setze
1  wenna,, >0
T, = .
-1 wenn a,, <0
Dann ist
n
vly| = Z ‘QQ,V‘ : HJ"HOO
v=1 :'1
und damit

oM
1Al = lag,|-
v=1

Aus ® und (x) folgt insgesamt die Gleichheit bei ().

8.1.7 Definition: Quadratische Formen

Sei A eine symmetrische n x n-Matrix (4 = AT, a,,,, = a,,,). Dann heifit

Qa:R" >R, Qa(z) := 2T Az = Z Ap T uTy

pr=1
quadratische Form.
8.1.8 Bemerkung
Wenn AT = A ist, sind alle Eigenwerte A1, ..., A, reell. Man kann die Eigenvektoren S N

orthonormal wéahlen, d. h. es gilt

NONRCI ER At
0 j£k

zW ..., 2 bilden eine Orthonormalbasis des IR”".
Sei nun z € IR™. Dann gilt:

T = Zéjx(j) und Az = ij)\jaz(j).
j=1

=1

Damit ist
n

2T Az = x - (Az) = Z )\jf?.
j=1

()
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8.1.9 Definition: positiv/negativ (semi-)definit

A heifit

positiv definit >0 firz£0
negativ definit <0 firz#0
positiv semidefinit — 2TAz{>0 firz#0
negativ semidefinit <0 firz#0

indefinit sonst

alle /\j >0

alle )\j <0

<= alle A; >0

alle A; <0

mind. ein A; > 0, ein A\; <0

8.1.10 Bemerkungen

A ist positiv definit (,4 > 0)

aiy ... aik
= | S >0firk=1,2,...,n,
Ay oo Ofk
bzw. negativ definit (,4 < 0%)
(AN alk
— (-DF| : D >0firk=1,2,...,n.
ar1 ... Al

Esgilt A>0 < (—A4) <0.

Ohne Beweis.

Insbesondere ist die Matrix (fg lc’) genau dann positiv definit, wenn a > 0 und ac > b?, bzw. genau
dann negativ definit, wenn a < 0 und ac > b? ist.

8.1.11 Beispiele
(1)

A=|: | ist positiv semidefinit, d. h. A > 0.

n n n n 2
2l Az = quxl,:Z:nu-qu:<z:cy> >0
pn=1 v=1 v=1

pr=1

,=0% < Zn:a:,jzo

v=1
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8.1 Matrizen und quadratische Formen

Qa(z) = 23 + 203 + 323 — 2x129 + 22973
= (21 — x2)? + 23 + 323 4 2923

= (21— 2)* + (22 + 23) + 223) > 0

,=0“x3=0AN204+23=0A21 —29=0
sr=0cR?® = A>0.

8.1.12 Definition: Landau-Symbole
Sei £ C IR", ¢ Haufungspunkt von E, ¢: E — IR™ und ¢¥: E — 1R.

(a) ¢(x) = O(¥(x)) fir z — £ bedeutet:
Es gibt ein C' > 0 und ein § > 0 mit

[p(@)]| < C(z) inz € E,0< [z —¢&| <.

(b) ¢(x) = o(yp(x)) fiir x — £ bedeutet:
Zu jedem e > 0 existiert ein § > 0 mit

lp(z)|| < e(z)inz e E,0< |jz—¢| <é.

8.1.13 Beispiele

1. Sei p(z) = 27 Ax.
Es gilt: ¢(z) = O(||z||?) fiir z — 0.
Aquivalent ist: |27 Az| < O||z||? fiir ||z|| < 6.

2T Az|? = |z - (Az)|?
CSU
< lal® - 1 (Az)|?
< |l2l* - (Cll=[|*) = C*|l|*
= ||zT Az|| < C||z|? fir z € R™.

2. Sei f: E— IR™ stetigin £ € .
& Zue > 0ex ein § > 0 mit

If(z) = fO)| <efir |z —¢&|| <6, z€F

& f(x) = (&) =: () mit p(z) — 0 fir v — ¢
x) = f(§) = o(1) fir z — ¢
x) = f(&) +o(1) fir z — ¢
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

8.1.14 Regeln fiir Landau-Symbole

(Die Regeln unter (a) und (b) gelten sowohl fiir O als auch fiir o0.)

(a) Sei pj(x) =0 (x)) firz —&und j=1,... k.
Dann ist

k
> pi(x) = O(¥(x)) fir & — &
Jj=1

Anwendungsbeispiel:
Seien f1 und fo stetig in &. Dann ist f; + fo stetig in &,
denn: f;(x) = f;(§) +o(1) fitlr j = 1,2.

fi(x) + fa(z) = f1(§) + f2(§) +0o(1)

(b) Sei gj(z) =O0(W(x)) firz - {und j =1,...,k.
Dann gilt

(@) = miax |5 (2)]| = (@) = O((w)) fiir & — &

(c¢) Gilt p(z) = o(y(x)) fiir z — &, dann ist auch ¢(x) = O(¢(x)) fiir z — £. Dies gilt i. A. aber
nicht umgekehrt.

8.1.15 Beispiel

Sei f € C*(—r,r). Dann ist fiir z — 0

k- .
= f9%0) o fo(lzl®) , falls f € CF(—r,r)
f@—; AT T 0ge ) L alls £ e O (- )

8.2 Differenzierbare Funktionen

Fir diesen Abschnitt ist D C IR™ ein Gebiet.

Funktionen D — IR™ werden iiblicherweise mit f, g, %, ¢, ... bezeichnet.
Funktionen D — IR werden iiblicherweise mit u,v,w, ... bezeichnet.

|||l ist die Euklidnorm.

8.2.1 Definition: Differenzierbarkeit

f: D — IR™ heifit differenzierbar in x € D, wenn es eine m X n-Matrix A gibt mit
f(x+h)— f(z) — Ah = o(]|h||) fiir h — 0 (h € R™).

Aquivalent hierzu ist:
o f )~ f(r) = A

=0.
h—0 Al

Interpretation:

flz+h) = f(z)+ A-h+o(|[h]])
& ©

®: Affine Funktion von h.
©: Fehlerterm: < ¢ - ||h]| fur [|h|| < 6.
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8.2 Differenzierbare Funktionen

8.2.2 Bemerkungen
(a) Sein=m=1:

f(x+h) = f(z) = a-h+o(|h])

<= lim
h—0 h

(b) Man nennt A die Ableitung von f und schreibt f/(z) = A. Andere Schreibweise:

A= g ist die Jacobi-Matrix.
ox

8.2.3 Beispiele
(1) Sei f(z) = c konstant mit ¢ € IR™.
Dann ist f'(z) = 0 die m x n-Nullmatrix,
denn f(z+h)— f(z)—0-h=0=o(||h]).
(2) Sei f(x) = Az mit einer m x n-Matrix A.
fle+h)—fx)=A-h=A-h+o(|n]),

also ist f'(z) = A fiir x € R".

(3) Sei f(z) = 27 Az mit einer symmetrischen n x n-Matrix A.
Esist f: R" — IR. Also ist f'(z) eine 1 x n-Matrix, ein Zeilenvektor.

flx+h)— f(z) = (x+h)TA@ +h) — 2T Az
= 2T Ah + nT Az + hT An
= (zT A)h + (2T AT)h 4 KT Ah
= (2T A)h + (T A)h+ hT An

Da [T Ah| = O(||h||2) = o(||h]|) fiir h — 0 ist, ist

fl(x) =aTA42TA=22TA=2(Ax)T.

8.2.4 Satz
fi
f= : : D —=IR™
fm
ist genau dann in x differenzierbar, wenn alle f,: D — IR in z differenzierbar sind. Es gilt:
f1(x)
fllo)=1|
S ()
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Beweis: Sei A= f'(z) und a* := f ().
»= "1 f'(x) existiere nach Voraussetzung. Dann ist

[fu(@ +h) = ful@) — ah[ < [|f(x +h) - f(z) — A- bl
=o(||n|) fir h — 0, p=1,...,m

Also ist f,(x) = a.
w=" flt(:z) = a/ existieren nach Voraussetzung. Setze

1

A= : ist m x n—Matriz

If(@—h) = f(x) —a-hl <Y |fule+h) = fulz) —a* bl
p=t —o(]Ihl)
— o(||h]]) fiix b — 0

Also ist f'(z) = A.

8.2.5 Satz: Die Ableitung ist eindeutig

Die Ableitung ist eindeutig bestimmt. Ist f differenzierbar in z, so ist f auch stetig in z.

Beweis:

Eindeutigkeit: Sei

f(z+h) = fz)+ A-h+o(]n])
f(@+h) = f(x)+ B-h+o(|hl)

Subtraktion der beiden Gleichungen liefert:
R™>0=(A—-DB)-h+o(]|h]) fir h — 0, h € R"

Folgt daraus A = B?

Setze h =t-emit t € IR, e € IR"” und |le|| = 1.

Es gilt: h - 0 < t — 0.
t(A—b)e=o(|t]) fir t — 0

1
(A—B)e = ;0(‘15‘) =o(1) firt — 0
Fiir ¢ — 0 gilt dann:
(A—B)-e=0 fir alle e € IR" mit |le|| = 1.

Alsoist A— B=0,d. h. A= B.
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8.2 Differenzierbare Funktionen

Stetigkeit:

[z +h) = f@)] = [[A-h+o(|[Al])]]
I|A]l - |h]| + €|k fiir ||| < d bei vorgegebenem &
= const - ||h]| fir ||h] < ¢

IN

Setze nun y = x + h. Dann ist
1 (y) = f(@)]| < const - [l —yl| fir |z —y| <o
Also ist f stetig.

8.2.6 Regeln fiir differenzierbare Funktionen

Sind f,g: D — IR™ differenzierbar in x, so auch f +¢g, A- f (A€ R) und f-g: D — IR (Skalar-
produkt). Im Punkt = gilt:
(f+9)=f"+d
(Af) = Af'
(f-9)=f"d+g"f
Vergleiche mit den eindimensionalen Regeln (4.1.3, Seite 70).
Beweis: Als Aufgabe.

8.2.7 Kettenregel fiir differenzierbare Funktionen

Zur Wiederholung zuerst die Kettenregel im 1-dimensionalen: Seien f,g: IR — IR. Dann ist

2 Flolw)) = /'(9(@)) - o (o).

Sei nun g: D € IR®™ — G C IR™ differenzierbar in x € D und f: G — IR? sei differenzierbar in
y = ¢g(z). Dann ist f o g: D — IR? differenzierbar in x mit

(fog)(z)=f'(y) ¢(x) mit y = g(x).

Beweis: Sei ® = fog, B=¢'(x) und A = f’(y). Dann ist
gx +h)=g(x)+ B-h+o(|h]) fir h — 0

und

fly+k)=fly)+A-k+o(||k|) fir k— 0.
Esist y = g(x), y+ k = g(xz + h), also k = g(x + h) — g(z). Damit ist
Oz +h)=flg(z+h) = fly+k) = fly)+ A k+o(|k]) fir k—0

Flg(@) + A~ (g(x + 1) — g()) + o(lg(x + h) — g(a)]) fiix h— 0
D)+ A- (gla +h) — g(x)) + olllg(x + h) — g(a)]]) fiix h — 0

Auflerdem ist ||k|| = O(]|h||) fir A — 0. Dann gilt:
O(z+h) = 0(x)+ A-(B-h+o([hl])) +o(O([]) = ®(x) + A- B - h+o(]|h]]) + o([]])
=o([IR1)
=&(x) + A B-h+o(|h]) = 2(x) + f'(y)g () + o(||A])

Also ist ®'(z) = f'(y)g'(z) mit y = g(z).
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

8.2.8 Mittelwertsatz |

Sei u: D C IR®™ — IR und S sei eine Strecke in D mit Anfangspunkt a und Endpunkt b. Ist u
differenzierbar in D, so gibt es ein £ € S'\ {a, b} mit

u(b) — u(a) = u'(§)(b — a).

Beweis: Sei ¢(t) := u(a+1t-(b—a)) fir 0 <¢ < 1. Nach dem 1-dimensionalen Mittelwertsatz
(4.2.4, Seite 74) gibt es ein 7 € (0, 1) mit

(1) = (0) = ¢'()(1 - 0).
Mit der Kettenregel gilt dann:
w(b) —u(a) =v'(a+7(b—a))-(b—a).
—— —
=:£
8.2.9 Mittelwertsatz Il
Ist f: D — IR™ differenzierbar und sind a, b und S wie im MWS 1, so gilt:
F®) = fla) = J(E....&™) - (b—a).

Dabei ist
f1(€h)

/(€2

J(E, . em) = mit ¢4,..., 6™ € S\ {a,b}.

S (€M)
Beweis: Mittelwertsatz I anwenden auf f,:

fu(b) - fu(a) = f;(&u)(b - a)'

Dabei ist & € S\ {a,b} fir p=1,...,m.
Daraus folgt dann die Behauptung.

8.2.10 Definition: Integrierbarkeit von Matrizen

Seien ay,,: [0,1] = R fiir p=1,...,mund v = 1,...,n integrierbar und A(t) = (a,.(t)),

<]
Il
T

Man setzt .

/1 At) dt = / a0 (1) dt
0

0
und nennt A integrierbar. Das Ergebnis ist eine m x n-Matrix.

8.2.11 Mittelwertsatz Il

Ist f: D — IR™ differenzierbar, sind a, b und S wie im MWS I und ist
f'(a+t-(b—a)) integrierbar iiber [0, 1], dann gilt:

1

£(b) - fla) = / fla+tb—a)dt | (b—a).

0

~~

mXxn-Matrix
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8.3 Partielle Ableitungen

Beweis: Hier fiir m =1. Sei u: D — IR.
Setze p(t) = u(a + (b—a)t). Esist ¢'(t) =u'(a +t(b—a))- (b—a).
Mit dem Hauptsatz gilt dann

1
o(1) — p(0) = / (1) dt.
0
also

1
u(b) — u(a) = /u'(a Fi(b—a))- (b—a)dt.
0

8.2.12 Satz

Ist D C IR" ein Gebiet und f: D — IR"™ differenzierbar mit f’(z) =0 in D, so ist f konstant.

Beweis: Zuerst als Erinnerung fiir m =n = 1:

fy)— flx)=f'(§)y—=z)=0.
——

=0

Seien nun x,y € D und sei s ein achsenparalleler Streckenzug in D von x nach y.

Die Ecken von s seien z = al,a?,...,a" = y. Es gilt:

fla? = f@™H) M ER e (@ - =0

Daraus folgt:

k
f) = f(@) = f(d®) = fla") =) fla) = f(@ 1) =0

=2
Also ist f konstant.
8.3 Partielle Ableitungen
8.3.1 Voriiberlegungen
Sei u: D C IR™ — IR differenzierbar in x.
Dann ist
u'(z) = (a1,az,...,a,) = a
und
u(x+h) =u(z)+a-h+o(]|h]]) =u(x)+arhy + -+ anhy + o(||R]])

hi
mit h= | :

hn

Was ist dann a1?
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Setze h = (t,0,...,0). Dann gilt h — 0 genau fiir t — 0. Es ist

u(zy +t,x9,...,xn) —u(z1,...,xn) = a1 -t +o(Jt])
t - — - t
U(l‘l + y L2, axn) U(I’l, axn) —ay + 0(‘ ‘)
t t
t .. —
= al — u(‘rl + ,.’L'Q, 7'rt’VZ) U(IL’l, 7$TZ) +0(1) fur t N O
t —
=a = lim U(.%'l + y L2, axn) U(.%'l, >$n) +0(1)
t—0 t
8.3.2 Definition: Partielle Ableitung, Gradient
Sei u: D — IR, D C IR" offen und « € D. Dann heif3t
PI% w(zy, ..., Tp_1, Ty + t,a:,,;l, cey Tp) — (T, Ty)

partielle Ableitung von u nach x,. Sie wird bezeichnet mit

D,u(x) oder 36:;?,

(z) oder uy, (x).
Existieren alle partiellen Ableitungen, so heifit

grad u(z) == (u(z)(T), .., Uz, (7))

der Gradient von wu.
Bemerkung: Der Gradientenvektor ist ein Zeilenvektor.

8.3.3 Satz

Ist u differenzierbar in x, so ist
o' (r) = grad u(x).

Beweis: Oben in 8.3.1.

8.3.4 Definition: Richtungsableitung
Sei u: D — IR, D C R" offen, x € D und e € IR" mit |le| = 1. Dann heifit

ou, . ulx+te) —u(x)
e (@)= fim t

die Richtungsableitung von u in Richtung e.

Spezialfall: Fiir e = e” ist 55 = S

8.3.5 Satz

ou

Ist u: D — IR in z differenzierbar, so existieren alle Richtungsableitungen 2 (z) und es ist

ou

%(ac) = e - grad u(z).

206



8.3 Partielle Ableitungen

Es gilt dann:

ou
—Ilgradu(z)|| < -(2) < || grad u(z)|.
Falls grad u(z) # 0 ist, so ist Gleichheit nur fiir
grad u(z)
e=+t—"—"".
| grad u(z)]|

Beweis: wu ist differenzierbar. Damit ist
w(z +h) =u(z) +u'(z) - h+ o(||h]]) fiir h — 0.
Setze h =t-e mit e € R", |le|| = 1 und ¢ € IR. Damit ist
u(x + te) — u(z) = tu'(z)e + o(Jt]) fiir t — 0
u(z + te) — u(x)

t
ou

~ e

=u'(x)-e+o(1) fir t — 0

(r) =/ (z) e =gradu(z) - e

Beweis der Ungleichung:

ou CSU

— =gradu-e < | gradul - ||

de ~
=1

) CsuU
a—u:gradu-e > —| grad ul|.
e

Falls grad uw # 0 ist, gilt:

43

, = ¢ <= gradu und e sind linear abhangig
<= e = Agradu mit A € R.

Fiir positives A liegt rechts, fiir negatives A liegt links Gleichheit vor. Es ist also A = 4+ —L—

[ gradu]| -
8.3.6 Satz
Ist f: D CIR™ — IR™ differenzierbar, so ist
grad f1(z) % o %
, grad fa(x) 8731 8?”
fiz) = . = : :
’ fm A fm
grad fim () o2y oz

Beweis: Ohne.

8.3.7 Beispiele
1. Sei u(z,y) = e* cos(y — ). Dann ist
Uy = e*cos(y —x) + e*(—sin(y — z)) - (—1) = e*(cos(y — x) + sin(y — x))

und
uy = —e”sin(y — ).

Frage: Ist u nun differenzierbar?
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

2. Sei

U(.’L’,y) - {

o existieren in (0,0). Es ist

v’ und u sind unstetig in (O ())
Alle Rlchtungsableltungen

ou 0
%(070) - {a2

b
denn fir e = (£1,0) ist

2

z~
Y

0

iir |y| > 22

sonst

fir e = (£1,0)
fir e = (a,b), a®> + 0> =1,b#0

)

u(£t,0) ~u(0,0) _0-0 ...
n t
und fiir e = (a,b) mit b # 0 ist
a?t?
u(at,bt)t u(0,0) _ fiir kleines |¢|
2

Zeige nun, dafl v in (0,0) nicht stetig ist:

Es ist u(z,0) = 0 und u(z,22?) = 2“;22 =1

Also ist w nicht stetig und damit nicht differenzierbar in (0, 0).

8.3.8 Satz

Existiert grad w von u: D — IR und sind u,, . ..

Beweis: Sei h = (hi,...,hy) und ¥ = (hq,...
Insbesondere sind dann:
hY = (0,...,0)

h' = (h1,0,...,0)
h? = (h1, ho,0,...,0).
Es gilt dann:

u(x + h) —u(x) — grad u(zx

, Uz,

im Punkt z stetig, so ist u in x differenzierbar.

 hu,0,...,0).

h= Z

z+h) —u(z+h ) —uy, (2)h,

hyuz, (2+€v)

_Zh um,,SU-I-gl,) uzy( )]

Sei € > 0. Dazu existiert (Stetigkeit des Gradienten) ein 6 > 0 mit

| grad u(z)

Setze nun y = x + h mit ||h]| < §. Dann ist

|u(z + h) — u(z) — grad u(

Also ist v/ (z) = grad u(z).
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8.4 Hohere Ableitungen

8.3.9 Bemerkungen
Sei u: D C IR™ — IR differenzierbar im Punkt xz. Dann gilt
u(z + h) = u(z) +u'(z) - h + o(||h]]).
Fir n =1 ist z = u(x) + v/(z) - t die Gleichung der Tangenten an den Graphen an der Stelle x.
Fir n > 2 ist
z=u(a)+u'(a) - (x — a)
die Gleichung einer Hyperebene im IR"*! = IR™ x IR.
To:={(z,2) e R" x R: z=u(a) + v (a) - (x —a)}

ist eine Tangentialhyperebene. Fiir diese Ebene gilt

(z = u(a)) —v'(a) - (z — a) =

Setze nun
Uy (a)
v= : e R".
_uivn (a’)
1
Fir (z, z) € T, gilt nun
T — a1 1 — a1
v- : =0, v ist orthogonal zu
Tp — A, Ty — G,
z —u(a) z —u(a)

Also ist v Normalenvektor zur Tangentialhyperebene.

8.4 Hohere Ableitungen

8.4.1 Definition: Stetig differenzierbar

Sei u: D — IR mit D C IR" offen, Gebiet. u heifit stetig differenzierbar, wenn ug,, ..., us, in D
stetig sind: u € C1(D). f: D — IR™ heift stetig differenziervar, wenn fi,..., f,, € C'(D) sind:
feCYD,R™).

8.4.2 Definition: Mehrfach stetig differenzierbar

u: D — IR heifit k-mal stetig differenzierbar, geschrieben: v € C¥(D), wenn alle Ableitungen
Dj, - Dj, ... Dju fiir ji,..., 7, € {1,...,n} in D stetige Funktionen sind.

8.4.3 Beispiele

1. Esist z. B. D1Dou = (Ugy )z, =: Uy,
und D3D7Dgu = ((Ugy)wr )z =: Uzyzrzs-

2. Sei u(z,y) = 2% — €*¥. Dann ist

Uy = 2 — ye*? uy = —xe*?

Ugy = 2 — 2™ Ugy = —e™Y — xye™
2y I - T Ty

Uyy = —x“€ Uyy = —€ xye™.
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

8.4.4 Satz von H. A. Schwarz (1. Version)
Sei D C IR? offen, u: D — R, u € C*(D) und uy, existiere in D und ist stetig in (a,b) € D.

Dann existiert auch wyz(a,b) = ugy(a,b).

Beweis: Fiir (a,b) = (0,0):
Es gilt

R(x,y) = (u(z,y) —u(z,0)) = (u(0,y) — u(0,0))
=z [ug(§,y) — uzr(&,0)] mit & aus dem MWS zwischen 0 und x
=Y Ugy(§,m) mit n zwischen 0 und y (MWS)

Daraus folgt:

R(z,y) u(z,y) — u(z,0) — u(0,y) + u(0,0)

uay(6.) = 2 = -
_ 1 (u(z,y) —u(z,0)) — (u0,y) — u(0,0))
€T )
Fiir y — 0 ist damit
1
(g (,0) — 1y 0,0))
und danach fir z — 0:
— Uy, (0,0)

Dabei geht die linke Seite wegen der Stetigkeit von u, , gegen gy (0,0).

8.4.5 Satz von H. A. Schwarz (2. Version)

Ist u € C*(D), so ist
DlejQ...Djku fur ji,...,Jk € {1,...,71}

unabhéngig von der Reihenfolge der Differentiation.

Beweis: Als Aufgabe.

8.4.6 Definition und Regeln: Multiindex

p € IN( heifit Multiindex. Es gilt:

p= (p17p27 o 7p’n) mit DPv S NO
Ip| :=p1 +p2+ -+ py ist die Lange von p
pti=pi!-pal---pn!

Fir x € R" gilt:

D . P1,.P2 Pn
R R .
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8.4.7 Definition: Polynom, Taylorpolynom

P i =
E apx? mit festem k und a, = ap, .. p,
Ip|<k

ist ein Polynom in x € IR".
Z.B.ist firn=2
2 2
apo + a10x1 + ap1T2 + a2y + a11T1T2 + ap2x;.

Sei nun u € C*(D) und p € IN} mit der Linge |p| = k.
Dann bedeutet
A B oFu
oxP ozt oxb? ... Oxhr

differenziere pi-mal nach xq,
differenziere ps-mal nach xs,

differenziere p,-mal nach x,.
Sei nun u € C*(D) und a € D. Dann ist

Ti(z;a) = Z cp(z —a)?
lp|<k
mit
1 olly
Cp = a . a:[;p a

das k-te Taylorpolynom von w an der Stelle a.

8.4.8 Satz von Taylor
Ist w € CF(D) und ist a € D, so gilt:
lu(z) = Ti(x; a)| = oz — a||*)

fir z — a.

Beweis: Wiéhle r > 0 so, dafl K(a,r) C D ist. Sei dann =z € K(a,r).
Setze
o(t) =ula+t(x—a)) fir 0 <t < 1.

Es ist o € C*([0,1]). Damit ist nach dem eindimensionalen Satz von Taylor (4.4.5, Seite 87):

0o By .
go(l)zzgpﬂ( )14+(pk!( )1k mit 0 <7 <1

P(0) , ™ (r) —eM(0)
17 k! '

Mit Induktion (wird weiter unten gezeigt) gilt dann:

O o
%(t) - |Z—:e; ' %(aﬂ(fﬂ—a))(w—a)p- (8.1)
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Wenn (8.1) gilt, dann folgt:

k 1 o
_ —a)P
u(x) —Z Z H : @(a)(l’ a)
=0 |p|=¢
1 [0k oFu
(22 _g)) - 22 —a)P
+ 2 kp! (81"1’ (a+7(x—a)) 81:19(&)) (x —a)
p:
= Ti(z;a) + Ri(z;a).
Es gilt:
1 |0%u ok
|Ri(z50)] < |Z o | or Sola+7(z—a) - 5P —(a)| - ||z —a|*,
p|l=k
weil

2] = g B < e =
Sei nun € > 0. Dazu existiert (wegen der Stetigkeit) ein § > 0 mit

oFu oku
B p( a+h)—>—(a)

< e fur [|h|| < 6.

Fir ||z — al| < ¢ gilt dann:
|Ri(x;a)| < e||z — al)’ - (#Anzahl der Summanden).

Beweise nun die Gleichung (8.1): Hier fiir a = 0.

{=1: Es ist '
p(t) = u(tx)v
b= l+1<k:
g0(@-{—1) (t) _ 1
(£+1)! {+1
1 1
- - p
T+ zl: p! Z_: O0x, (9$P v
n 1 €+1
R I R AR

mit e”, dem v-ten Einheitsvektor. Es gilt:
p+e’|=|pl+1=£¢+1.
Sei nun ¢ ein Multiindex der Lange ¢ + 1. Dann ist
M, = {p: |p| =€ und g = p+ €” fiir ein v}.

Mit

1 v+ 1 v 1
Y=Y & Sy
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8.4 Hohere Ableitungen

gilt dann:

(e+1) 1 §%1ly
G = T 2 X e
\ql {41 pEMy
1 1 a@—i—l
=— > = (tz)z9(¢ +1)

|
f+1 i q!  Oxd
1 a@Jrlu
= Z 4 0w (tx)xl.
lgl=t+1

8.4.9 Spezialfall fiir den Satz von Taylor

Sei u € C?(D) und a € D. Dann ist

a) + Z Uy, (@) (zy — ay)
v=1

+ % Z Uz, x,, (a)(xV - a’/)(x“ - a'“)

pr=1
+ ol — al).
8.4.10 Definition: Hesse-Matrix
Fiir u € C?(D) heifit
ul‘11‘1 lexz e uﬁll‘n
Hy(a) :== : t ] (a)
Ugpzr Uzpzeg -+ Uz,z,

Hesse-Matriz. Hy ist symmetrisch, da ug,z, = ug,z,-
Setze man Q,(h) := kT H,(a)h, dann gilt mit Taylor:

u(a+h) =u(a) +u'(a) - h+ %Qu(h) + o(||h]?).

8.4.11 Definition: Extremum

Seiu: D — R.a € D C IR™ heifit Stelle eines Maximums bzw. Minimums (zusammen: Extremums)
der Funktion u, wenn

u(z) < wu(a) bzw. u(z) > u(a) fir alle ||z — al| < 4.
8.4.12 Satz
Seiu: D — IR und a € D.
(1) Ist a Stelle eines Extremums und existiert u/(a), so ist u'(a) = 0.

(2) Ist sogar u € C%(D), so gilt im Falle eines Maximums bzw. Minimums, dafi H,(a) negativ bzw.
positiv semidefinit ist.
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Beweis:
(1) ¢(t) = u(a1+t, ag,...,a,) hat Extremum fiir t = 0, d. h. ¢/(0) = 0 = uy, (a), also ist u/(a) = 0.

(2) Gilt:

Minimum: ¢”(0) <0 uzya,(a) <0,

Maximum: ¢”(0) >0 g4, (a) >0
Z. B. fiir das Minimum: Sei ||| < d:

u(a) < ufa+h) = u(a) + o (a) -+ Qulh) + of[[1]P)
——
=0

1
= iQ“(h) +o(||R]|*) > 0 fiir ||| < 6.

Wahle nun e € IR™ und setze h = te mit kleinem ¢ € IR. Dann ist

o<

N =

Qu(te)m(uteyy?):\tf/(;@u(e)ﬂu)) fiir £ — 0

>0

>0
Fiir t — 0 ist damit dann Q,(e) > 0 fir e € IR", d. h. @, ist positiv semidefinit.

8.4.13 Satz

Sei u € C*(D), a € D, v/(a) = 0 und Hy,(a) positiv bzw. negativ definit. Dann ist a Stelle eines
Minumums bzw. Maximums.
Ist H, indefinit, so liegt in a weder ein Maximum noch ein Minimum.

Beweis: Sei ), positiv definit. Dann ist

u(a+ 1)~ u(a) = S Qu(h) + ol I]P)

~—— a 5
o H<g I

> (a - %) 1A]12 > 0 fiir 0 < [|h]| <
Also ist in a ein Minimum.

8.4.14 Beispiele

(1) Sei u(z,y) = 2% — 2. Dann ist u, = 2z und u, = —2y. v’ = 0 gilt genau fiir (z,y) = (0,0).
Es ist uze = 2, ugy = 0 = Uy, und uyy = —2.

Also ist H, = 3 _02) H,, ist indefinit.

Also gibt es keine Extrema.

(2) Sei u(x,y) =xy(l —z — zy).
Dann ist uy = y(1 —z —y) + 2y(—1) = y(1 — 22 —y) und uy = 2(1 — 2y — ).
Uz = 07 Uy = 0 <= (a:,y) S {(070)7 (170)7 (07 1)? (%’ %)}
Es ist uze = =2y, uyy = —27
und Uzy = Uy, = —27 — 2y.
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8.5 Implizite Funktionen und Umkehrfunktionen

H,(0,0) = <(1) (1)) ist indefinit.

:;) ist indefinit.

) ist indefinit.

2 _1

3 %) ist negativ definit, also liegt ein Maximum vor.
3 3

(3) Sei u(x,y,2) =22 +y* —ay —a+ 2% — 2
Es sind dann

Y, =2z2—1=
Es ist (um’u?ﬁuz) = (07070) fiir (xayv Z) = (%7 %? %)
2 -1 0
und H, = | —1 0| ist positiv definit,

2
0 2
1
2

0
. . 2 1 . ..
also liegt in (g, 35 ) ein Minimum vor.

8.5 Implizite Funktionen und Umkehrfunktionen

8.5.1 Beispiel

Die Gleichung x¥ = y* hat fiir x,y > 0 z. B. folgende Losungen:
y==c

r=4, y=2

y=4, =2

Gibt es weitere Losungen?

8.5.2 Schreibweisen

Im Folgenden ist IR™*" := IR" x IR™. Fiir <';> oder (z,y) ist z € R"™ und y € R™.

8.5.3 Satz iiber implizit definierte Funktionen

Es sei U = K(2,r) CIR” und V = K(3°, 0) C R™.
AuBerdem sei f: U x V — IR™ mit f(2°,9°) = 0 gegeben.
f sei stetig,

on  on
ayl o 8ym
fy = : :
Ofm Ofm
o1 Oym

sei stetig und det f, (2%, y°) # 0.
Dann gibt es Kugeln Uy = K (2°,79) und Vo = K(3°, o), sowie eine stetige Funktion g: Uy — Vo
mit

{(.’L‘,y): T e U07 Yy € ‘/07 f(x,y) :0} = {(xhg('r)) YIS UO}
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Ist f, stetig, so ist g € C1(Up, IR™) und in Uy ist
g'(x) = —(fyla,9(x) 7" - fulz, g(z)).

Beweis: Sei OBdA zp = 0 € IR" und 4° = 0 € IR™ (sonst betrachte f (204, y0+y) = f(z,y) = 0).
Setze

A= (f£,(0,0)7".
Dann ist
f(xvy) =0 <~ y:y—Af(J:,y) = F(xvy)

Beachte: Es ist £'(0,0) =0 € R™ und F,(0,0) = 0 ist (m x n)-Nullmatrix.

Wihle nun Up und Vj so, daB ||F(z,0)|| < 00/2 fiir x € Uy ist (dies ist wegen der Stetigkeit von F
moglich), und daf || F(z,y)| < 3 ist fiir (z,y) € Uo, Vb.

Eindeutigkeit von g:

Zeige: Zu x € Uy gibt es hochstens ein y € Vp mit f(x,y) = 0.

Annahme: Es gibt y, z € Vo mit f(z,y) = f(z,2) = 0. Es gilt dann:

y=F(z,y)
z=F(x,z)
Nach Subtraktion gilt dann:
y—z = Fla,y)—F(z,2)

1

/Fy(:v,ty F(—B)2)dt| - (y— 2).
0

MWS III

Daraus folgt dann:

1
ly — | < / Fy(a,ty + (1— 0)2) d]| -y — 2]
0 IlI<2
< Liy—2
—|ly — =
=9 () s

also ist y = z.
Existenz von g:
Setze
M = {u: u ist stetig in Uy, u: Uy — Vp, u(0) =0}.

Definiere folgende Metrik auf M:
d(u,v) := sup {[|lu(z) —v(z)||: z € Uo}.

Anmerkung zur Definition dieser Norm:

Sei B = {u € C(up,IR™): u(0) = 0}.

Auf B ist folgende Norm definiert: ||ul|oo := sup {||u(z)|: = € Up}.
B ist ein Banachraum.

M ist abgeschlossene Teilmenge von B mit d(u,v) = ||[u — v||cc-

216



8.5 Implizite Funktionen und Umkehrfunktionen

Also ist M vollsténdig.
Definiere nun eine Kontraktion 7" auf M:

' {u eEM —Tu
| (Tu)(z) = F(z,u(x))

Zeige nun:
1. T: M — M, T ist Selbstabbildung

2. d(Tu,Tv) < 3d(u,v), T ist eine Kontraktion.

Dann gibt es nach dem Banachschen Fixpunktsatz (7.5.5, Seite 176) (genau) ein u € M, stetig mit
u="Tu, d. h.
u(z) = F(z,u(z)) = u(z) — Af (z,u(z))
<~ f(z,u(z)) =0 in Up.
Setze dann g = .

Beweise nun, dafl T' eine Selbstabbildung (1) und Kontraktion(2) ist:

(1) a(z) := (Tu)(z) = F(z,u(r)) ist wohldefiniert, da ||u(x)|| < oo ist, und da F'in Uy x V definiert
ist.
Es gilt: u(0) = F(0,0) = 0.
u ist stetig.
Ist ||u|| < 0o, d. h. gilt u: Uy — Vi?
[a(2)|| < |[F (2, 0)[| + [|F(z, u(x)) — F(z, 0]

1
< S+ 5lut@) = o)l < 0.

(2) Beweis der Kontraktion:
Seien u,v € M, 4 =Twu und v = Tw. Dann ist

fir alle x € Uj.
Also ist d(@,v) < 1d(u,v).

Differenzierbarkeit von g (zunichst in z = 0). (Es ist F' € C'(Ug x Vo, R™))
Es gilt die Approximation
F(z,y) = F2(0,0)x + of[|(z, y)[|) fir (z,y) — (0,0).

Beachte dabei, da8 F}(0,0) = 0 ist.
Insbesondere gilt:

g(x) = F(z,9(z)) = Fu(0,0)x + o([[(z, g(x))[],

also ist g(x) = O(||z||) fir z — 0.
Es ist dann
9(x) = F;(0,0)z = o(||(x, g(x))||) = o([l[]) fir z — 0

9(x) = g(0) = F(0,0)z = o(||z]]),
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

d. h.
g/(O) = +Fx(070) = _Afz(oa()) = (fy(oﬁg(o)))_lfr(oa9(0))'

Also gilt die Behauptung fiir z = 0.
Differenzierbarkeit von g fiir £ € Uy: Es ist zu zeigen:

9(€) = —(fy(& 9(€) ™ ful&, 9(9)) fiix € € Up.

Die Rolle, die (z°,4") gespielt hat, kann jeder Punkt (£, g(¢)) iibernehmen.

8.5.4 Beispiel

Fir n = 2 und m = 1. Die Gleichung
sin(z + z) +sin(y + 2) = =z

ist in einer Umgebung von (z,y) = (0,0) in der Form z = g(z, y) aufzulésen, wobei g(0,0) = 0 ist.
Uberpriife die Voraussetzungen: Es ist f(z,y, z) = sin(z + 2) + sin(y + z) — 2.

£(0,0,0) =0

Auflerdem ist f,(z,y,2) = cos(z + z) + cos(y + z) — 1

£(0,0,0) =1+1—1=10.

Also existiert eine Funktion g: Uy — Vp mit g(0,0) = 0 und f(z,y, g(x,y)) = 0 fiir alle (z,y) € Up.
Dabei ist Uy = K((0,0),79) € IR? und Vy = (—o, o).

Berechne nun g,(0,0) und g¢,(0, 0):

Esist f(x,y,9(z,y)) = 0 in Uy. Differenziere nach z und y.

Dann ist

fe+fo9:=0

und

Jy+ fzr9y=0.
In (z,y) = (0,0), z = 0 gilt dann:

1-9.(0,0) = —£2(0,0,0) = —cos(0+0) = -1
1-94(0,0) = —f,(0,0,0) = —cos(0+ 0) = —1.

8.5.5 Satz uber die Umkehrfunktion

Sei f: D — IR™, D C IR™ Gebiet, f € C1(D,IR").
Auflerdem sei £ € D und det f/(£) # 0. Dann gibt es in einer Kugel Vy = K(n,r) eine Umkehrfunk-

tion g von f mit g(n) = &.
g ist dadurch eindeutig bestimmt und es gilt:
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8.6 Extrema mit Nebenbedingungen

Beweis: Setze F': D x R" — IR" mit F(z,y) := f(z) — y.
F e CYD x R",IR™) und F(&,n) = 0.

Fi(z,y) = f'(x), also ist det F,.(¢,n) = det f/(§) # 0.
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existiert Vy sowie g € C*(Vp, R™) mit

gn) =¢

und

F(g9(y),y) =0 fur alle y € V.
Es gilt:
floy) —y=0,g=f"inV

flo(y) =y
f9)-¢'(y) = I = diag(1,...,1).

Daraus folgt die Behauptung fiir ¢'(y).

8.5.6 Definition: Diffeomorphismus

Eine bijektive C'!'-Funktion f: D — G mit f~! € C1(G,R") heiit Diffeomorphismus.

8.5.7 Satz uiber die Gebietstreue
Ist f € CY(D,IR") mit einem Gebiet D C IR™ und regulirem f’(z) in D, so ist f(D) wieder ein

Gebiet. (f’(z) ist reguldr, wenn die Determinante ungleich Null ist.)

Beweis: G = f(D) ist zusammenhéngend, weil D zusammenhéngend und weil f stetig ist.
Sei nun n € G = f(D) und n = f(&).

Da det f/(£) # 0 ist, existiert eine Kugel Vo = K (n,r9) sowie f~': Vg — D.

Es gilt: Vo C f(D), n ist innerer Punkt, beliebig.

Also ist f(D) = G offen.

8.6 Extrema mit Nebenbedingungen

8.6.1 Allgemeines Problem

Sei D C IR" ein Gebiet, f: D — IR und g: D — IR™ mit m < n.
Gesucht sind Maxima bzw. Minima von f auf

M ={z: g(z) =0}.

Extremum von f unter der Nebenbedingung g = 0.

8.6.2 Konkrete Probleme

(a) A sei eine symmetrische n x n-Matrix.
Maximiere bzw. Minimiere x7 Az auf der Menge {xz: |z| = 1}.
Hier: f(z) = 27 Az, D = R", g(z) = ||z||* — 1.

(b) Maximiere x1z3...x, unter der NB 1 + - -+ + z, = n, alle z, > 0.
Hier: f(z)=x1...2p, g(z) =214+ +2xp—n, D={x: 21 >0,...,2, > 0}.
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8 Mehrdimensionale Differentialrechnung

8.6.3 Lagrangesche Multiplikationsregel

f € CY(D) habe in ¢ € D ein Extremum unter der Nebenbedingung g(x) = 0, wobei g € C1(D,IR™)
und rg ¢’ (§) =m, m < n.
Dann gibt es ein A° € IR™ mit: Die Ableitung von

H(z, A) == f(x) = A-g(x)

H: D x R™ — IR verschwindet in (£, \?).
A0 heifit Lagrangemultiplikator.

Beweis: Sei rgg/(§) = m. Dann enthélt die m x n-Matrix eine reguldre m x m-Matrix. Nach
Umnumerierung sei OBdA (g%) . regulér.
v l'lqui

Schreibe x = (y,z) und £ = (1, (). D;Lbel ist y = (x1,...,2m) € R™, 2 = (Tymt1,...,2y) € RP™,
ne€IR™und ( € R"™ ™.

Es ist g(y, 2z) =0, g(n,¢) = 0 und g,(n, ¢) regulér.
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es eine Kugel U = (¢,7) € R" ™ und h € C1(U,IR™)

mit
g(h(z),z) =0in U
9(y,2) #0 fiir z € U, y # h(z)
®(z) = f(h(z),2), definiert in U, hat Extremum in z = ¢ € U, also
() = 0.
Es ist ®'(2) = fy(h(2),2) - h'(2) + f.(h(2), 2) und g(h(2),2) =0 in U.

= gy(h(2),2)- H(2) +g.(h(z),2) =0
—_—

mxn-Matrix mx(n—m)

9y (h(C),C) = gy(n, () ist reguliir.
Mit Einsetzen von (2) in (1) ergibt sich

W(Q) = (g99(n, Q)" - g=(n,¢)
—fy(0,0) - (95, O)) g0, ) + f2(n,¢) =0
—fy(©) - (9y(€) g2 (&) + f2(§) =0

Setze (AT := —f,(€) - (g4(€))~* € R™. Daraus folgt dann:
f-+ Mg, =0in ¢

fy+)‘09y:01n£

8.6.4 Beispiel

Maximiere bzw. Minimiere 27 Az unter der NB ||z||? =

(1) S*~ ! = {||z||?> = 1} ist kompakt.
Also existieren Maximum und Minimum von z1 Az auf S?—1.
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(2) Setze
g(z) = ol —1= (Z) -1
v=1

Esist m =1 < n,
d(z) = (2x1,2x9, ..., 22,) # 0 auf ™!

und rg¢'(z) = 1.

(3) Es ist

Dann ist

n n n
! ..
H,, = Zag,,xl, + Za,wa:“ — 2z, =2 <<Zagyaﬁy> - /\:c@> =0firpo=1,...,n
v=1 pn=1 v=1
n

Hy=Y a2 -1=0

v=1

— Az —dr=0und |z]*=1

Minimum und Maximum von 27 Az werden nur in Eigenvektoren auf S”~! angenommen. Dabei
ist A der zugehorige Eigenwert.

mir{,ma%c 2T Az € {JJTA:L‘I re Sz Eigenvektor}
Sn— Sn—

max, min z’ Az =gréfter bzw. kleinster Eigenwert.

8.6.5 Praktisches Vorgehen

Gesucht: Extremum von f(x) unter der NB g(z) = 0.
1. Ansatz: H(x,\) := f(z) + Ag(z).
2. Ableitung berechnen und gleich 0 setzen:
Hy=f +X =0 Hy=g=0
Dies sind n + m Gleichungen mit n + m Unbekannten.
3. Auflésen nach (x, A). A nicht unbedingt explizit erforderlich: Losungen (&, \).

4. Ist rg ¢’(§) = m? Hat f unter NB {iberhaupt Extrema? Wenn ja, suche unter den Werten
f(€).
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8.6.6 Beispiele
1. Maximiere zqx2 ...z, unter der NB 1 +zo + -+ x, =n (z1,...,2, > 0).
Esist f(z)=a1...2p, 9(x) =214+ -+ 2, —nund D ={z: 2, >0 firv=1,...,n}.
Ansatz:
Hzx,\N)=z1...2n+ XNa1+ -+ 2, —n)
Hy, :u+AéOfﬁrallej
Ly

Hy=x1+~4+z,—m=0

Alsoist 1y =29 =--- =z, =1,da 21+ --- + 2z, = n ist und alle x,, gleich sein miissen.

Esist £ =(1,...,1). Ist
f(§)=1---1=1= Maximum unter NB?

Esist ¢'(z) =(1,...,1) #0 und rgg'(z) = 1 = m.
Existenz des Maximums:

{z:z1+ +xp=n,21,...,2, >0}

ist kompakt. Darauf hat f ein Maximum. Es wird nicht angenommen, wenn ein x, = 0, also
angenommen, wo alle x,, > 0 sind, also in D.

2. A sei eine n X n-Matrix mit

n
2 _
E Ay, =N

pr=1
Gesucht ist A, so dafl det A maximal wird.

(a) {(a11,..-,01n,021,-..,G20, ..., Qn1,...,0np): ay, v € IR} = R®*)

n
(b) {au.,: > a’, =n} ist kompakt.
H,r=1
(c) A det A ist stetig. Somit existiert das Maximum.
)

n
(d) Es gilt det A= )" a;rAji (LaPlace’scher Entwicklungssatz).
k=1

n

(e) Setze f(A) =det Aund g(A) = > afw —n.
p,v=1

Ansatz:

H(AN) =det A+ X | Y a2, —n

H,r=1
n n
:ZajkAjk+)\ Z a,—n
k=1 p,rv=1
OH - 8ajk
Baze Baje I +2Aaje = Aje+ 2Aaj0

Aje = —(2N)ajq

n n
det A = Z ajrAje = —2X Z a?z
=1 =1
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firj=1,...,n.

Dann ist
n-det A= -2\ ZZaﬂ =n(—
(=1 j=1
det A = —2\.
Es gilt:
) A At
— . _ -1
det A
Ain ... Apn
-2\
AT = A7t A7t = AT
det A

A ist Orthogonalmatrix, also ist det A = 1.

8.6.7 Satz

n
Unter allen n x n-Matrizen mit > alQW = n haben genau die Orthogonalen maximale Determi-

H,r=1
nanten det A = 1.

Hadamardsche Determinantengleichung: Sei A eine n x n-Matrix:

(det A ﬁ

n

n
=*“ genau dann, wenn ) a;rag = 0 ist fiir j # £.
k=1

Beweis: Ist o.k., wenn det A = 0 ist.
Sei det A > 0 und setze

n
_2 : 2
— a]k

k=1

Es ist S; > 0. Setze

Dann ist

> b =n = (detB)?

jk=1

det A)2 = 5% - 22(det B)®> < 22 - &2,
( ) 17Ty 1 n

Gleichheit ist dabei genau fiir orthogonales B. Rest als Aufgabe.
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9 Kurvenintegralel

9.1 Riemann-Stieltjes Integrale

9.1.1 Feste Bezeichnungen, Riemann-Stieltjes-Summe

[a,b] € IR ist ein Intervall. Z = {to,t1,...,t,} ist Zerlegung von [a,b] mit a =ty <t < -+ < tp, =
b. 7= {71,..., T} ist ein passendes Zwischenpunktsystem mit ¢t;_; < 7; < t;, f,g: [a,b] — IR sind
Funktionen und

m
Z T, f7 Zf g(t]—l)]
7j=1
ist Reimann-Stieltjes-Summe fir f,g.
Bemerkung: Fiir g(t) =t ist die Riemann-Stieltjes-Summe eine Riemannsche Zwischensumme.

9.1.2 Definition: Riemann-Stieltjes-Integral

f heiflt integrierbar beziiglich g und
b

Z/fdg

a

heifit Riemann-Stieltjes-Integral von f beziiglich g, wenn gilt:
Zu jedem e > 0 gibt es ein § > 0, so daf3

’U(Zava7g) _A’ <e

fir alle Zerlegungen Z mit |Z| := ma 1X(t —tj—1) < 0 und alle Zwischenpunktsysteme .
j:

9.1.3 Bemerkung

Fiir g(t) = t ist das Riemann-Stieltjes-Integral gleich dem Riemann-Integral.

9.1.4 Beispiel
Seien f,g: [-1,1] — IR, f stetig in t = 0 und
a in [—1,0
o=1° b0
8 in [0,1]
Behauptung:

1
/fdg=f<0>-<6—a>
21

Version 184 vom 13. Februar 2006
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9 Kurvenintegrale

Beweis: Sei Z Zerlegung und 7 Zwischenpunktsystem. Wahle j so, dafl ;1 < 0 < ¢;. Dann ist

o(Z,7,f,9) = f(75) - [9(t;) — g(tj-1)] = [B — ] - (f(0) + f(7;) — f(0))

Sei € > 0. Wahle 6 > 0 so, daf3
lf(T) — f(0)] < e fir |7] <.
Fir |Z| < 0 gilt dann:
o(Z,7,f,9) = (B—a) fO)| <[B—af e

9.1.5 Cauchykriterium

b

[ f dg existiert genau dann, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt mit
a

0(Z,7.f,9) —0(Z', 7. f.9)l <e
fir alle Z, Z/, 7 und 7/ mit |Z]| < § und |Z'| < §.

Beweis:

»="1 Wie immer.

»<=": Wihle Folgen (Z,) und (7(™) so, da8 |Z,| — 0.
Es ist
oni=0(Zp, 7™, f,g) € R.

(0m) ist Cauchyfolge in IR. Also ist 0, — A € R.
Sei € > 0 und Z beliebig mit |Z| < § und ZPS 7.
Aus (9.1) folgt dann fiir Z und Z,, mit |Z,| < ¢:

lo(Z, 1, f,g9) — O'(Zn,T(n), fi9)| <e.
b
Fiir n — oo ist dann |o(Z, 7, f,g) — A] < ¢, also ist A= [ fdy.
9.1.6 Eigenschaften des RS-Integrales
(a) f-Linearitat:

b b b
/(alfl+0é2f2)d9=a1/f1d9+0é2/f2d9

(b) g-Linearitét:
b

b b
/fd(oa1g1 + asga) = Oé1/fdg1 +a2/fdgg

a

(c) Existiert

so existiert fiir [c,d] C [a,b] auch
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9.1 Riemann-Stieltjes Integrale

(d) Es gilt:
b c b
/fdg:/fdg+/fdg-
Beweis:
(a) v
(b) v

(c) Sei e > 0. Wahle dazu 6 > 0 so, dal (9.1) aus dem Cauchykriterium gilt.
Waihle nun eine Zerlegung Z von [c, d] mit ZPS 7 und |Z] < 6.
Ergiéinze nun Z zur Zerlegung Z von [a,b] mit | Z| < 4.
Ergénze entsprechend 7 zum ZPS 7 von [a, b].
Wiahle nun Z; wie Z, 7 wie 7.
Erginze Z; und 7 genauso wie Z und 7 zu Z; und 7). Dann ist

0(Z,7. £,9) = 0(Z1, 7Y, f9)l = |0(Z,7, f,9) — 0(Z1,7V, fg)] <e,
d. h. das Cauchy-Kriterium ist fiir [c, d] erfiillt.
(d) Aufgabe.

9.1.7 Partielle Integration

Zuerst noch einmal fiir das Riemann-Integral. Es ist

b b
/f’-gdt.
a a

b
Fiir das Riemann-Stieltjes-Integral gilt: Existiert [ f dg, so existiert auch
a

b
/fdg.

Beweis: Sei Z Zerlegung und 7 ein Zwischenpunktsystem.

/bf-g’dtzf-g

b

/g#zfyZ—

a

m m—1
o(Z,7.9,f) = Zg () — fti-)]l =D a(m) f( 9(mjs1)f
j=1 J=0
== > Ft)lg(rin) — 9(73)] — 9(70) £ (to) + 9(Tm11) f (tm)
j=0

b
= _U(ZlvTI7f7g) + fg

a

Dabei ist 19 = tg und 71 = tps.

Damit ist Z' = {70,...,Tm+1} Zerlegung und 7" = {tg, ...t} ZPS.
Sei € > 0. Wahle 6 > 0 so, daf3
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9 Kurvenintegrale

fiir alle Z mit |Z] < 6 und alle 7 ist.
Sei nun |Z| < 4. Dann ist [Z’| < 2+ $ = § und damit ist

b

U(Z/7T/7fag)_/fdg <Ea

also ist fir |Z] < %

Daraus folgt die Behauptung.

9.1.8 Zusammenhang zwischen RS- und R-Integralen

Sind f und ¢’ Riemann-integrierbar, dann ist

/bfdgz/bf(t)-g’(t)dt.

Beweis: Sei Z Zerlegung mit Zwischenpunktsystem 7. Dann ist

U<Z7T7 fag) :Zf(Tj) ’ [g(tj) - g(tj—l)]

J=1

MWS: L
=(tj—tj-1)9' ()

Sei e >0 und § > 0 so, daf

8 —

L |lo(Z,7,f-¢)— [ f(t)d(t)dt]| < e fur | Z| < § und alle 7.

2. 15(Z,¢")—s(Z,9")| < e fir |Z] <.
[ ist beschrénkt, d. h. |f] < M.

b

b
(2,7, f,g) - / FOF @) dt| < |o(Z,7 fg') - / fd di| +15]

a

<e+ ZM [ sup ¢'(r)— inf g(7)] (¢t —tj-1)
i=1 !

j—1<7<t; tj—1ST<t;

<e+ M- fir |Z]| <4, alle 7.
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9.2 Funktionen von endlicher Variation

9.1.9 Satz: Existenz des RS-Integrales

b
Ist f € C([a,b]) und ist g monoton, dann existiert [ f dg.

Beweis: Fiir monoton wachsendes g.
Sei e > 0.

1. Dazu existiert ein § > 0 mit
[f(s) = f(B)] <e
fir x,t € [a,b], |s —t| < 0 (gleichméBige Stetigkeit).

2. Sind Z und Z’ Zerlegungen mit Z C Z' und |Z| < 4, so gilt:
|O-(Zv T, fa g) - O-(Z,’ 7-/7 fa g)| < S(Q(b) - g(a’))

Beweis:
Berechne die Beitréage von [t,—1,t,] zu den o(Z,...) und
berechne die Beitrége von [t,—1,t,] zu den o(Z',...):

v+k

Z: f(Tu) : [9(75#) - f(tu - 1)] = Z f(Tu) ’ [g(t;) - g(t;‘—l]
j=v+1
v+k J+
Z' Y ) - lg(t) — g(8;y)]
Jj=v+1

Dann ist fiir |7, — 7} < ¢:

0(Z,7,f,9) —o(Z' 7' f9)l <) (g(t)) — g(tj_y))
=TT
=¢e-(g(b) —g(a))

3. Seien nun Z’ und Z” beliebige Zerlegungen mit |Z’| < §, | Z”| < ¢ und Zwischenpunktsystemen
7/ und 7.
Setze Z =2Z'UZ" und T =17 U 7",
Dann ist |Z| < 6 und

0(Z2', 7', f.9) —0(Z", 7" f,9)| < |0(Z') — o(Z)| +|0(Z) — o(Z")]
< 2¢(g(b) — g(a))

b
Das Cauchykriterium ist also erfiillt, d. h. das Integral [ fdg existiert.

9.2 Funktionen von endlicher Variation

9.2.1 Definition: Variation

Sei g: [a,b] — R. Ist Z = {to,t1,...,tm} eine Zerlegung von [a, b], so setzt man

var(Z,g) := Z lg(t;) — g(tj-1)|
j=1
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9 Kurvenintegrale

und
V2(g) := sup{var(Z,g): Z ist Zerlegung von [a,b]}.

V2 (g) heiBt (Total-)Variation von g. Ist V.?(g) < oo, so heifit g von endlicher (beschrinkter) Varia-
tion.

9.2.2 Beispiele
(1) Sei g monoton (@). Dann ist

j=1
=13 g(t;) —g(ty)
j=1
= 1g(b) — g(a)|
= Vi (9) = lg(b) — g(a)l
(2) Sei ¢’ € R([a,b]). Dann ist
var(Z,9) = > | g(t;) — g(t;1)|
= =t 00 ()
< 8(Z,g") Obersumme
> 5(Z,g") Untersumme

b

= V(g) = / 1g/(6) dt.

(3) Sei

t

tcosT fir0<t<1
g(t) = .
0 firt=0

in [a,b] = [0,1]. g ist stetig, aber nicht von endlicher Variation.
Wihle folgende Zerlegung Z fiir m € IN:

Dann ist

— oo fur m — oo.

(4) Aufgabe: Zeige, dafl

t

() = t2cosT fir0<t<1
=0 fiir £ = 0

von endlicher Variation ist.
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9.2 Funktionen von endlicher Variation

9.2.3 Satz

Ist g von endlicher Variation, so ist
o(t) = Vi(g) f{lra<t§b
0 firt=20

monoton wachsend und dort stetig, wo g stetig ist.

Beweis: Sei a < ¢ < b. Dann gilt:
VE=Vie V!

Beweis hierfiir:
Seien Z' und Z" Zerlegungen von [a, c] bzw. [¢,b], Z = Z' U Z". Es ist dann:

V2(g) > var(Z,g) = var(Z’,g‘[aﬁc]) + var(Z”,g‘[Qb].

Also ist VP > Ve + var(Z”,g‘[c b}) und auch V? > V¢ + V2.
Nun die Umkehrung: Z sei Zerlegung von [a,b], Z. = Z U {c}.
Damit ist (¢ als Aufgabe):

mit Z' = Z¢ N a,b) und 2" = Zc N e, b].
Also ist var(Z, g) < V.€(g) + V?(g) und damit V> < V¢ + V2.
Zusammen ergibt sich die Behauptung.

Monotonie von v: Sei a < s < ¢t <b. Dann ist

o(t) = v(s) + Vi(g) = v(s).
el

Stetigkeit von v: Sei € > 0. Dann existiert eine Zerlegung Z von [a, b] mit
var(Z,g) > Vy(g) —e.
Sei nun a < ¢ < d < b. Setze dann

Z = (ZN[e,d)) U{c,d}
Z1 = (ZnN]a,c]) U{c}
Zy = (ZnN|d,b])U{d}.

Dann ist ~
V&I‘(Z,g‘[cyd}) > Vcd(g) —&
denn es ist
V2(g) < var(Z,g) +¢
=var(Z,9) +var(Z, g) + var(Zs, g) + €

< VE(g) +var(Z,g9) + V2(g) +¢
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9 Kurvenintegrale

Also ist V4(g) < var(Z,g) +e.

Zeige nun: Wenn g in 7 € [a, b] stetig ist, so ist v rechtsseitig stetig in 7.
(Zeige dann genauso, dafl v auch linksseitig stetig ist).

Sei € > 0 gegeben. Wahle Z mit

V&I’(Z,g) > Vab(g) — &
Wiéhle 6 > 0 so, daf3 (7,7 + ¢) keinen Teilpunkt von Z enthélt.
{7,t} ist Zerlegung von [r,t]. Es ist
l9(t) — g(T)| > Vi(9) — €
=ov(t) —v(r) —e.
Damit ist dann
0 <wv(t)—w(r)
< lg() —g(7)] +e.
~—
<e fur [t—7|<d’

Also ist
lv(t) —v(T)] < 2¢

fir 7 <t < min(r 4 6,7+ ¢').
Das heif3t, daf} v stetig ist.

9.2.4 Zerlegungssatz
g ist genau dann von endlicher Variation, wenn es eine Darstellung
g=91— 92

mit monoton wachsenden Funktionen g; und g9 gibt.
Es gilt dann:
Vi (9) < Vi(or) + V' (g2).

Beweis:

»<=" Setze g = g1 — go. Dann ist
m
var(Z,9) < Y 1g1(ts) — g1(tj—1)| + lg2(t;) — ga(tj1)]
j=1

<var(Z,g1) + var(Z, g2)
< Vi(gr) + Vi (g2)
Daraus folgt dann die Behauptung.
»= 1 Konstruiere g; und g» wachsend mit g = g; — g2 und
V2(9) = V2(g1) + V) (g2)-
Es wird definiert:

m

v4(t) :=sup Z(g(tj) —g(ti—1))%: {to,...,tn} bel. Zerl. von [a, b]
j=1

sind die positive bzw. negative Variation.
Es gelten:
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9.2 Funktionen von endlicher Variation

(2) vi(t) —v_(t) = g(t) — g(a), denn es ist
i(g(tg) —gtj-1))" — i(g(tg) —g(tj-1))”
j=1 j=1

= i(g(tj) —9(tj-1))
= ;:;) —g(a)

Es gilt dann:

g1 und go sind monoton wachsend wie V.
Es ist:

V2 (g2) = v—(b).
Nach Addition gilt:
V(1) + Vi (g2) = v (b) +v-(b) = V. (9).

9.2.5 Satz

Ist f stetig auf [a,b] und g von endlicher Variation, so existiert f; fdg, und es ist
b
[ 5| <17l Vo)
a

Beweis:

Existenz: Es ist ¢ = g1 — g2 mit monoton wachsenden g; und go. Dann existieren

b
/fdgj fiir j = 1, 2.

b b b
[rag= [ 1as~ [ sag.

Also existiert auch

Abschatzung: Es ist

o (Z,7 fo9)l = | D F(m)(g(t) = g(tj-1))
j=1

< I flloo - var(Z, g) < || flloc - Va(9).

Also ist auch

b
/ fdg| < 1 lloe - V2(9).
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9 Kurvenintegrale

9.2.6 Folgerung aus dem Zerlegungssatz
Man kann g1 und go so wahlen, daf sie iiberall dort stetig sind, wo auch g stetig ist. Ist insbesondere

g € C([a,b]), so kann man g;, g2 € C([a, b]) wihlen.

Beweis: Wie bei v(t) zeige:
vy und f_ sind dort stetig, wo auch g stetig ist. Setze dann g1 = vy + g(a) und g2 = v_.

9.2.7 Mittelwertsatz
b
Sei f: [a,b] — [m, M] und g: [a,b] — IR sei monoton. Auflerdem existiere [ fdg.

(a) Dann existiert ein pu € [m, M] mit
b
[ tdg = (o) - g(@).

(b) Ist f € C([a,b]), so gibt es ein & € (a, b) mit
b

/f@:f@-mm—ﬂwy

a

Beweis: Als Aufgabe (Riemann-Integral: g(t) = t).

9.2.8 Beispiel zum RS-Integral

Sei f: (0,00) — (0, 00), stetig differenzierbar mit f — 0 fiir ¢ — oo.
Dann ist

T
1
L= [0 15 )
é v

=g(t)
endliche Variation

T
— 1090l - [ 110 Q—m_;>ﬁ
T TJ 1
r= [rwa- [r0a(n-3)
4 1)
T (1]
~ [swd-Y_ 1w
5 k=1
Daraus folgt:
e T T
F0) = [ f@at+ f)g(r) - £@)g6)— | F& (t-1-1) a
S0~ o smm sows oo )
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9.3 Wege und Weglangen

Fir T' — oo gilt dann:

S k) 7f at- 11 )+7f’(t) (t-1-3)
1 1

k=1

falls [ f(t) dt existiert. Also ist
1

mit

VAN
N
=
—~
=
S
~

9.3 Wege und Weglangen

9.3.1 Definition: Weg

Eine stetige Abbildung ~: [a,b] — IR™ heiit Weg. vy(a) ist der Anfangspunkt und ~(b) ist der
Endpunkt.
[y :=A{y(t): a <t < b}

ist der Trager von +.

9.3.2 Definition: rektifizierbarer Weg, Lange
Ein Weg v heif$t rektifizierbar, wenn

L(v) = sup Z lv(t;) —v(ti—1)||: {to < t1 <--- <t} bel. Zerl. von [a, b]

endlich ist. L() heifit Linge von ~.

9.3.3 Satz

v ist genau dann rektifizierbar, wenn die 1,79, ..., v, von endlicher Variation sind.

Beweis: Sei Z = {tg,...,tn} Zerlegung.

m m
Z"YQ ti) = Yol(tj-1) Z Y(tj-1 ‘<ZZ’711 ti) = w(tj-1)|

j=1lv=1

firp=1,...,n
Es gilt dann:

var(Z,v,) < 3 Iv(ty) = y(ti-)| < var(Z,v,)
j=1

v=1
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fir o=1,...,n. Also ist

VP(ve) S L) <) V()
v=1
9.3.4 Satz
(a) Ist «y rektifizierbar, so ist die Bogenldnge
s(t) Ly [a,t])

stetig und monoton wachsend und

b
L(v) = /1ds (Riemann-Stieltjes-Integral).

(b) Ist v stetig differenzierbar, so gilt

S(t) = / I/ ()]l dr.

Insbesondere ist

b
Liy) = / I/ ()]l dr.

Beweis:
(a) Seia <t <t <b. Dann ist

s(t) —s(t') = L(y >0 = s/

[t'.t] )

0<s(t)—st)< ZV?(%,) — 0 fir t — ¢ — 0.

v=1

(b) Ist 4 stetig, so sind 71, ...,7v, von endlicher Variation, d. h. 7 ist rektifizierbar. Sei nun a <
t'<t<b:

(a) s(t) = s(t') = [lv() =~ ()]
Sei Z Zerlegung von [t',t], Z = {to,...,tm}.

Sl =+t = Y| [ ) ar
=1 =1
<> [l

236



9.3 Wege und Weglangen

(b) s(t) — s(t) < [ /()] dr.

Also ist

t—t t—t

Hv(t) — ()

< s(t) — s(t') < t_lt,/‘|71(7)|’d7‘

Fiir ¢ — t gilt dann:
I @O < s'@) < V@)l
= §'(t) = |7/ (t)]], also s € C'([a,b]).
Deshalb gilt:

t
s(t) = / I/ ()l dr

und

b
L(v) = s(b) = / I (), dr.

9.3.5 Beispiele
(1) Kreislinie im IR?:

xg + rcost ..
= <t<
~(t) <yo+rsint> fir 0 <t <2rm

;[ —Trsint

T =\ reost
Iyl =r
2

L:/rdt:27rr

0

(2) Asteroide im IR?:

Esist fir 0 <t < 2w

3
cos®t
= (5

17112 = (3 cos?(t) - sin(t))* + (3sin®(t) - cost)? = 9cos? tsin? ¢
3
17/ (t)|| = 3| costsint| = 5\ sin 2t| = §'(t)

pi/2
3 6 w/2
L(’y):4~§ /sin27'd7':2(cos27') =6

a
0
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(3) Schraubenlinie im IR3:

rcost
y({t)=|rsint |, mitr>0,h>0,0<t<«

ht
Il = VT 2
L(y)=vVri+h? «

(4) Zykloide im R

t—sint\ ..
= <t<
~(t) <1 ~ cos t) fir 0 <t <27

t
711> = (1 — cost)? +sin®t =1 —2cost 4+ 1 = 2(1 — cost) = 4sin? 3
Also ist

t
[/l = 2sin 3 fiir 0 < ¢ < 2
27

Liy) =2 (2 <—cos;> g

0

9.3.6 Definition: Aquivalenz von 2 Wegen

Zwei Wege a: [a,b] — IR" und (: [¢,d] — IR™ heilen dquivalent, wenn es eine stetige, monoton
wachsende Bijektion h: [a,b] — [c,d] mit a(t) = B(h(t)), a <t < b gibt. Kurz: a ~ .

9.3.7 Beispiel
2 t
a: [-1,1] - R a(t) = <|t|>
t-|t
B:[-1,1] — R? p(t) = < t2| |> :
o und 8 haben den gleichen Tréager, gleichen Anfangs- und Endpunkt und die gleiche Lange. Setze
hier
—/t] —1<t<0
h(t) = g - -
Vi 0<t<1

9.3.8 Satz und Definition: Kurve, Parameterdarstellung
~ ist eine Aquivalenzrelation. Jede Aquivalenzklasse heiBt Kurve. Jeder Weg o einer Aquivalenz-

klasse heifit Parameterdarstellung. h heifit auch Parameterwechsel.

Beweis: Aufgabe.
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9.3.9 Satz: Eigenschaften aquivalenter Wege

Aquivalente Wege haben

(a) denselben Anfangspunkt

(b) denselben Endpunkt

(c) denselben Trager
)

(d) dieselbe Lange

Beweis:
(a) Aufgabe
(b) Aufgabe

)
)

(c) Aufgabe
)

(d) Sei a: [a,b] — IR"™ und §: [¢,d] — IR"™ mit a(t) = B(h(t)).
Z ={to,...,ty,} sei beliebige Zerlegung von [a, b].

Setze T = h(tj).

Dann ist Z' = (19, ..., Tm) Zerlegung von [c, d].

9.3 Wege und Weglangen

> lledty) — alt;) =Y _118(r) — B(ri-)ll
=1 =1

Also ist L(«) < L(B), da Z beliebig gew#hlt wurde.
Umgekehrt gilt auch L(3) < L(«a). Benutze dafiir h 1.

9.3.10 Umorientierung von Wegen

Sei a: [a,b] — IR™. Dann ist v := —« der Weg

Aufgabe: Zeige: a ~ 3 = —a ~ —0.

9.3.11 Aneinanderhdngen von Wegen

Seien «: [a,b] — IR™ und §: [¢,d] — IR" Wege mit «a(b)

folgendermaflen erklart:

9.3.12 Definition: Jordanweg/-bogen

a(—t) fir —b<t< —a.

Ble+t—b) b<t<b+d—c

Aufgabe: Zeige: a ~ a1, B~ 01 = a+ 3~ a; + (.

B(c). Dann ist der Weg v := a + (3

Ist a: [a,b] — IR™ injektiv, so heifit a Jordanbogen. Umgangssprachlich gesagt: Es treten keine

Schnittpunkte auf.
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9.3.13 Satz: Aquivalenz von Jordanbdgen

Sind « und § Jordanbogen mit |«| = |3| und gleichem Anfangspunkt, so sind « und 3 &quivalent.
Beweis: |o| = |5] € IR" ist kompakt.

B: [e,d] — |B] ist stetig, bijektiv.

Damit ist 871: |8] — [c,d] stetig und bijektiv.

h(t) = B~ (a(t)) ist stetig, bijektiv: [a,b] — [c, d].

h ist insbesondere monoton. A ist sogar monoton wachsend,

da h(a) = ﬂ_l(a<q)) =cund h(b) = 7 (a(b)) = d und a(t) = B(h(t))

Daraus folgt die Aquivalenz.

9.3.14 Definition: geschlossene Kurve, Jordankurve

a: [a,b] — IR™ heifit geschlossen, wenn a(a) = «(b) ist. Ein geschlossener Weg heifit Jordankurve,
wenn «: [a,b) — IR"™ injektiv ist, aber a(a) = «(b) ist.

9.3.15 Jordanscher Kurvensatz

Ist 7 eine Jordankurve im IR?, so besteht IR? \ || aus zwei Gebieten G; (innen) und G, (auBen).
Dabei ist G; NG, = 0 und 0G; = 0G, = |v|.

Ohne Beweis.

9.3.16 Tangente an eine Kurve
Sei 7: [a,b] — IR™ ein Weg, v/(tg) existiere und sei ungleich 0. Dann ist
Y(t) = ~(to) + 7' (to) (t = to) + o(|t — to])

und
7 y(to) + 7 (to)T fiir 7 € R

ist die Parameterdarstellung einer Geraden, der Tangente von v im Punkt ~(¢p).

9.3.17 Definition: C''-Kurve, glatte Kurve

v: la,b] — R™ heifit C! bzw. glatt, wenn v € C'([a,b]) bzw. wenn v € C!([a,b]) und iiberall
7 (t) # 0 ist.

9.3.18 Beispiel

() = (Z'g') fir —1 <t<1.
7 ist ein C'-Weg, aber nicht glatt, da 7/(0) = 0 ist.

9.3.19 Definition: stiickweise C' /glatt

v heiBit stiickweise C! bzw. stiickweise glatt, wenn es endlich viele C'-Wege bzw. glatte Wege
Y1s- Y0 GIDE Mit ¥ =1 4+ Y.
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9.4 Kurvenintegral

9.3.20 Satz
Sei v: [a,b] — IR™ rektifizierbar und v sei auf keinem Teilintervall konstant. Dann ist s(t) = L(V[q,)

streng monoton wachsend.

Beweis: Zeige: s(t) < s(t') fiur ¢t < t':
Es ex. t” € (¢,t') mit y(t") # ~(t) oder y(t") # ~(t'):

s(t)) = s(t) > |lv(t) = v (@) + [ (") = ()] > 0.
Beachte: s: [a,b] — [0, L(7)] ist eine Bijektion, stetig und streng wachsend.
Die Umkehrfunktion [0, L(7y)] — [a, b] heifle t = t(s).
9.3.21 Parametrisierung nach der Bogenlange

Die Parameterdarstellung
Y(s) = (t(s))

heifit Parameterdarstellung nach der Bogenlénge. Sie ist dquivalent zu 7. Jeder Abschnitt von ¥
hat die gleiche Lénge wie das entsprechende Definitionsintervall von 7.

9.3.22 Satz

Ist v: [a,b] — IR™ glatt, so existiert die PD 5(s) = v(¢(s)) nach der Bogenlange und es gilt:

17 ()l = 1.

Beachte: Es ist s'(¢) = [|7/(¢)]|-

Beweis:

s(t) = / I ()]l dr

s € C([a,b]) (fritherer Satz).
s'(t) = V' (@®) >0,

wegen der Glattheit von ~.
t = t(s) ist dann ebenfalls C*, also auch

Es gilt:
1

=1
SI(t) t=t(s)

V()= 1Y (Es)1E () = 1 (2 (s))]

9.4 Kurvenintegral

9.4.1 Definition

Sei v: [a,b] — IR™ und ¢: |y| — IR bzw. f: |y| — IR". Dann setzt man

241



9 Kurvenintegrale

(a)

b

[ew@isi= [ o as)

Y a

mit der Bogenlénge s(t). ,Integral nach der Bogenlénge“.

b
/ﬂ@WﬁZ/ﬂ%m¢Mﬂ
¥ a

,Kurvenintegral

Dies ist, falls die rechten Seiten als RS-Integrale existieren. Die Existenz ist gesichert, wenn ¢ bzw.
f stetig ist und  rektifizierbar ist.

9.4.2 Bemerkungen

(a) Diese Kurvenintegrale hangen nur von der Aquivalenzklasse von 7 ab.
Beweis: Sei v: [a,b] — IR" und a: [¢,d] — R" mit v(t) = a(h(t)) und h: [a,b] — [c,d]
bijektiv, stetig, streng wachsend.

Zeige:
[e@ s L [ ot@ s,

vy «

Sei Z = {tg,...,tm} Zerlegung von [a, b]
und Z' = {t,...,t,,} Zerlegung von [c, d] mit ¢} = h(ty).
Es gilt dann:

NE

o(Z{tr, - stmbp0v,7) = D e(v(te) (v (tk) — vi(tk-1))

>
Il
—_

I
WE

pla(h(tr)) (g (h(te)) — aj(h(tr-1)))

e
Il
—

I
NE

(o)) (o (ty) — a;(th—1))

>
Il

1
U(ZI,{tllv o ,t;n},go o a,aj)

Daraus folgt die Gleichheit der Summen und damit die Gleichheit der Integrale.
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9.4 Kurvenintegral

(b) Ist 7 eine C''-Kurve, so ist

(c) Physikalische Interpretation (im IR?):
Sei G C IR? ein Gebiet und K : G — IR? stetig.
K ist ein Kraftfeld“.
Ist nun v: [a,b] — G ein Weg, dann ist

—m/K(x)da:
5

die Arbeit, die bendtigt wird, um einen Massepunkt mit der Masse m gegen dieses Kraftfeld
von y(a) nach v(b) zu bewegen.

(d) Geometrische Interpretation von (a):
Sei p: IR? — IR und v: [a, b] — IR2.
Dann ist [ ¢(z)ds die Mantelfliche, die durch ¢ und v im IR? aufgespannt wird.
v

9.4.3 Beispiel im IR?
Sei f(x,y) = (‘y>-

x
Berechne das Wegintegral von (0,0) nach (1,1) iber verschiedene Wege

1. Sei
t
0<t<1
0
7(t) = .
1<t<2
)
Es ist dann
1
0<t<1
, 0
'Yl(t): 0
) 1<t<2
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9 Kurvenintegrale

2. Sei
Ya(t) = <§> fir 0 <t <1.
Dann ist
ron (1
o= (1)
1
[ fawdey) = [t 14t 1d=o0
72 0
3. Sei
0
t) 0<t<1
t) =
3(t) .
1<t<2
Dann ist
(1) 0<t<1
%=1,
1<t<2
0

9.4.4 Eigenschaften der Kurvenintegrale

(a) Additivitét:

(b) Homogenitdt (A € R):
/)\(p(l‘) ds = )\/ () dx
5

)-dx =\

5
/)\f(:r
5

2
[ ) da

~

(c¢) Dreiecksungleichung:

/ f(z) - de| < / 1£ (@) - da
< sg'p| ILf ()]l - L)
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(d) Aneinanderhdngen:

9.4 Kurvenintegral

/ o(x)ds = Z/g@(x) ds
1+t Ym J=14
()
[ f@-do=- [ @) do
- Y
[e@is= [ o(a)as
- gl
Beweis:
(a) v
(b) v

(d) v

(e) Fiir C'-Kurven:

< / FOv() - (1)t

/Hf
=/||f:v |- ds

DI 1Y @)1 dt

< su ds
sup 171 /
— s 7@ L)
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9 Kurvenintegrale

Sei v: [a,b] = R", a:= —v, d. h. a(t) = y(-t) fir —b <t < —a.

/ f() - de = / FOH (=) - (' (— 1)) dt
J J

Substitution
= T = —t
dr = —dt

Fiir das Integral nach der Bogenlange gilt:

—a

/ o(z) ds = / oy (=) =~ (—t)]] dt

Y —b

b
. / o(v(7)) - |7/ (7]l dr

= / o(z)ds

9.5 Kurvenintegrale und Stammfunktionen

0.5.1 Definition: Vektorfeld, Potential

Sei D C IR"™ ein Gebiet und f: D — IR" stetig. Dann nennt man f auch Vektorfeld. f heifit
Gradientenfeld, wenn eine Funktion F € C'(D) existiert mit grad F = F’ = f. F heifit auch
Stammfunktion, —F = U heifit auch Potential von f.

9.5.2 Bemerkung
Fiir n =1 und D = (a,b) ist jedes Vektorfeld auch ein Gradientenfeld (Hauptsatz):

F(x) ::/f(t) dt, F' =f

|

9.5.3 Beispiel
Sei n = 3.

o O O

Betrachte einen Massepunkt M in z = (
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9.5 Kurvenintegrale und Stammfunktionen
I
und einen Massepunkt m in x = | x5
T3
Gravitationsfeld (mit Gravitationskonstante ):

x
_/)/-m.M. —
[l®

Gravitationspotential (fiir z # 0):

1
U=—y m-M- - +—
]l
-3/2
1 = 9 T
Uy, = —ymM —5 ij - 2x; = fymMHxH:g
j=1

9.5.4 Satz

Sei f: D — IR ein Vektorfeld. Dann sind aquivalent:
(a) f ist ein Gradientenfeld, d. h. f besitzt eine Stammfunktion.

(b) [ f(z) - dx ist nur abhingig von Anfangs- und Endpunkt von ~.
gl

(¢) [ f(z)dz =0 fiir geschlossene Kurven.
gl

In (b) und (c) ist v: [a,b] — D, (stiickweise) stetig differenzierbar.

Beweis:
(a)=(c): Sei F' = f und 7 sei C'. Dann ist

b

(b)=-(a): Sei £ € D fest.
Fiir € D sei v, ein beliebiger Weg von ¢ nach z, v, € C1.

F(z) = / f(w) - dy
Yz

ist unabhéngig von .. Aulerdem ist

Fla+h) — F(z) = / f(y) - dy.
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9 Kurvenintegrale

Sei € > 0. Wahle § dazu so, dal K(z,0) C D und || f(z) — f(y)| < ¢ fiir alle y € K(z,0) ist.

F(a+h) - F(z) — h- f(z)| = / (F(y) — f(x)) dy

S

S/a-dS:a-Hh]

S

Also ist F' = f.

(c)=(b): Seien 7; und 2 Wege in D von a nach (.
Y1 — y2 = 7y ist geschlossen. Damit ist

Oz/f@Mx:/f@Mx—/f@Mm

9.5.5 Bemerkungen

(1) Eine Stammfunktion ist bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt, denn sind F' und
F; Stammfunktionen, so ist (F — F;)’ = 0, also ist F' — F} konstant.

(2) flz,y) = <_xy> hat keine Stammfunktion, denn:

(3) Ist f € C1(D) ein Gradientenfeld, so gilt
Ofy _ Ofy

or, Oox,,

(9.2)

fur y,vr=1,...,n.
(9.2) ist notwendig fir Stammfunktionen.
Beweis: Sei F/ = f und f, = g—i. Dann ist

of,  O°F o2F  of,

Oz, - 0x,0x, - Or,0z, Oz,

(4) Sei

1 _
fan=a ().

8( —y >_ 1 -y-2y y? — 22

Dann ist

(’97@/ 22 + 42 7x2+y2 B (:U2+y2)2 - (x2—|—y2)2

Of = N_ Ty

oxr \ 22 +y2 - ($2 +y2)2
Es liegt Gleichheit vor, aber f ist kein Gradientenfeld im IR? \ {(0,0)}.
Setze y(t) =r (Z?;;) fiir 0 <t < 27. Damit ist

2m
1
/f(ac,y) d(z,y) = / —(=rsint,rcost) - r(—sint,cost) dt
r
Y 0
2m

(sint) + (cos®t) dt = 21 # 0

Il
o
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9.5 Kurvenintegrale und Stammfunktionen

9.5.6 Lemma von Poincaré

Sei D C IR™ ein sternformiges Gebiet und f € C1(D,IR™) erfiille die Gleichung (9.2). Dann besitzt
f eine Stammfunktion.

Beweis: OBdA sei £ =0 und D sei sternférmig bzgl. £. Setze

Z/f(y) d

Dabei ist sz: [0,1] — D mit s,(t) = tz. Damit ist

1
O/f (tz) -z dt = Zzy/fy (tz)

Ist F € C1(D)? Dies wird spiiter gezeigt.
Ist F' = f. Zeige dies jetzt: Es ist

OF —~ 9
633“:/fu(tx)dt+zx”%/f”(xt)dt
v= 0

Dabei wird ® spater gezeigt.

Mit
/ 0 / of i f,
/6 /tax: (tx)dx = /tax’: (tx)dx
0 0 0
gilt dann:
a :/<futx +Zt )dt.
Mit
d f)] = ; d
S Ieh2)] = fulte) + b (b, ta)
.y
= fu(tx) = t; &JZ:(ta: x
folgt dann:

81‘H /dtt Tulto)]

1

= tfu(tx) = fu(l')
0
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9 Kurvenintegrale

Zeige nun, daf§ ® gilt, d. h. gilt

1 1 1
0 ? 0 afu
= [ fta)dt = [ ——1f, t= [ =2t
5 [ oty [ St ar = [e5 )
0 0
Setze p(s,t) := fu(twy, ..., toy_1,ts,txuqp1, ..., toy)
Gilt dann:
1 1 P
?
5 [t [ St
0 0

9.5.7 Hilfssatz

Sei ¢: (a,b) x [0,1] — R stetig und ¢s: (a,b) x [0,1] — IR stetig. Dann ist

D(s) =

stetig differenzierbar in (a,b) und es ist

d'(s) =

Beweis: Sei s € (a,b) fest.

/

/

(s, t)dt

©s(s,t) dt.

ps ist gleichméBig stetig auf dem kompakten Rechteck der Form [s — §, s + 4] x [0, 1].

Sei € > 0. Dazu existiert ein § > 0, 6 < ¢ mit

los(s,t) — pz(u,t)] <efir |s—u| <d,0<t<1.

Sei nun 0 < |h| < 6. Dann ist

O(s+ h) —D(s)

ws(s,t)dt

/

1
g/wsw
0

1
/{cp(s + h, 12 — (s, 1) Cou(s.t)] dt
0

=ps(s+0-h,t)
mit 0<0=0(h,t)<1

hit) = ps(s, )|
<e

<ev

9.5.8 Praktische Berechnung einer Stammfunktion

Gesucht ist Stammfunktion fir

/=
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9.5 Kurvenintegrale und Stammfunktionen

1. Prife nach, ob

of, _ 0l
or, Oz,
ist.
2. Halte xo,...,x, fest. Suche dann eine Stammfunktion F' beziiglich x; mit Integrationskon-
stante C(xa,...,Tp).
Es mufl dann gelten:

0

@(F(xhxz,...,xn) +C(x2,...,20)) = Fyy + Cy,y L fa.

Wiederhole dieses dann (n — 1)-mal.

9.5.9 Beispiele
1. Sein =2 und

1 _
flz,y) = 21y (wy) :

f hat keine Stammfunktion in IR? \ {(0,0)}, erfiillt aber die Gleichung (9.2).

Also existiert eine Stammfunktion in jedem Sterngebiet D C IR?\ {(0,0)}. Nehme z. B.
{(z,y):y >0}

Berechnung der Stammfunktion F:

-y

|
F,=—-.
z 1’2+y2

Subst.:
=| z=yt
dr = ydt

1 x
= [ ————dt = —arctan — + C(y).
/ BT arctan " +C(y)

Also ist

Es mufl weiter gelten:

T | 0 T
m = Fy = —87y (arctan y> + C/(y)

< . x) 1 —x —x

— |arctan= | = ——  — = ———.

% Y 1+(£)2 vy Pty
y

Also ist C'(y) = 0 und damit

F(x,y) = —arctan e
Y

2. Sei D C IR? ein sternférmiges Gebiet und u € C(D).
Gesucht ist v € C1(D), so daf die Cauchy-Riemann-Gleichung

Uy = Uy

Uy = —Vy
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252

erfiillt ist. D. h., daf} eine Stammfunktion von (;uy) gesucht wird.
X
Wenn u € C?(D) ist, muf

(—uy)y = (Uz)s <= Uz + uyy =0
erfiillt sein, damit eine Stammfunktion existiert. Eine notwendige Bedingung ist also
Ugz + Uyy = 0in D,

d. h. u ist harmonisch.
Konkret: Sei
u(x,y) = e* cosy + zy.

Dann ist

uz = e’ cosy +y uy = —e’siny +

Ugy = €7 CcOSY Uyy = —€” cosy

Also ist
Uz + Uyy = 0 in IRZ.

Damit ist u harmonisch und die Cauchy-Riemann-Gleichung ist 16sbar.
Setze
Uy = —Uy = e’ siny — x.

Halte nun y fest. Dann ist
2
v=-e"siny — % + C(y)

und damit mufl dann noch gelten

vy = e"cosy + C'(y) = e%cosy +y

v

— Cly)=y < Cly) =5 +c

Zusammen ist also
. 22 g2
v=e"siny — — + =—.
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10 Das Lebesgue-Integral®

10.1 Nullmengen und Treppenfunktionen

10.1.1 Definition: Intervall im IR"
Sei a,b € IR". Dann ist
(a,b) ={zxeR":a, <z, <b, flirv=1,...,n}

ein offenes und
[a,b] ={z € R":a, <z, <b, frv=1,...,n}

ein abgeschlossenes Intervall.
Im IR? ist ein Intervall ein Rechteck, im IR? ein Quader.
Jede Menge I C IR" mit (a,b) C I C [a,b] fiir passende a,b € IR"™ heifit Intervall.

m(I) = (bl —al)-(bg—ag)...(bn—an)

heifit elementarer Inhalt von I.

10.1.2 Definition: Nullmenge

N C IR" heifit Nullmenge, wenn es zu jedem € > 0 endlich oder abzéhlbar viele Intervalle Iy, I5, . . .
gibt mit N C (J I und > m(I}) < e.
k k

10.1.3 Beispiele und Bemerkungen
(a) Einpunktige Mengen sind Nullmengen.

(b) Sind Ny, Na, ... endlich viele oder abzdhlbar viele Nullmengen, dann ist auch N = J Ny wieder
k
eine Nullmenge.

(c) Hyperebenen H = {z € R": x, = const.} fiir ein v sind Nullmengen. Ebenso sind Rénder von
Intervallen Nullmengen.

(d) In der Definition der Nullmenge kann man die I als offen annehmen.
(e) Kompakte Nullmengen kann man bei gegebenem e > 0 durch endlich viele I, . . ., I; iiberdecken
mit ZZ: m(l) < e.
k=1
(f) Sei f: [a,b] — IR Riemann-integrierbar. Dann ist
Graph(f) = {z, f(2)): a <z < b} CR?

eine Nullmenge im IR?.

Version 190 vom 13. Februar 2006
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10 Das Lebesgue-Integral

Beweis:

(a)
(b)

v
Sei € > 0. Dann ex. zu k =1,2,... Intervalle I}, mit N C {J Iy, und ) m(ly,) < e- 2k,

Sei Iy, I, ... Anordnung aller Intervalle I, , fir Kk =1,2,... und v =1,2,.... Es ist damit
N C UUIk7V = UL/
k v v

und

o0 k
Som(l) =33 m,) <> e-27F<ed (;) =c.
k k=1

v k v
<g2~k
Als Aufgabe: Setze
Hy:=HnN[—kk] x-- x [k, k].

n-mal

Weise nach: Hj ist Nullmenge. Dann ist H Vereinigung der Hy.

Sei e > 0 und Iy, Iz,... mit N CJI und Y m(ly) < 5.
k k

Umschreibe jedes I, mit einem offenen und grofleren Intervall Jg:
Wihle Jj, so, da8 I, € J und m(Jg) < m(Iy,) + 2751 ist.
Dann ist N C |J Jk. Jj ist offen und

k

Zm(Jk) < Zm([k) +Zs2_k_1 <e.
k k k

<e/2 <e/2

Siehe Literatur

Aufgabe: Ubungsblatt 1
Bilde die Differenz von Ober- und Untersumme bei einer Zerlegung, verfeinere die Zerlegung
dann immer mehr.

10.1.4 Satz

Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. N C IR" ist Nullmenge.

2. Es gibt Intervalle Iy, Ia,... mit Y m(I;) < oo, so dafl jedes x € N in unendlich vielen Iy

enthalten ist.

Beweis:
w<=" Sei g > 0. Wahle ¢ so, dafl
o0
Z m(Ik) <e€
k=¢
Es ist dann immer noch -
NQUM
k=¢
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10.1 Nullmengen und Treppenfunktionen

w="1 Seie=1und k € IN.
Es ex. Intervalle Iy, 1, I 2,... mit N C (J I, und ) m(l,) < 27ke. I, I», . .. sei Abzéhlung

der I ,. Dann ist

> m(I,) < iz—’“ =1.
v k=1

Seinun z € N. Fir k=1,2,... ex. vy mit x € Iy, = ;).
C#k = jl) #jk), d h.z € Ijq), L), .. Alle Ijq, sind verschieden.
10.1.5 Sprechweise: fast tiberall
Sei E eine Eigenschaft, die fiir alle z € IR™ erklart ist, d. h. E(z) trifft zu oder nicht. E gilt fast
dberall (f. i.), wenn {x: E(x) ist falsch} eine Nullmenge ist.
10.1.6 Beispiel
Sei E(x) =, Eine Koordinate von x ist irrational“.
Die Menge {z: E(x) ist falsch} = Q" ist abzéhlbar, also eine Nullmenge.
10.1.7 Definition: Treppenfunktion

Eine beschrankte Funktion ¢: IR™ — IR heifit Treppenfunktion, wenn es endlich Vielg Intervalle
Ii,....,Iyund c1, ..., c; € R gibt, so daB p(z) = ¢; in IJQ und ¢(z) = 0 auBerhalb von I; U---U I}
ist. Auf den Réandern darf ¢ beliebige beschrinkte Werte annehmen.

10.1.8 Satz

Mit o und ¢ sind auch A fiir A € R, ¢ + ), max(, ), ¢* = max(p,0), ¢~ = max(—p,0) und
|| Treppenfunktionen.

10.1.9 Bemerkung

Die Treppenfunktionen IR™ — IR bilden einen Vektorraum iiber IR. Genauer: Es ist ein Untervek-
torraum zum Vektorraum der Funktionen IR" — IR.
{z: ¢(x) # 0} heiBt Trager von . Der Trager ist kompakt.

10.1.10 Definition: Lebesgue-Integral bei Treppenfunktionen

Ist ¢ eine Treppenfunktion, so heifit

[e=[etrar= gcj-muj)

]RTL

Lebesgue-Integral von .

10.1.11 Bemerkung

1) Ist n=1und I,..., Iy C [a,b], so entspricht

/¢=/b<ﬁ($)dx

dem Riemann-Integral.
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10 Das Lebesgue-Integral

2) Sind die ¢; > 0, dann ist ¢; - m(I;) der Inhalt von I; x [0, ¢;] im IR™!.
~——
an+1
10.1.12 Satz: Eigenschaften des Lebesgue-Integrals
Das Lebesgue-Integral hat folgende Eigenschaften:
(1) [dp=A[epfir e R
@) Je+tv=[o+ [V

(3) wf%i'@b?fvﬂéfw
@) [[o| < [lel

Beweis:
(1) Aufgabe
(2) Aufgabe

(3) Sei p <1 fast iiberall. Die gemeinsamen Konstanzintervalle seien I, .. ., I.
Fiir I gilt: ¢; = () < Y(z) =dy in I}.
Annahme: ¢; > dj. Dann ist ¢ > v in I?. Da aber I; keine Nullmenge ist ergibt sich ein
WIDERSPRUCH zur Voraussetzung.

k
/ o= em(ly) <3 dym(Ly) = / ¥
j=1 J=1

(4) Folgt aus (3), denn es ist —|¢| < ¢ < |p|. Alsoist - [ |¢| < [ < [ o]

10.1.13 Lemma A
Seien ¢y Treppenfunktionen (TF) mit:
1. ¢ > 0 fast iiberall,

2. ppr1(z) < pi(x) fast iberall,
3. klim or(x) = 0.

Dann gilt fiir £ — oc:

OS/%HU-

Beweis: Die Konstanzintervalle von ¢y seinen Iy, mit v =1,..., (.
N = {x: or 0} UU@[]W
kv

ist nach Voraussetzung eine Nullmenge. Es ist

Trager(px) C Trager(p;) = MA = sup ¢1(x)
z€lR"™

41

B = Zm(lu)

J=1
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Sei nun € > 0.
Dann existieren offene Intervalle Ji, Ja,... mit N C|JJ; und > m(J;) < e.

Sei z # N. Dann existiert ein Index k(z) mit ¢i(z) < € fiir k£ > k(x).
Sei () das Konstanzintervall von ¢y (z), das = enthélt. Dann ist @, (y) < ¢ fiir alle y € I(,y und
or(y) < e fiir alle y € I(py und k > k(z).
Es ist (M ist kompakt):

MCM\NUNC |J I@ulJJ

zeM\N i

Mit dem Satz von Heine-Borel (7.5.11 auf Seite 182) gilt dann:
Endlich viele Ji,...,J, und I(x(1>)7 e ,I(x<q)) iiberdecken ebenfalls M. Setze

ko = max (k(m(l)), e k(x(q))> .

Fir k > ko gilt dann:

10.1.14 Lemma B

Seien ¢y Treppenfunktionen mit
1. o < @i fast iiberall
2. [ < A fir alle k.

Dann ist
lim ¢ (x) < 400 fast tiberall.

k—oo

Beweis: OBdA seien alle ¢, > 0 fast tiberall. Sonst betrachte ¢, — @1 anstelle von . Die
Konstanzintervalle von ¢y seien I, mit v =1,... l.

N = {z: (¢x(x)) ist nicht monoton wachsend} U U 0l
k,v

ist eine Nullmenge. Sei
E={x¢N: klim i (z) = +oo}.
—00

Seie >0.Firk=1,2,... sei
A
Ep:={zx ¢ N: o(z) > ;}

Es ist dann

oo

EgUEh

k=1
E, wird tiberdeckt durch endlich viele abgeschlossene Intervalle Iy, ..., I, mit ¢; > A/e. Dabei
sind 17, . .. 71191 die Konstanzintervalle von ¢1. Moglicherweise ist £y = §).
Esist By C Exqq. Fir o € Ey gilt: pp(z) > A/e, opt1 > ¢r(x).
Sei gezeigt, dafl Ej, von den abgeschlossenen Intervallen I3, ..., I, ..., I, (diesist wahr fiir k =1)
mit [, NI, = 0 fiir v # v und pg(z) > A/e in 12 iiberdeckt wird.
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10 Das Lebesgue-Integral

Dann wird Ej41\ By, iberdeckt durch I, 11, ..., I, ,, abgeschlossen mit IgﬂIB = @ und @gq(z) >
Afein ID.

Betrachte nun das Intervall I, fiir v < p und I, fiir p < py.

In 1Y ist g1 > A/e und in Ig ist pp > Afe.

Pk
Esist B, CLHULU---UI, und Y m(l;)- ¢ < [¢p < A
j=1

Pk 00
Also ist )~ m(l;) < € fiir alle £ und damit auch ) m(I;) < e.
j=1 j=1

o0 o0
Da auch £ C )" Ej;, C " I ist, ist E eine Nullmenge.
k=1 j=1

10.2 MeBbare und integrierbare Funktionen
10.2.1 Definition: meBbar, LT
Die Funktion f: IR™ — IR

(a) heifit meftbar, wenn es eine Folge von Treppenfunktionen () fiir k = 1,2, ... gibt mit @i (z) —
f(z) fast iberall fir k — oo

(b) gehért zu einer Klasse LT = LT (IR"), wenn es eine Folge von Treppenfunktionen (¢y) gibt mit

1.) ¢r(x) < pra1(z) fast tiberall
2.) [ < A fiir alle k
3.) klim or(x) = f(x) fast tiberall.

[1=[ 1@z =jm [
.

(c) Fir f € LT(IR™) heifit

das Lebesgue-Integral von f.

10.2.2 Bemerkungen und Beispiele

(a) Ist f € LT, dann ist f meBbar.

(b) Ist f € LT, dann ist oy (z) < f(x) fast tiberall.
»,<“ist dort falsch, wo klim vr(z) > f(x) ist und wo die Monotonie verletzt ist.
—00

(c) Ist f: IR™ — IR fast iiberall stetig, so ist f mefibar.

(d) Die Integraldefinition fiir f € LT ist unabhingig von ¢y, genauer: Ist fast iiberall f < g fiir
frge Lt dannist [ f < [g.

Beweis:
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10.2 MefBbare und integrierbare Funktionen

Sei zunéchst iiberall f > 0. Uberdecke IR™ durch abgeschlossene Wiirfel der Kantenlinge 2%
fir k =1,2,.... Diejenigen Wiirfel, die in [k, k] X - - - X [—k, k] liegen, seien Iy, ..., I, . Setze

inf f(Ix,) inI) mitv=1,...,0
or(r) = :
0 sonst

Dann ist
0 < pi(z) < f(z) tberall

und
k() < pr41(z) fast tberall.

Zeige nun: i (x) — f(z) in allen Stetigkeitspunkten von f, also fast tiberall, ausgenommen in

\J 014, einer Nullmenge (als Vereinigung von Réndern von Intervallen).
k,j

Sei f stetig in  mit « ¢ |J 0I;; und € > 0.
k.j
Dazu existiert eine Kugel K (x,0) mit

|f(z) — f(y)| < e fir alle y € K(x,0).
Wihle nun k so grof3, dafl
K(x75) - [_kak] X X [_kak]

ist und dasjenige Ij;, das = enthélt, in K (x,0) enthalten ist.
In I}; gilt nun

f(@) = pr(x) = inf fy) > f(z) —e,

y€ly;

d. h. [f(z) — ¢r(z)| < € fir diese k, d. h. pp(x) — f(z).v
Fiir allgemeines f wird f in f = f™ — f~ aufgeteilt und jeweils ¢}, berechnet.

Zu f, g gehoren ¢y und ¢, wie in der Definition. Sei ¢ € IN fest:

0=V + (00 — Ur) < i+ (0 — i)™

Setze
Xk = (pr — T/’k)Jr > Xk+1 fast iiberall.
Es ist
.41, f.. .
k() == (pe(z) —g(z))T < (f(x) — g(z))T = 0 fast iiberall.
(z)f
<f(x)f.i.

Aus Lemma A (10.1.13) folgt dann

/Xk—>0fiirk—>oo

/W</¢k+/><k—>/g+0

fiir alle . Zusammen gilt fir £ — oo:
/fé/g
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10 Das Lebesgue-Integral

10.2.3 Beispiel

Im R? sei

e Y firz,y>0
flz,y) = { :
0 sonst
Esist f € L, denn es ist tiberall f > 0. Konstruiere o, wie im Beispiel zuvor. Setze
Ly =[u-27F (u+ 1) 27 x v-275 (v + 1) - 277
fir g, v =0,...,k-2F — 1. Bs ist

inf f(z,y) = e~ (FDTOFDZE = o) () in (1F)°.

Ik,

Es ist dann

k2k—1 k2k
_ -k _ L 90—k _,0—k
/@kZE:e(HﬂHp 4kzz4keu2 o V2
H,v=0 H,v=1

k2k 2

e _ 1— ek 2
(Sereet) cpe (A2 )
v=1

2
. '
A2 112 lim - 1.
t—0\1— et

Spater wird gezeigt:

10.2.4 Satz
Mit f und g sind auch

(a) f+g, Mf fir X € R, f-g, ff = max(0, f), f~ = max(0,—f), maz(f,g), min(f,g) und |f]
mefbar.

(b) f+g, Af fir A >0, f* und max(f,g) zu L™ gehorig. Es gilt dann

/(f+g)=/f+/g
-]

(a) f+ g, Af tiber Regeln fiir Grenzwerte.
f1:Sei ¢ — f fast iiberall, dann ist ¢, — fT fast iiberall.
max(f,g): Sei g — f und ¢y — g f. . Dann ist (max(pg, ) — max(f, g) f. Q.

Beweis:

(b) Zu f und g gehdren (¢x) und (1x) mit

Ok <@g £ U, o — f £ und

/cpk < A fiir alle k.

Entsprechendes gilt fiir .
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10.2 MefBbare und integrierbare Funktionen

f =+ g Setze xr = pr + Y. Dann ist xi — f + ¢ fast iiberall und

/Xk:/ckar/dJkSAJrB.

Aft Fir A > 0ist xp = Adpr, — Af £ 4. und Ao < Apg4q £

/()\gok) :)\/SOk < MA.

Cr=r— o1+ 01 <op— o1+ @f >0.
—— =~
>0f. ii. >0

[T Sei xi = ¢ . Es ist

Also ist 90;“ < ¢ — 1 + ] fast iiberall und damit

/xk</(<pk<p1)+/<p1+4;i/w/ﬂ-

fest
max(f,g): Setze xr = max (g, 1x). Dann ist

Xk < max(pr — o1, ¥k — 1) + max(p1, 1)
< max(pr — 1, Pk — P1) + max(e], ¥7)
<k — 1+ vk — 1 +of +97F

/Xkg/gok—i—/@bk—l—const§A+B+const.

10.2.5 Definition: L

Definiere

L=LMR"):={f: f=f1i— fomit f1,fo € LT}
Fir fe L,d. h. f=f1 — fomit fi, fo € L™ heift

[r=[n- [

Lebesgue-Integral von f. Diese Definition ist unabhéngig von der Darstellung f = f1 — fo:

Sei f = g1 — g2 mit g1,92 € LT und fi — fo = g1 — g2.

Dann ist f1 + g2 = g1 + fo. Dabeiist fi +go € LT und g1 + fo € LT.
Alsoist [fi+ [g2= [+ [ fo

und damit [ f1— [fo=[g1— [ g2

10.2.6 Bemerkung
(a) Ist f € L, dann ist f meBbar.

(b) Zu f € L und € > 0 existieren fi, fo € LT mit f = fi — fa, fo > 0 fast iiberall und [ fo <e.
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10 Das Lebesgue-Integral

Beweis:
(a) Klar.
(b) Sei f = g1 — g2 mit g1,90 € LY.
Zu g1 und go gehoren die Folgen (¢f) und (¢x) von Treppenfunktionen.

Damit existiert eine Treppenfunktion ¢ mit ¢ < g9 fast tiberall und f P > f gs — €.
7. B. ist ¢ = 4y, fir ein grofles k.

Setze fo:=go — ¢ und f1 := g1 — .
Es sind f1, fo € Lt und

fi—f=g—¢Y—(92-v¢)=(g1—9)=f

Da fast tiberall ¢ < go ist, ist fo = go — 1 > go — go = 0 fast iiberall und

0§/f2=/(92—¢):/92—/¢<5-

10.2.7 Aufgabe
Seien f,g € L. Zeige folgende Aussagen:

1. Ist f < g fast iiberall, dann ist [ f < [g.
2. Ist f = 0 fast iiberall, dann ist [ f = 0.

3. Ist [|f] =0, dann ist f = 0 fast iiberall.

10.2.8 Satz

Mit f und g sind auch f+g, \f fir A € R, f*, f~, max(f, g), min(f,g) und |f| in L. Insbesondere
ist L = L(IR") ein Vektorraum tiber R mit [(f +¢g) = [ f+ [gund [(Af) =X [ [.

Beweis: Sei f = f1 — fo und g = g1 — g2 mit f1, f2, 91,92 € LT. Es ist dann:

frg=fi+tq)—(fatg)€EL
—_—

eLt eLt+
M =M1 — Mo eLfirA>0
~ =~
eLt eL+

Af=Afs—-Ah el
—— N~

eL+ eL+

J(f+g)="--- und [(Af) =--- gelten in LT und damit auch in L.

1 =max(f,0) = max(f1 — f2,0) = max(fi, f2) — fo €L
—— =
cLt eLt
fm=(f" =max(-f,00€L
max(f,g) = (f —9)" +g€L
min(f, g) = _maX(_fv _g) €L
fl=f"+f €L
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10.3 Konvergenzsatze

10.2.9 Beispiel
Sei U C IR" offen und

(z) 1 firzeU
T) =
xu 0 sonst

die charakteristische Funktion. Wenn U beschrankt ist, dann ist ygy € LT C L.

Beweis: Konstruiere eine approximierende Folge (¢y):
Uberdecke IR™ mit einem (abgeschlossenen) Wiirfelnetz mit der Kantenlinge 27 fiir k = 0,1,2, .. ..

o (-te Generation: Wiirfel der Kantenlange 1, die in U sind: Wy,..., Wy,.

o 1-te Generation: Alle Wiirfel der Kantenléange %, die in U aber nicht in Wy,..., W), liegen:
Wity s Why.

e (k+1)-te Generation: Alle Wiirfel der Kantenlinge 27%~!, die in U enthalten sind, aber nicht
in Wy, ..., Wy, liegen: Wy, 11,..., Wy, .

Setze
1 z liegt in einem Wiirfel der Generation < k

xr) =
Px(@) {0 sonst

Es ist iiberall ¢ < g1 und ¢ = 0 auBerhalb von U.
Es ist iiberall ¢y, — xv fiir & — oo (Aufgabe), weil U = [J W; ist.

J
Da U beschréankt ist, ist U C [—£, €] x --- x [, £] und damit

/@k—zm ) < (

Also ist xy € L.

10.3 Konvergenzsatze

10.3.1 Satz von Beppo Levi

Sei (f)) eine Folge in L(IR™) mit fy(z) < fxt1(x) fast iiberall und [ fj < const unabhéngig von k.
Dann ist

f(z) = klim fr(x) < oo fast iiberall.

Fir fr, =Treppenfunktionen wurde dies schon in Lemma B, 10.1.14 auf Seite 257, gezeigt. Setzt
man dort wo f nicht erklart war f(z) =0, so ist f € L(IR") und

[=jm [
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10 Das Lebesgue-Integral

Beweis:

1. Zunichst fiir f, € LT mit k =1,2,...:
Dann existieren Treppenfunktionen ¢y, , mit

V() < @ t1(x) fast iberall
/Sok,u < /fk < const. firk=1,2,... und v = 1,2,...

Y1 P2 Y3 P4

Y11 P12 P13 .- N1
Y21 P22 @3 ... Ja
31 P32 @33 ... [3
041 P42 P43 ... fa

Setze
Pu(r) = 11%1]?%‘;”(90&1/(37))'

, ist Treppenfunktion als Maximum von abzahlbar vielen Treppenfunktionen. Da

Ok < @41 fast tiberall,

gilt auch
0y < @y fast tberall.

Da

9

< fr  fast iiberall fir v = 1,2, ...
Pl = f,  fur k < v fast Gberall

ist o, < fy, fast iiberall. Also ist

/% < /fu < const.

Nach Lemma B (10.1.14, Seite 257) gilt dann

f(z) == lim ¢, () < 400 fast iiberall.

V—00

Setzt man f(z) = 0 sonst, soist f € LT und [ f = lim [¢,.
V—00
Da fast iberall ¢, < f, ist, ist

f(z) < lim f,(x) fast iberall
und
/f = lim [ ¢, < lim [ f,.

Umgekehrt: Fiir v > k ist ¢, > ¢y, fast iiberall.
Sei nun k fest und v — co. Dann folgt:

f(z) > fr(z) fast tiberall.

Fiir £ — oo folgt dann:
f(x) > lim fi(z) fast iberall.

k—oo
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10.3 Konvergenzsatze

Aus ¢ > ¢y, folgt auch fiir v — oo

/fZ/VlijI;o%,y—/fk
i/fzklijgo/fk-

Ergebnis: f € Lt f = klim [ fast iiberall und
— 00

o=

2. Allgemeiner Fall: Sei fj, € L(IR"™). Dann gibt es §,, h, € LT (Definition) mit
fo = fro1 =Gy —hy fiir v =1,2,... mit fo=0.
—
€L

Dabei ist h, > 0 fast iiberall und nach der Bemerkung 10.2.6 auf Seite 261

og/izy<2—”.

Es ist i
Gy = (fo — fo—1) + by > 0+ 0 = 0 fast iiberall
und
k k k ~
fk: = Z(fu - fnufl) = Zgu - Zhu .
v=1 v=1 v=1
=9k =:hy

Es sind gy, hi, € LT, g, < gro1 fast tiberall und hy, < hgyq fast tiberall.

k [e'S)
/hk:Z/ﬁy<Zz—”=1
v=1 —~ v=1

<2~V

/ng/fk—l-/hkSconst—i—l.

Nach dem 1. Teil ist g, — g € L™ fast iiberall und h, — h € L™ fast iiberall.

Joe= o e fom o= faci= [ s
= f
Dabeiist f =g —h € L und
flz) = klim (9x(z) — h(x)) = klim fr(z) fast iberall.

10.3.2 Satz von Beppo Levi fiir Reihen

Seien f1, fa... € L(IR™), fi > 0 fast iiberall und Y [ fi konvergiere.
k=1

Dann konvergiert

> fr(x)
k=1

fast tiberall und es gilt

/gkaE/fk-
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10 Das Lebesgue-Integral
Beweis: Beppo Levi auf die Partialsummen
k
>
j=1

anwenden.

10.3.3 Beispiel: Charakteristische Funktion

o0
Seien Uy, Us, ... Mengen in IR® mit U1y CU; C--- und U = Uj. Setze
=1
_ 1 zeU;
XU = 0 sonst

Es ist xy; € L und U ist beschrénkt. Auflerdem ist xu; < xu;
Spéter wird [ xp das MaBl von U genannt.

., und [ xy,; < const.

10.3.4 Integrabilitatskriterium von Riemann-Lebesgue

Sei f: R — IR beschrénkt, f(z) =0 fir < a und fir x > b. Dann gilt
f ist Riemann-integrierbar iiber [a,b] <= f ist f. {i. stetig.

Es gilt dann
b

[t@ds= |1

a

Beweis:

2= Sei f Riemann-integrierbar und Z; eine dquidistante Zerlegung von [a,b] mit 2% + 1 Teil-
punkten und den Teilintervallen I jk fir j =1,...,2%. Setze

inf F(IF) in (IF)O fir j=1,...,2"
%(x):{o )i (1) fiir g

sonst

By(z) = sup f(I¥) in (I5)° fiw j =1,...,2"
* 0 sonst ’

Dann ist
/SOk: = 5(Z)) und /(I)k = 5(Zg).
Nach Definition gilt
v < f < &y fast tiberall (in R\ Zj)

Setze xr = P — ¢p. Dann ist iiberall x; > 0 und xgt+1 < Xk-
Wende nun Beppo-Levi auf (—x%) an (Lemma B):

—Xk < —Xk+1 und /_Xk <0.
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10.3 Konvergenzsatze

Also ist —xx — —g < 0 fast tberall, g € L(IR) und

/ —g= lim | —xi =0,
k—o0
also ist g = 0 fast iiberall.

Zeige: f ist auBerhalb der Nullmenge {z: g(z) # 0} U Zj stetig.
k
Sei x € [a,b] \ U Z mit g(x) = 0.
k

Sei € > 0. Dann ex. ko mit ®x(x) — pr(z) < e fir k > ko.
Somit gilt fiir ein festes k:

Or(y) — pr(y) < e in (x — 0,z + 0) C Konstanzintervall.

Sei nun |y — z| < 0. Dann ist

f(y) — f(=) Dg' Dr(y) — prly) <e

Mit Vertauschung von x und y ist
f(@) = fy) < rly) —erly) <,
——
=0y (x)
d. h. |f(y) — f(z)| < e fir |z —y| < 6.
»<=" f sei fast iiberall stetig und Zj, wr und @ definiert wie im 1. Teil. Es gilt:
[en=stzud [on=sz)

(Frither: f f. . stetig, pr / f f. 1. und @\, f f. {i. genauso.
Ubrigens ist +f € L*, weil [ ¢p < sup f(IR)(b—a) ).

Betrachte nun @5 — @y:
/f /SOk = hm s(Zy)

/ f=1lm [ —-®, = —klim S(Zx)

k—o0

= /f = hm S(Zy) = hm s(Zy).
Also ist f Riemann-integrierbar und f fx)de = [ f.

10.3.5 Bemerkung

Ist f nur fast iiberall in IR™ definiert, dann wird i. A. automatisch f(z) = 0 gesetzt, wo f zunéchst
nicht definiert ist.

10.3.6 Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz

Sei (fx) eine Folge von Funktionen L(IR™) und es gelte fr — f(z) punktweise fir k& — oo fast
tiberall. Weiter gebe es ein g € L(IR™) mit |fx(x)| < g(z) fast tiberall fiir £ = 1,2,... Dann ist

fe L(IRL) und es ist
f = lim .
/ k—>1 [e%S) fk

g heiflt Majorante. Man sagt, die Konvergenz fi — f ist majorisiert.
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10 Das Lebesgue-Integral

Beweis: Setze punktweise gk, := max(fg, fkr1,---, fkrr) fur festes k € IN. Es ist tiberall g, <

Jkv+1 und
/gky < /9 = const,
weil fast tiberall |gx,| < g ist.

Mit Beppo-Levi ist gr, —— g; fast iiberall, g; € L(IR™).

lim gg(z) = lim lim max(fi(z),..., fits(x))

k—o00 k—o00 V—00

= Zm fo(z) = f(x) fast tiberall.

Es ist gr = sup(fe, frt1, fero,---), also ist fr, < gp und gry1 < g
Setze genauso hy, = min(fg, ..., fi+v). Wende Beppo-Levi auf (—hg, )52 an. Dann ist hy, — hy

fast tiberall, hy < fx, hgy1 > hg fast iiberall und hy — f.
Warum darf Beppo-Levi auf z. B. (h) angewandt werden?

|| = lim |hgy| = Tim [min(fy, ..., fr)]
V—00 V—00
< lim max(|fk],. .., |fe+v]) < g fast iiberall
V—00 N N— e’
<g <g

Also ist [ hy < [ g =const. Zusammen ist hy, < hyyq < f < grp1 < g fast Uberall, hy, — f fast
iberall und g — f fast tiberall.

Wende nun Beppo-Levi auf (hg) bzw. (—gi) an. Damit ist f € L(IR") und [ f = lim [ hy, = lim [ gy.
Da fast iiberall hy < fi < g; ist, folgt

[t [ms[n<fa-[s

Alsoist [ fr, — [ f.

10.3.7 Folgerungen

Folgerung 1: Ist f: R" — IR mefbar und |f| < g fast tiberall mit g € L(IR"), dann ist f integrier-
bar.

Folgerung 2: Ist f: IR"” — IR fast iiberall stetig und |f| < g fast iiberall mit g € L(IR"), dann ist
feLR™).

Folgerung 3: Sind alle f; mefibar und ist fi, — f fast Giberall, so ist f mefibar.

Beweis:

Folgerung 1: Es existiert eine Treppenfunktion ¢ mit @, — f fiir k — oo fast iiberall. Setze

g(x)  wo pp(x) > g(z)
fe(x) = § —g(x)  wo gp(x) < —g(z) -
or(x) sonst

Es gilt: | frx(z)| < g(x) und

lim fi(x) = .

k—o0 ? sonst

{f(x) wo |f(2)] < g(@), u(z) — f()
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10.3 Konvergenzsatze

Es ist pr(z) — f(2), |f(z)] < g(x)

Sei ¢ > 0. Dann ist |px(x) — f(x)| < e fiir k > ko und es gibt 3 Moglichkeiten:

pr(z) <g(x) +e (a)
pr(x) > —g(z) — ¢ (b)
—g(x) < pr() < g(z) ()

Setze im Fall (¢) fi(x) = ¢i(x). Falls (a) und nicht (¢) gilt, setze g(z) = fr(x). Dann ist
g9(z) < ¢r(z) < g(x) + e. Fur (b) und nicht (¢) analog. Dann ist |pr — fi| < &, |fx — f] <
|fx — ¢r| + lpr — f] < 2e. Wende den Satz von Lebesgue an, und es ist f € L(IR™).

Folgerung 2: Aus fast iiberall stetig folgt die Meflbarkeit. Weiter mit Folgerung 1.

Folgerung 3: Sei h € L(IR") und iiberall positiv (Aufgabenblatt)

feh .
= ist mef3bar nach 10.3.8
A
| fx|
= -h < h
N——
<1

Also ist g € L(IR") und der Satz von Lebesgue ist anwendbar, da

g g = fh
. —
h+|f]

und |gi| < h ist. Insbesondere ist g € L(IR") und

g-h
f=——
h—|g|

ist ebenfalls mefSbar nach 10.3.8.

10.3.8 Hilfsiiberlegung

Seien g1,...,gp: IR™ — IR meBbar und sei ®: IR” — IR stetig mit ®(0) = 0.
Dann ist ®(g1(z),...,gp(x)) = ¢(x) ebenfalls mefibar.

Beweis: Es existieren Treppenfuntionen ;; mit 1;, — g; fast tiberall fir k¥ — oo und j =
1,...,p. Nehme ®(¢1 1, Yok, ..., ¥pi) — ¢ fast iiberall.

10.3.9 Lemma von Fatou

Es sei fr € L(R"), fr > 0 fast tiberall und [ fi < A fiir alle k. Weiter gelte fi, — f fast iiberall
fiir k — oo. Dann ist f € L(IR"™) und es gilt

/fékhjgo k-

ACHTUNG: Dabei kann auch ,,<* gelten!.
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Beweis: Setze g := inf(fx, fri1,---

L(IR™), weil fast iiberall 0 < g < fj, ist.

f@)™ lim fi(e) = lim fi(e) = lim gy(o).

k—oo k—00

Es ist g < gg+1 und [ g < [ fi < A. Mit Beppo-Levi gilt:

/fzklim gr < lim [ fg.

k—o0

10.4 Der Satz von Fubini

10.4.1 Vorbemerkungen
(a) SeiIR" =R xRY, z € R, y € RY, (z,y) e R, n=p+q, p,qg > 1. Sei E C R".

Dann ist

E, ={y: (z,y) € E} CIRY

und

Ey:={z: (z,y) € E} CIR".

(b) Sei I CIR" ein Intervall, I = I} x I mit I; C IRP und Io C IRY. Setze

1 (z,y) € I°
p(z,y) =40 (z,y) ¢ T
beschr (x,y) € 0l

und
my(l2) x €1

Y(x) rZ/sD(w,y)dyI 0 x ¢

R4 ? x €0l

Dabei ist my der g-dimensionale Inhalt und

/ $(x) dw = mq(l) - mp(11).
RP
Es gilt:

[ | [ etwwy| de=myt) - my1) = ma(t) = [ olg)da.g).

IRP a R"

(c) Sei ¢: R™ — IR Treppenfunktion. Dann gilt nach (b)

/w(x,y)d(x,y)Z/ /w(x,y)dy dzx

R” RP q
| S —

ex. f. 1.
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10.4 Der Satz von Fubini

10.4.2 Satz von Fubini

Sei f € L(IR™). Dann existiert
/ fz,y)dy
RY

fiir fast alle z € IR? und es gilt

[ 1@y = [ L/ (.y) dy] da
R™ q

RP

Beweis: In 10.4.5 ab der Seite 273.

10.4.3 Beispiele

(1) Fir n = 2. Sei
fe.y) = {6” 7,y >0

0 sonst
Dann ist

/f(:v,y) d(z,y) = 1 nach fritherem Beispiel

R2
oo [ oo

:/ L/f(;c,y)dy d:c:/ /e‘”ydy dz
R

0 0

:/e_x /e_ydy dx.
0

(2) Fiir n = 2. Sei
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Die Grenzen, in denen integriert werden muf, sind 0 < z < 1 und —/z <y < /x.

1 1
3 VT
/fxy (z,y) //xydydx—/l:y dx
0 G
VT 0
2/1”_227/21_4
3/ TR | T &
0

(3) Fiir n = 3. Sei
E={(z,y,2): 29,220, 2 +y+2<1} CR’

flx,y,2) = {5” (w,y,2) € E"

0 sonst

f ist fast iiberall stetig, also ist f mef3bar.
Eine Lebesgue-integrierbare Majorante von f ist

xT z 3
g(x,%z):{l ( 'Y )E[O,l]

0 sonst

Die Grenzen der Integrale sind 0 <x <1,0<y<1—-2,0<2<1—x—y. Esist

[m%@m%@:
]:RB

1

zl—a—y

/ rdzdydx
0

; 21—95
zx(l—z—y dychz/a:y—xy—y . dx
0

S O _
O YT Y

10.4.4 Hilfssatz zum Beweis des Satzes von Fubini

Sei N C IR"™ Nullmenge und N, = {y: (x,y) € N} C IR?. Dann ist N, C IR? Nullmenge fiir fast
alle x € RP.

Beweis: N ist Nullmenge. Also existieren Intervalle I, I5,... C IR™ mit

> ma(ly) <1
k=1

und jedes (x,y) € N ist in unendlich vielen I} enthalten. Setze

1 (x,y) € Ix
or(r,y) = { (z.9)
0 sonst

und

%mz/w@mwzwwm»

Rn
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Dabei existiert ®;, fast iiberall in IRP.

Dann ist
V4 4 4
/Z@k(gg) dr =) / &y, (z) do = Z/mq((lk)x)d:z
Re k=1 k=1pp k=1pp
l
= mp () < 1.
k=1

5
Fiir die Folge <Z <I>k> ist &, > 0. Die Folge ist wachsend und die Integralfolge ist < 1. Daraus
k=1
folgt mit Beppo-Levi
o
Z Oy (z) < +oo fast iiberall in IRP.
k=1

o0
Sei nun Y Py (z) < +o0. Zeige, dafl N, eine Nullmenge ist.
k=1

Sei € > O_beliebig. Dann existiert ein kg, so dafl

o
Z @k(x) <eE.
k=ko
Dann ist
[oe) o0
N.c|lUZ| €U e
k=kg k=kg ®
X
@, da x in unendlich vielen I} ist.
© als Aufgabe.
® sind Intervalle in IRY.
Also ist
o o
Y me((Ih)e) = Y p(a) <ev
k=ko k=ko

10.4.5 Beweis des Satzes von Fubini

Der Beweis wird dreigeteilt:

(a) Fiir Treppenfunktionen f. Schon erledigt in der Vorbemerkung (c).
(b) Fiir f € LT: Hier

(c) Allgemein fiir f = f; — fo mit fi, fo € LT:V

Zeige nun die Behauptung fiir f € L™:

Sei f € LT(IR™) und ¢}, seien Treppenfunktionen mit o5 < g1 fast iiberall, ¢ — f fast iiberall
fiir £ — oo und

/w(x,y) d(z,y) — /f(:v,y) d(z,y).
R"” RrR"™
Setze

N = {(z,y) € R": p(z,y) # f(z,y)}.
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N ist Nullmenge in R™. Setze
M, = {z € RP: N, ist keine g-dimensionale Nullmenge} C IRP.
M ist Nullmenge nach dem Hilfssatz.

By(z) = / ou(y) dy

R4

existiert fast iiberall in IRP, also ist
My = {z: ®p(z) ex. nicht fir (irgend-)ein k € IN}
Nullmenge in IRP. Es gilt
Fubini
[ @2 [y < [ £,y = const
RP RrR™ R"™
Sei nun z € {x: ®p(z) > Ppy1(z)}. Dann ist
/m(w,y) dy > /Sok+1(xyy) dy.
RY RY

Also ist {y: ¢x(z,y) > pr+1(z,y)} keine Nullmenge. Nach dem Hilfssatz ist es Nullmenge fiir fast
alle x. Also gilt fast iiberall ®y(x) < ®gyq(x) und

Mz ={z € RP: ®y(z) > Pgy1(x) fir (irgend-)ein k}

ist Nullmenge. Also ist ®; fast iiberall monoton wachsend.
Mit Beppo-Levi gilt dann: ®(z) — g(z) < 400 fast iiberall fir £ — oo, und

= {x € R?: ®(z) nicht konvergent oder — +o0}

ist Nullmenge.
g€L+(]Rp), fq)k—>fg
Fir x ¢ M, gilt px(x,y) — f(x,y). Es ist dann

g(x) TN Jim Py (z) Tz Jim / or(z,y) dy
x& M
i / f(z,y)dy
IRq

RY
Also ist g(x f f(x,y) fast iiberall in IR? und g € L(IR?). Damit ist

/fmydy dx—/ () do = Jim [ () do

k—o0

IRP

kﬂoo

hm/gokxy (z,y) /fxy (x,y).

R"™

= lim /cpk(x y) dy| dz
——
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10.4.6 Beispiel

fir die Nichtanwendbarkeit des Satzes von Fubini fir n = 2. Sei

flz,y) = { e

x,y >0

0 sonst

/(/f(x’y)dy> dw#/(/f(x,;;)@) dy

10.4.7 Satz von Tonnelli
Sei f: R"™ — IR meBbar,

Zeige (als Aufgabe)

Damit ist f ¢ L(IR?).

/ F(ay)|dy
R4

|f(z,y)|dy | dx

existiere fir fast alle z und

existiere. Dann gilt der Satz von Fubini.

Analogie zum Doppelreihensatz 2.6.8, Seite 41:

Z(Z’ajk’><+o<>=> > ajk_zl gaﬂ“

(j,k)€EIN?

Beweis: Zeige f € L(IR"). Setze dafiir

ol y) = {1 in [k, k|

0 sonst

und

fk(wv y) = min(kv ‘f(x7y)’ : Sok(xﬁy))'
Es ist fr € L(IR™), denn fj ist meBbar und hat & - ¢ als integrierbare Majorante. Aulerdem ist
fast tiberall fi < fr41. Dann ist

[aieicn- | pien

RP RY <|f(z,y)|-or(2,y)
<|f(z,y)l

//]f y)| dy dx = const.

R? RY

Mit Beppo-Levi gilt dann

|f(z,y)] = klim fr(x,y) < +oo fast tiberall.
—0Q

€L(R™)

Damit ist |f| € L(IR™). Zusammen mit der Voraussetzung, da8 f mefibar ist, folgt dann f € L(IR").
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10.4.8 Beispiel

Sei .
E = {(m,y,z)E]Rg: z2>1, 22 +19% < 2}
z

flx,y,2) = {1 (z,9,2) eE.

0 sonst

[ fav 2 da )

B - {(z,y): 2* +y? < L} fiirz>1
- 0 fir <1

f ist meBbar und f ist unstetig auf OE. OF ist Nullmenge im IR? (spéter).

/fxy, (2,9, 2 //fxy, d(z,y) dz

und

Zu berechnen ist

Es ist

R R?
//1 Xe. (z,9) (a:y)dz—/ﬂ dz =m.
R R? 1

Spéater wird gesagt: Der Inhalt von FE ist 7.

10.5 MeBbare Mengen

10.5.1 Def.: Charakteristische Funktion, MeBbarkeit
Sei £ C IR™. Dann heif3t
1 ze€F
Xe(r) = {

0 sonst

charakteristische Funktion von E. E heifit mef$bar, wenn x g mefibar ist. Ist xg € L(IR™), so heifit

m(E) = [
(Lebesguesches) Mafl von E.

10.5.2 Bemerkungen

a) Ist E meBbar, aber xp nicht integrierbar, so setzt man m(E) = 4oc.

b) Ist E1 C E5 mit meBbarem Es, dann ist m(E1) < m(E2), da xg, < X&, ist.
(c) Ist I Intervall, dann ist m(I) der elementare Inhalt von I.

(
(
(

)
)
d) N C IR" ist genau dann Nullmenge, wenn m(N) = 0 ist.
(e) Offene und abgeschlossene Mengen sind mefbar.

)

(f) (i) OF ist nicht immer eine Nullmenge. Z. B. sei £ = Q™. Dann ist 0E = IR".

(ii) OF sei Nullmenge, E°, E sind meibar und es ist E° C E C E. Frage: Wenn F mefibar
und N Nullmenge ist, ist dann £ = F U N mef3bar?
Es ist xp = xg fast iiberall, also ist £ mefibar.
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10.5 Mefibare Mengen

Beweis:

(d) ,=": Sei N Nullmenge. Setze die Treppenfunktion ¢y(z) = 0 iberall. Es ist @g(z) — 0 =
xn () fast tiberall fiir K — oo und [ ¢}, = 0. Mit Beppo-Levi folgt

m(N):/XN: lim [ ¢ =0.
k—oo

w<=": Setze o, =k - xn. Es ist ¢ < ¢y iiberall und

[enm [0

Beppo-Levi: klim or(x) < 400 fast tiberall <= = ¢ N.
—00
Also ist N eine Nullmenge.

(e) Sei E C IR" offen. Frither wurde gezeigt: Wenn E beschrankt ist, ist x g fast iiberall stetig, also

mefBbar. Zu offenem FE ist
E,=EnN(—k k)"

meBbar und xp, — xg. Damit ist xp auch mefibar. Zu abgeschlossenem E ist F' = R" \ E
offen und
Xe=1-xr

ist als Differenz zweier mefibarer Funktionen ebenfalls mefibar.

10.5.3 Satz
Ist f: R™ — IR meBbar und ¢ € R, so ist
E={x: f(z) <c}

meBbar. Dies gilt ebenso fiir <, > und >.

Beweis: Setze
or(r) = min(1,k - (c — f(x))T).

. ist meBbar.

Firz € Fist k- (c— f(z))" > 1 fiir k > ko, d. h. gp(z) =1 = xg(z) fir k > ko. Fir ¢ F ist
k-(c— f(z))T =0, d. h. pp(z) =0 fiir £ € IN und pg(z) — 0 = xg(x).

Da ¢ — xg ist xg mefbar.

Aufgabe: Beweis fiir <.

10.5.4 Prinzip von Cavalierei
Sei £ C IR"™ mefibar mit R" = R? x RY, (z,y) € IR? x IR? und m(E) < oco. Sei
E, :={y: (z,y) € E} CIR%

Dann sind fast alle £, mefibar in IR? mit

mg(Ey) = /XEx (y) dy < 400

und

mo(E) = [ m(E,) da.
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Umgekehrt: Ist mq(E,) < 400 fast iiberall, so gilt

mo(E) = [ m(E,) da,

falls der rechte Term < +o0o ist.

Beweis: Es ist

mp(E) = /XE(:I:,y) d(z,y).
Mit Fubini gilt:

T /XE(x,y) dy < 400

fast tiberall und in L(IRP). Auerdem ist

ma(B) = [my(Eydo= [ [ e dyde
RP RP

Die Umkehrung entspricht dem Satz von Tonnelli, da m, > 0 ist.

10.5.5 Definition: Integrierbarkeit iiber £
Sei E C IR™ meBbar und f: E — R eine Funktion. f heifit integrierbar iiber E, f € L(E), wenn

ihre triviale Fortsetzung
flx) €Kk
fole) = { (2)

0 sonst

b[sz/f(w)dxr:/fo.

10.5.6 Definition: Ordinatenmengen

in L(IR™) ist. Man setzt

Sei E C IR™ mefbar und F: E — [0,00). Dann heift
E(f)={(z.y): € B, 0 <y < f(a)} SR

Ordinatenmenge. Analoges gilt fiir <, <; <, < und <, <.
Analog seien auch f,g: E — R mit f(z) < g(z):

E(f,9) ={(z,y): z € E, f(z) < [<Jy < [<]g(2)}-

10.5.7 Satz

Sind f und g mefbar, so ist auch E(f,g) mefibar.
Ist g — f € L(E), so ist

i1 (E(f,g)) = / E(g(z) — f(2)) da.
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Beweis: Hier fiir E(g) = E(0, g).
Zeige die Meflbarkeit. Dann wende Cavalieri an, da

(E(9)e ={y: 0 <y <g(z)}
mi((E(9))z) = g().

Behauptung:
XB(g) (@, y) = xe(z) - im o(z,y)

¢r(2,y) = min (Lkz Ky + ;) (9(56) + % - y)T) :

Dabei ist g (z,y) meBbar.
Fiir z ¢ E ist xp(g)(7,y) = 0 fiir alle y € R. Fiir z € E gilt:
Wenn y > g(z) ist, ist

mit

1
g(x)+%—y<0fﬁrk2k0
und y + % > 0.
Damit ist [...]T =0 und ¢k (z,y) = 0.
Ist y < 0 dann ist genauso pg(z,y) = 0 fir k > k.
Fir 0 <y < g(z) und (z,y) € E(g) ist

!
YTk
und
@+3-v27
g./I/‘ k; y—k;‘

Damit ist [...]T > 1%2 und damit px(2,y) =1, xpg) = 1.
Zusammen folgt, dal x g(4) mefBibar.
Aufgabe: Fiihre den Beweis fiir {(z,y): 0 <y < g(z)}.

10.5.8 Folgerung

Ist f € R([a,}]), dann ist graph f eine Nullmenge im IR? (vergleiche mit 10.1.3, Punkt (f)).
Jetzt: Ist f: ' — IR meBbar fliir melbares £ C IR", so ist

graph f = {(z, f(z)): v € E} C R""!
eine (n + 1)-dimensionale Nullmenge.
graph f = E(f, f)

ist meBbar mit dem Maf

[ @) - sy =0,
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10.5.9 Bemerkung

zum Beispiel 10.4.8, Seite 276. Es ist
2, 2 _ 1
E = {(:B,y,z): z>1, "4y < 2}
z

F={(z,y): 2> +¢* < 1}.

Esist f(z,y) =1 auf F und g(z,y) = @ auf £\ {0}.
E = F(f,g) ist mebar, da f und g mefibar sind.
Dabei ist OF eine Nullmenge.

10.5.10 Beispiel: MaB3 der n-dimensionalen Kugel

Sei
Ky(r)={zeR": |z| <r}

die n-dimensionale r-Kugel. Dann ist
m(Kn(r)) =cp-r"
mit

Cc1 = 2
Cntl =2 Cp - /(cos )" qt.

Zum Beispiel ist

Ohne Beweis gilt
(14 %)

Beweis: Durch Induktion nach n:

n=1 Vv
n i n+1: Sei R"™ =R" x IR und (z,y) € R" x R.
Es ist
Kni1(r) = {(z,y): |l2l]* +y* < r?}
={(@ )zl <7yl < Vr* = |lz?}
und

(Kn41(r))y = Kn(V1? — 92).
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Mit dem Prinzip von Cavalieri gilt dann

T

Mpy1 (K1 (r /mn Koy (r )dy —/ ( r? — y2>n dy

— rsint
—9 2 n/z . Y T Sin
cn/(r v dy = ’dy:rcostdt
0

/2 /2
= 2¢, / ™ (cost)™ - - costdt = 2¢,r" /(cos )"+ dt
0 0
= cpyr -
Zeige nun ¢, — 0 fir n — oo:
/2

Cntl = Cp -2 /(cos )" at
0

Dabei ist fgm(cos t)yntldt — 0.
Fiir n > ng ist cpq1 < %cn

10.5.11 Rotationskorper im IR?
Sei I C IR ein Intervall und f: I — [0,00). Setze den Rotationskérper

R={(z,y,2): x €1, y* +2* < (f(2))*}.

Wenn f2 € L(IR) ist, dann ist

ms(R) = = / (f(2))? do.

1

Wende den Satz von Cavalieri auf IR an: Betrachte R, fir = € I:

R, ={(y,2): y* + 2 < (f(x))?}
ma(Ry) = m(f(z))?

ms(R) = / (f(2)? da

I
10.5.12 Satz
Sind A, B C IR™ mefibar, so sind auch AU B, ANB, A\ B und insbesondere IR" \ B mefbar und
es gilt
m(AUB)+m(ANB) =m(A)+m(B).
Beweis:

Xa\B = X4 (1—xB)
XANB = XA ' XB
XAUB = XA+ XB — XAnB
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sind allesamt mefB3bar.
Also ist

XAUB + XAnB = XA + XB

/XAUB+/XAmB=/XA+/XB-

Aufgabe: Zeige dies per Induktion auch fiir endlich viele Ay, ..., Anm.

10.5.13 Satz
Sind A1, Ag, ... C IR"™ mefbar und

V= UAkundD: ﬂAk,
k=1 k=1
so sind V und D mefibar, und es ist
m(V) <> m(Ap).
k=1
Speziell gilt:

(a) m(V) = lim m(Ak), falls Al - A2 - A3 C..-.

k—o0

(b) m(D) = lim m(Ak), falls A1 D) A2 D) A3 D

k—o0

(c) m(V) = " m(Ag), falls A; N Ay, = 0 oder Nullmenge fiir i # k ist (0-Additivitdt des Lebes-
k=1
guemafes).

Beweis: D, =A;N---NA;und V, = A1 U---U A sind meBBbar mit

XDy = XA; --- XA, und xv, = min(1, x4, + -+ + x4, )-

XD = klim XD, () ist meBbar und
Xv = khm xv,, (/") ist meB3bar.

m(V) = / Xv = klim / Xv,, (Beppo-Levi, falls konvergent)

[e.9]

j=1

(a) Vk = Aki m(V) = lin’lk_wo m(Ak)
(b) Dk = Aki m(D) = limk_,oo m(Dk)

(c) w<*: siehe oben v’
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w>"“ Esist x4, + -+ + x4, nur in einer Nullmenge, also ist fast iiberall

XVk:XA1+"'+XAk-

Damit ist N

m(Vi) = Y m(4;)

=1

und fir k — oo ist
o

m(V) =3 m(4))

10.5.14 Beispiel einer nicht meBbaren Menge in IR

Die Relation
T~y =z —yeqQ

ist eine Aquivalenzrelation mit den Aquivalenzklassen [z]. Es ist entweder [z] = [y] oder [z]N[y] = 0.
Sei A Vertretersystem in [0,1), d. h. zu jedem z € R gibt es genau ein £ € A mit £ € [z], sprich
& ~ x (Auswahlaxiom, dquivalent zum Lemma von Zorn, Wohlordnungssatz).

Die Menge A ist nicht mefibar.

Beweis: Setze
A+r:={a+r:acAreQ, 0<r<l1}

und
A ={a+r:a€Aa+r<1}U{a+r—1l:a€ A, a+r>1}

Zeige
(1) A, NAg =0 fiir r # s.
2 U 4 =[0,1).

rel0,1)
Wenn dann nun A mefibar wére, dann auch A + r mit m(A +r) = m(A).
Ebenso wire m(A,) = m(A) = m(Ap). Damit ist
1=m(0,1)) = > m(4,)= > m(A)=0.
r€[0,1) ref0,1)

WIDERSPRUCH! Also kann A nicht mef3bar sein.

ad (1): Seizx € A, NA; mit 0 < 7,5 <1und r #s.

Es existieren ¢ € A und b € A mit
r=a+rodera+r—1
z=b+soderb+s—1.

Subtraktion liefert

a—b=s—1reQ.

Damit ist a ~ b.
Daraus folgt nach der Konstruktion von A, dal ¢ = b und damit » = s sein muf}. Dies ist
ein WIDERSPRUCH! Also mufl A, N Ay fiir r # s eine leere Menge sein.
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ad (2): ,,C*“

UJ 4-co)

rel0,1)
ist klar, weil A, C [0, 1) ist.

w2 Sei x € [0,1): & ~ a fir ein a € A.
Damitist t —a=r€Qund -1 <zx—a<l,x € A+r, x € A,.
Fir 0 <r < 1 gilt: x € A,.
Fir -1 <r<0gilttz=a+r+1-1€ A, = A4y mit s=7r+1¢€ (0,1), weil
a—+ s> 1 ist.

10.5.15 Satz, absolute Stetigkeit des L-Integrals
Sei f € L(IR™) und £ > 0 beliebig. Dann gibt es
(a) f=g+hmit g,h € L(IR"), g beschrankt und [ |h| < e.

[1s1<=
E

fir jede mefibare Menge mit m(E) < ¢

(Absolute Stetigkeit des Lebesgue-Integrals).

(b) ein 6 > 0 mit

Beweis:
1. Setze
k. wo f>k
fe=4—-k wo f<—k.
f  sonst

Esist | fix| <k, |fx] < |f] und fx — f tberall fir k — oo.
Nach dem Satz von Lebesgue gilt fiir & — oo

/fk —>/f-
Es ist auch aus demselben Grund fiir £ — oo
denn es ist |f — fx| < 2|f]
Wihle k& so, daB [ |f — fi| < € ist.
g = fi ist beschrénkt durch k. Setze h = f — f;. Dann ist [ |h| < e und f =g+ h.

2. Sei f=g+hmit |g| <M und [ |h| < €/2 (geht nach Teil (a)) und 6 = 55;
E C R" sei mefibar und m(F) < §. Dann ist

/!f\</!9!+/|h!

gM-m(E)+/|h|<M-5+;=
R7L
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10.6 Die Transformationsformel

10.6.1 Motivation

Im Abschnitt 5.3.6 auf der Seite 105 wird gezeigt:
Fir f € R([a,b]), ®: [a, 5] — [a,b], bijektiv und stetig differenzierbar, gilt die Substitutionsregel:

b

B
[ oo - / F(@(1)) - '(2) dt.

a

Was gibt es fiir Moglichkeiten beim Lebesgue-Integral?

10.6.2 Die Transformationsformel

Seien U,V C IR" offen und ®: U — V ein Diffeomorphismus (d. h. ® ist bijektiv und ®, ®~! sind
stetig differenzierbar). Dann gilt

/ f(z) dz = / F(@(1)) - | det ®/(1)|dt,
1% U

wenn eine von beiden Seiten als Lebesgue-Integral existiert.

/ g(@1(2)) - | det(@1Y (2)| da = / olt) dt

{4 U

Beweis: Spéter.

10.6.3 Satz (Spezialfall von 10.6.2)
Sei A eine n x n-Matrix, b € R" und ®(z) := Az + b. Dann gilt:
m(®(E)) = |det A| - m(E) (10.1)

fir jedes mefibare £ C IR™ mit m(E) < oo.

Beweis:

(1) Sei ®(z) = x + b eine Verschiebung und E ein Intervall mit der zugehorigen charakteristi-
schen Funktion xg. ®(F) ist ebenfalls ein Intervall mit m(®(E)) = 1 - m(F). Es ist 1 =
| det(Einheitsmatrix)|. (10.1) gilt fiir £ =endl. Vereinigung von Intervallen.

(101) = [ xoe)(@)dz = [ xu(o)ds
E
Xo(E) (z) = xe(z —b)

(10.1) = [xpla-bdo= [ xp(@)

FE =endl. Vereinigung von Intervallen.
Grenziibergang: Fiir jede mebare Menge E mit m(FE) < oc.

[E meBbar <= xp meBbar <= Jyi TF: ¢, — xp f.i]

285



10 Das Lebesgue-Integral

(2) Sei ®(z) = Ax:

(a) Seidet A =0.Dannist ®(F) C H. H ist Hyperebene des IR", also ist m(®(E)) < m(H) =0
und |det A| - m(E) = 0.

(b) Sei
A1 0
A =diag(A1,...,\p) = ..
0 An
E sei Intervall mit den Kantenldngen /1, ..., ¢,. Dann ist ®(F) ein Intervall mit den Kan-
tenlédngen |A1|l1, ..., [An|ln.

m(B(E)) = M. A l1 ... b, = |det A| - m(E)

/XE(x)da:: /XE(x)dx I det A|

o(E) E
Wie unter (1) schliet man auf meibare Mengen E mit m(FE) < oo.

(c) Sei nun ®(x) = Az mit det A # 0.
Setze W = [0,1]" der Einheitswiirfel und

a(A) = m(B(W)).

Zeige, dafl die folgende Gleichung gilt:

a(A) = |det Al.
Setze
E=a+[0/"={a+z:0<z, </ firv=1,...,n}
=a+ U (W).
Dabei ist
U(z) =Lz
und damit

m(@(E)) E m(((W)) = m(¥(@(W))

( n
= \6/ -m(®(W)) = a(A) - m(E).

=mE) —a(4)

=

Genauer gesagt, ist fir Wiirfel £ C IR"
m(®(E)) = a(A) - m(E).

Dasselbe gilt fiir mebares E (Zeige dies als Aufgabe. Schliefle dabei von Wiirfeln auf
Intervalle).
Wenn F offen ist, dann ist £ die Vereinigung von sich nicht iiberlappenden Wiirfeln.
Die Beziehung «(A) = |det A| ist richtig fiir
(i) det A = 0. Dies wurde in (2a) gezeigt.
(ii) A = diag(A1,...,\,). Dies wurde in (2b) gezeigt.
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(iii) orthogonales A (AT A = E,, = Eiheitsmatrix). Dies wird in (d) gezeigt.
(iv) beliebiges A mit det A # 0. Dies wird in (e) gezeigt.
(d) Sei nun A orthogonal, d.h. es ist AT”A = E,,.
Setze E = K(0,1) = {x € R": ||z| < 1}.
AT . A=E, = ®[E)=FE

m(®(E)) = m(E) = a(A) - m(E)

= a(4) =1
1 =det A-det AT = (det A)?

= |det A] = 1.

(e) Sei nun A beliebig mit det A # 0.
AT A ist symmetrisch und positiv definit, also ist A7 - A = ST. DS mit einer orthogonalen
Matrix S und D = diag(\1,...,\,) mit Ap,...,A, > 0, den Eigenwerten von AT - A
(Hauptachsentransformation fiir AT - A).

Setze
A = diag(\/M,...,\V ) A% =D.
Dann ist
A'.D. AT =E,
und
S-AT. A.8T=5.(ST.D-8)-ST=D=A-A.
Es ist

E,=A"1.D-A1T=A1.9.4T.4.8T.A!
S
=01
S -ST=A"18.AT.4.5T.A"' = E,
——

Also ist S7 orthogonal und

1 1 L [det(A1)|
1
:>a(A): 1 il = >\1 )\n
AL A

Es ist

|det A| = y/det(AT - A) = \/A1... M\

Also ist a(A) = | det al.

Nachtrag zu (#):
Seien A und B n x n-Matrizen. Dann ist

a(AB) = a(A)a(B).
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Beweis: «(AB), ®(x) = Az, ¥(z) = Bx.
m(®(E)) = a(A) - m(E):
a(AB)-m(E) = m(®(V(E))) = a(A) - m(V(E)) = a(A) - a(B) - m(E).
Also ist a(AB) = a(A) - a(B).

Bis hierhin ist bewiesen, daf fiir ®(z) = Az + b gilt: m(®(E)) = |det A| - m(E).

10.6.4 Hilfssatz 1

Sei ® € CY(K(0,0),IR") und W} Folge von Wiirfeln mit 0 € W}, und diam W}, — 0. Dabei ist
diam E' = sup{||z — y||: =,y € E} der Durchmesser von E. Dann gelten folgende Aussagen:

(a) Fir k — oo ist

1
det ' ()| — | det @'(0)].
iy [ 10t @) = |de #/0)
Wi
(b) Fiir £ — oo ist
m(®(Wk)) /
—_— = LiiJ .
(W) | det ©(0)]
Beweis:
(a) Als Aufgabe. Sogar fiir stetige f gilt
1
x)dxr — f(0).
iy [ f@de = 1

Wi

(b) (i) Sei zuerst ®'(0) = E,, die Einheitsmatrix im IR", d.h. es ist ®(z) = z + r(x) - ||z|| mit
r(x) — 0 fir z — 0.
Sei nun € > 0 und 0 < € < 3. Dazu existiert ein § > 0 mit ||r(z)|| < e fiir ||z|| < 0.
Fir k > kg gilt: W C K(0,9).
Sei nun y = ®(z) mit € Wj. Dann ist

Fiir Wy, gilt dann
(W) € [_\/ﬁ'gk‘SJragk)a\/ﬁ'ﬁk -€+agk) + £l
Xooox [=vn-lg e+ alf) Vil e+ al) + 4] (102)

und

(W) 2 H\/ﬁ'gk‘5+a§k)a—\/ﬁ'fk-5+agk) + 0]
xooox [V e+ al), =ty e+ al) + 4] (10.3)

Also
O - (1=2vn-e)" <m(®(Wy)) < - (1+2vn-e)"
Aoovmer—1< @) g omo oo
>— t-e m(Wk) < t-e ’
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fur k > kg. @)
m(P Wk ) ’
= ———> —1=|det®'(0
T et @/(0)
fiir k — oo.
(ii) Allgemeiner Fall. Sei ®'(0) = A. Zuerst sei det A # 0.
Sei ®(x) = A~! . ®(x). Damit ist ®'(0) = E,,.
m(AV(Wy))
m(Wk)
© m(V(Wi))
= |det A| - —————==
Z |det A - 1

(®: Satz; ®: Spezialfall).
Sei nun ®'(0) = A mit det A = 0. Dann ist

O(z) = Az + ||z|| - r(x) = Az + f(z).

Es ist ®(Wy) C H + f(Wj) mit einer Hyperebene H und m(H) = 0.
Fir f gilt dabei:

fWe) = | =Vl - max [[r(z)], vl - max [r(z)]
mit
m(f(Wi)) = 2vn - £;)" -e".

Daraus folgt dann:

m(f(Wk)) n
W < (2ev/n)

m(f(Wk))

— 0 fur k£ — oo.
m(Wy)

10.6.5 Hilfssatz 2

(Satz tiber die Nullmengentreue)
Sei ® € C1(U,IR™), U offen und N C U eine Nullmenge. Dann ist ®(N) eine Nullmenge.

Beweis: Sei U = fj Wi mit kompakten Wiirfeln W, C U.
Dann ist & auf Wkkiilpschitzstetig, d. h.
[®(z) — @(y)|| < Li - |z =yl
Sei nun N = N N Wy. Zeige, dal ®(NVy) eine Nullmenge ist. Dann ist auch
oo
®(N) = J (Vi)
k=1

eine Nullmenge.
Nachweis, dal ®(N}) eine Nullmenge ist:
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10 Das Lebesgue-Integral

Sei € > 0 beliebig.
o0 [o¢]
Dann existieren Wiirfel I, mit Ny C |J I, und > m(I,) < e.

v=1 v=1
Also hat ®(7,) héchstens den Lg-fachen Durchmesser von I,

d. h. es existiert ein Wiirfel J, O ®(1,) mit hochstens Li-facher Kantenlénge von I,,.

= m(J,) < (Lp)" - m(I,)

= O(N,) C G ®(1,) C G Jy
v=1 v=1

und damit . .
S m(h) < (L)Y m(L) < (L) e
v=1 v=1

Also ist ®(Ny) eine Nullmenge.

10.6.6 Hilfssatz 3

Sei @ € CY(U,IR"), U C IR" offen und ® injektiv. Insbesondere sei det(®'(z)) # 0 fiir alle z € U.
Dann gilt fiir jeden Wiirfel W C U:

m(®(W)) —/]det &' (2)| da.
w

Beweis: Setze Wy = W und definiere o € IR durch

m(®(W)) = a~/|det ' (z)| dx.
w

Zu zeigen ist nun: a = 1.
Zerlege Wy in 2™ kompakte, gleich groie Wiirfel I, mit halber Kantenlange.
Klar ist:

on
m(Wo) =Y _m(L,).
v=1
Es gilt dann:
on
m(®(Wp)) =D m(®(L,)),
v=1
denn es ist
2n 2n
Wo = (U(Iy)(’) U (U 8[1,)
v=1 v=1

Nullmenge

Damit ist (weil ® injektiv ist)

d(Wo) = (U <I>(I,,)0> U (@ (U 8],,)) .

Nullmenge nach HS 2
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Daraus folgt

2m 2m
m(®(Wo)) = Y m(®((1,)") + 0= m(®(L)).

Andererseits gilt ebenso
2”
(@ (W) = a/\det ¥ (@) dr =3 a /ydet ' (2)] da.
Wo v=1 I,

Also existiert ein vy mit

m(®(1,)) 2a~/]det®’(x)\dx.

Ly,

Setze Wy = I,,,. Genauso erhalt man induktiv eine Folge von Wiirfeln Wy, mit Wy, C Wy_y, in der
Wi die halbe Kantenldnge von Wj_1 hat und fiir die gilt:

m(®(Wy)) > a- / | det @' ()| du.
Wi

Daraus folgt, daf} es ein £ € U gibt mit
ﬂ Wi, = {¢}-
k=1

Teile nun die Ungleichung durch m(W;):

Wy,

Wende auf die linke Seite den Teil (a) und auf die rechte Seite Teil (b) vom Hilfssatz 1 an. Dann
ist fiir k — oo:

| det @(§)] > a - | det (&)

Also ist a < 1. Zeige auf die gleiche Weise nun, daf§ a > 1 ist. Damit ist dann die Behauptung
bewiesen.

10.6.7 Hilfssatz 4

Sei ®: U — V eine Diffeomorphismus, d. h. ® € CY(U,V), ® ist bijektiv und @~ € CY(U, V).
Dabei seien U und V offene Mengen. Dann gilt:

m(V) = / | det ®'(z)| dz,
U

falls eine der Seiten endlich ist.
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10 Das Lebesgue-Integral

Beweis: Seien W} kompakte Wiirfel mit

U=Jm.
k=1
Dabei sei Wi, N W; fiir k # j eine Nullmenge. Dann gilt nach dem Hilfssatz 3

m(CD(Wk)):/|det<I>’(x)]dx
Wi

Dabei gilt & wegen Beppo-Levi fiir Reihen mit

det @' (x fur x € W3
e
0 sonst

10.6.8 Beweis der Transformationsformel

Wiederholung der Transformationsformel:
Sei U,V C IR" offen und ®(U, V') ein Diffeomorphismus. Dann gilt:

/ F(@(2)) - | det ()| dz = / f(w) dy,
U 1%

falls eines der Integrale existiert.
Oder

b w(b)
s -ewa= [ s
@ ¢(a)

Beweis: Sei f = ¢ eine Treppenfunktion, ¢: V — IR, etwa:

(@) c;j imWﬁrfeleQgVﬁirjzl,...,p
T) = _ )
4 0 auBerhalb aller I;

Dann ist
/s@(y) dy = /@(y) dy =7 cj-m((1;)°)
v i— =1

J 1]].

j
Hat cj/\det & (z)| dx

Jj=1 U]

mit U; = ®71((1;)°) ist hierfiir

=Y [el@@) [det@ @) do = [ p(@(@) - |det@' (@) da.
U
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d. h. die Transformationsformel gilt fiir alle Treppenfunktionen ¢: V' — IR. Also gilt die Transfor-
mationsformel fir f € LT(V), denn ¢y /" f mit [ ¢ — [ f:

/f )dy = hm /gpk )dy = hm /gok ]det &' (x)| dx

U @) )
BL /f(CID(:c)) | det & ()] da
U

Also gilt die Transformationsformel auch fiir f € L(V'). Zeige nun noch: Auch aus der Existenz von
/f((b(x)) - | det ®'(x)| dx
U

folgt die Formel.
Setze U(y) = @~ 1(y), ¥ Diffeomorphismus und g(z) := f(®(x)) - | det D' (x)].
Nach Voraussetzung existiert f g(x)dx.

ot

g(¥(y)) - | det ®'(y)| dy

) | det ' (y)] - rdet< \dy—/f

<\ <\
Kﬂ

10.6.9 Spezielle Transformationen

(a) Polarkoordinaten im IR?: Setze

T =rcosf
y =rsinf
r?=a2%+y°

7 cos 6
®(r,0) = (r sin@)
mit ®: (0,00) x (0,27) — R2\ {(2,0): x > 0}. Es ist

cos —rsind

I __
det @ = sinf@ rcosé

=r>0.

Fiir f € L(IR?) gilt dann:

oo 27

/fx y)d(x,y) /f (rcos@,rsinf) - rd(r,6) ://f(rcose,rsinﬁ)-rdﬁdr.
00

(b) Kugelkoordinaten im IR3: Setze

T =171cos\-cosf
y =7rsin - cos(

z = rsin .
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Dabei ist A die geographische Linge, 3 die Breite und r? = x? + y? + 22 der quadrierte, zum
Punkt (z,y, z) gehorige Radius.

Esist 0 <A <27 (oder —7 < A< 7w und —7/2 < 3 < 7/2.

Herleitung: Setze z = rsin f mit —7/2 < § < 7/2

22 + 9% =r? —r?sin? 8 = (r cos 3)?
Polarkoordinaten fiir (x,y):

x = (rcos3) cos A

y = (rcos ) sin A.

Also:
r cos \ cos (3

O(r,\,3) = | rsinAcosf
rsin 3

mit 0 <7 <00, 0 <A< 21 [T < A<7und —7/2 < B < 7/2.
®: (0,00) x (0,27) x (—=7/2,7/2) - R*\ N
ist Diffeomorphismus mit einer Nullmenge
N ={(rcosB,0,rsinf): r>0,—7/2 < 3 <7/2} = {(z,0,2): (x,2) € R* 2 > 0}
und

cosAcosf3 —rsinAcosfl —rcosAsing(
det ®' = [sinAcos3 rcoshcosf —rsinAsin3| = r?cosS > 0.

sin 3 0 r cos (3
Zusammen ist
0o 21 /2
/f x,y,2)d(z,y, z // / ®(r,\,8)) - r2 - cos fdB d\dr.
0 —m/2

(¢) Zylinderkoordinaten: Setze

x =rcosf
y=rsinf
z2=2z

mit 72 = 22 + y? und 0 < 0 < 27.

cosf) —rsinf
det ® = |sinf rcosf

rcosf
®(r,0,z) = | rsind
0
0
0 0 1
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(d) Kugelkoordinaten im IR™:
Sei z = (x1,...,2,) € R" mit ||z]| = r.

xr = <I>n(r, 90, 91, . ,ang)

z. B.
cos g
DPo(r,0g) =71 .
2(7, 60) sin g
cos gy cos 64
O3(r, 6p,0,1) = r | sinbycos by
sin 91
cos by - cosfy - cosbsy...cos0,_3-cosb,_o
sinfg - cos @y - cosby...cosl,_3-cosb,_o
sinfy - cosfy...cosb,_3-cosb,_o
‘I>n(’l“, 00, ce 79n72) =T
sinf,,_3 - cos0,_o
sin Hn_g
und es ist

det @/, = r"1(cos 6;)(cos 02)(cos 03)> . .. (cos B, _o)" 2

unter den Bedingungen 0 <r < o0, 0 <6y <27, —7w/2<6§; <n/2fir j=1,...,n—2.
Herleitung: Setze z, = rsinf,_ fir —7/2 < 6,9 < /2.
HCL‘H =r,r= ($1,...,xn_1) € IRn_l

||fH%an—1 =72 —r%sin? 6,9 = (rcosb,_2)*

v (E) _ ((Pn1(7“(3059”2,90,...,«9”3)) B (r,0, . Ons)

rsinf,_o

7 cos B cos Oy cos 01
7 cos By sin Oy cos 61
7 cos 05 sin 61
7 sin 09

04 =

Allgemein gilt fir n — 1 +— n:

r cos by,_o(cos by . ..cosb,_3)
7 oS0y, _o(sinby . ..cosb,_3)

r cos b _a(sinb,_3)
r8inf,_s

Schreibe ®,, = ® o V:

q)n_ ’07"'7071—
®(0,00,..-,0n-3,t) = ( e Ot 3)>

7 oS 0,,_2
to
\I’(T,Go,...,en,Q) = .

‘9n73
rsinf,_o
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b o \I/<7’, 007 o 7(9”_2) _ <<I>n1(r COs 071727 00a s 70n3)>

rsinf,_o
Es ist
det @/, = det(®' o ¥) - ¥’
mit ,
det q), oW = q)'g—l OO‘II ?' = det q)'/nfl(r COs 071—27 607 cee 7671—3
costl, o 0 0 ... 0 —rsinf, -
0 10 0 0
0 0 1 0 0
det ¥/ = ) L ) ) =r (als Aufgabe)
0 00 1 0
sinf,—2 0 0 ... 0 rcosf,_o
Rekursionsformel fiir die Determinante:
det @ (r,0p,...,0ph—2) =71 -det®,_(rcosb,_2,00,...,0,_3)
A'fl An—l

Ny =1, A3 =1rcosb
Np_1=1""2cosb(cosB)?...(cosb, 3)" 3
Ay =1-(rcos, 2)" 2cosbi(cosb)?...(cosb, 3)" 3.

10.6.10 Beispiele

(a) Polarkoordinaten im IR?: Berechnung von

o0}

1= /E_tQ dt = ﬁ
2
0
Beweis: Sei @ = {(z,y): z,y > 0}. Dann ist
/e_($2+1"2) d(z,y) = //e_($2+y2) dydx = /e_’”2 dw-/e_y2 dy = I*.
Q 00 0 0

Mit Polarkoordinaten ist

oo7r/2

/e<xz+y2) d(z,y) z//e” rdfdr
0 O
- (o]

Q
= / 1 e (—=2r)dr = P
2 2 4 b A

0

(b) Kugelkoordinaten im IR3: Aufgabe: Berechne m(K(0,7)) =?

(¢) Zylinderkoordinaten:
Berechne den Inhalt von

1
_ D22
E—{(w,y,z).x +y <1+z2}'
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Esist zeIRund 0<r <

1+z
0o (1+z2)71/2 2 o) T2 (1_1_22)71/2
m(E):/ / /rderdzzQﬂ'/ 5 dz
—00 0 0 —00 0
o0 o0
/ dz 9
=7 ﬁ:warctanz ="
1+ 2 oo
—0o0

(d) Allgemeine Kugelkoordinaten: Aufgabe: Berechne m(K(0,7)) =?

10.7 Parameterintegrale

10.7.1 Feste Bezeichnungen

E C IR" ist meibar und # 0.
0 # D CR"
f:DxE—R. Fur f(z,y)ist z € Dund y € E.
f ist beziiglich y integrierbar tiber E.
= / flz,y)dy
E

g: E — [0,00) ist integrierbar.
F: D — IR heifit Parameterintegral mit dem Parameter x.
Beispiel: Die Gamma-Funktion

o0
I(z) = /e_tt“”"’_1 dt
0

10.7.2 Satz iiber die Stetigkeit

Sei |f(x,y)| < g(y) fir alle (z,y) € D x E, und sei x — f(z,y) stetig in x = a € D fiir fast alle
yekl.
Dann ist F stetig in z = a:

lim f:):y —/hmfxy

T—a
E

(a y)
Beweis: (z(®)) sei Folge in D mit z(¥) — a.
Fe@) == [f@®)y) — fla,y)] — 0 fiir k — oo fast iiberall in E

0 < fi(y) < 29(y).
Mit dem Satz von Lebesgue gilt:

/fk(y)dy—>0 fiir k — oo.
E
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[F®) - F(a)] = / @, y) — flay) dy

E

= /'f(x(’“),y) — f(a,y)|dy — 0 fiir k — oc.
E

10.7.3 Differenzierbarkeit von Parameterintegralen

Sei f: Dx E—1R, DCIR", ECIR™ und

F(z) = [ f(z,y)dy.
/

Ist D C IR" offen, z — f(x,y) diffbar in x = a fir fast alle y und gilt

[f(z,y) = fa, )| < ||z = allg(y) (mit g € L),
so ist F' differenzierbar in x = a und es gilt

OF , [ Of
856,/ (a) - 81‘1/ ((I, y) dy
E

Beweis:

0 4 Va B ’
O (1) = iy L0 0) = fla)

(ex. nach Vor. fiir fast alle y)

— | f(a_‘_%euay)_f(a?y)
el 1

k

= mefBibar

—~
meBbar bzgl. y

(a,y)' <g(y firv=1,...,n

also integrierbar.
Seo h € R", ||h]| < 6, § so, daB {x: ||z —al| < 6} C D:

1 " OF
Tl F(G‘Fh)—F(a)—Vz::lhu'E T%(a,y)dy

1 _ N, Of
< ”h’E/'f(a+h,y) fla,y) Zhuamy

v=1

(a,y)| dy

L0 firh—0

Setze

" 0
B(hy) = — | fa+hy) - Fla,y) =S b oL (a,y)
" <g(y)-|Ih] o o
~g\y)

<[lhll-n-g(y)
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ist stetig fiir 0 < ||h|| < ¢ fir fast alle y.

Es ist ®(0,y) := 0.

Wenn h +— ®(h,y) stetig ist in K(0,9) fir fast alle y, dann gilt nach dem Stetigkeitssatz mit
@ (h,y)| < g(y) +n-g(y) = (n+ 1)g(y) das obige .

Weise nun die Stetigkeit im Punkt A = 0 (fiir fast alle y) nach:

Fiir welche y gilt ®(h,y) — 0, wenn h — 0 ist?

Genau fur alle y, in denen f(z,y) bzgl. z differenzierbar ist im Punkt z = a.

10.7.4 Beispiel

Die Gamma-Funktion ist fiir z > 0 definiert durch

o0

I(x) = /e_ttx_l dt.
0
Die Beta-Funktion ist flir > 0 und y > 0 definiert durch

"1 — )y Lat.

O\H

(a) T ist stetig.
(b) T ist stetig differenzierbar (I' € C*°(0, 0)).
(c) Esist

e ' Ylog t)* dt.

Beweis:

zu (a): o — e 1%L ist stetig fiir alle ¢ > 0.
Seia € D = [, 3] C (0,00) = E. Dann ist

o tlfiro<t<l1
et =] et fre>1 9(t)

g ist Majorante. = Stetigkeitssatz anwenden.

zu (b): Es ist
ge_tt”’:_l =e " Llogt.
ox

Seia>0,0<a<a<f<oound D = (a,). Dann ist

e " < |logt| - g(t)

o
integrierbar (Aufgabe).
Satz tuber die Differenzierbarkeit anwendwar, da

le ol —emte MWS |z —al - le”'t5 L log t|
(wobei £ zwischen a und x ist)

< |z —al - |logt| - g(t).
N——

Majorante
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10 Das Lebesgue-Integral

zu (c): Ohne Beweis.

10.7.5 Beispiel: Das Newton-Potential

Fiir dieses Beispiel ist n > 3.
Sei K C IR"™ kompakt, ¢: IR" — IR meflbare, beschrankte Massendichte und

_ o(€)
"= Z o

Behauptung:
e uc CHR")
o uc C*(R"\ K)
Zeige:
(a) u € C*(D), D CIR"™ Gebiet mit DNK =0
(b) w ist stetigin a € K

(c) Das Newton-Potential ist harmonisch in IR™ \ K, d. h.

n
g Ug,z, = 0,
v=1

kurz:
Au =0

mit dem Laplace-Operator
A = g —.
2
ot O0x?
Beweis:

zu (a): Sei a € R™\ K, D eine Umgebung um a mit DN K = {.
Fir z € D gilt:
|z — €| >d >0 firalle ¢ € K, = € D.

Auflerdem ist
o(§) < M.
Co:
o(§)
| —&[|" 2
ist stetig in D fiir alle £ € K. Eine Majorante in K ist

M
g(§) = qn—2-

T —

Also ist u € CO(IR™).
cl:

‘ 0 o(§)
Oz, ||z —&|In—2

R
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zu (b):

10.7 Parameterintegrale

wit 52 ] = g4
_ Ty — 51/
= [(—n+2)-0(&) ||z —¢| -
( ) o(&) -] | Tz €]
< (n—=2)M - [z — ¢!
< (n—2)Md"!
mit £ € K,x € D.
C2:
Es ist
o 0 1 0 Ty — 51/
=—(+n—2
3, (= e2) =~ Vg e
Mit
9 < Ty — & > @ &) (n)le =gl el nA
0, \Te =€) ~ \(as &2 (~nlla — €2 + s u=v
ist dann
0?2 1 _ —n(z, —&)(xy — &)
Oxxy ||z — |2 |z — &+
und
9?2 1 oz, — £)? 1
ox? ||z —&["=2  flz—=¢"t2 x|

= Majoranten klar: immer von der Form %r}ft fir C™.

Stetigkeit in x =a € K: Sei a € K, U = K(a,0), 0 fest: Es ist

/‘H aw2d5+./ B m"2

w(z) v(:p
w(z) ist stetig in U, wie schon gezeigt.
Sei e >0, 0 > 0, sigma < 6/2, so da§ K(a,0) C K ist.
Sei ||z — al| < o:
o() 0(§)
v(x a)l = — d¢
i) —vla) L/wé"Q a— €2
nU
o(x) o(§)
< - dg
/ lz = &"=2 la—g["2

e
la —&["2
nU
dg
la — &|[*~2
U

<A{Q/£n2

<M +
( Hw—flln ?
U
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10 Das Lebesgue-Integral

Berechne das 2. Integral:

dé Subst.:
J g = & - dy

dy
o
on2y|n—2
K(0,1)
dy

)

= > / —
lyl"=2

K(0,1)
Berechne nun das 1. Integral mit Substitution £ =x +§ - y:
d
52 / Y _ const - 62

[y~
K(0,3/2)

Sei nun & > 0 und & > 0 so, dafl const - 62 < £/2 ist:
u(z) —u(a) =v(z) —v(a) + w(x) — w(a)
lv(z) —v(a)| < e/2 fir ||z —al| < 6/2
lw(z) —w(a)| <e/2 fir ||z —al| <o <d/2
= |u(z) —u(a)| < ¢ fir ||z —al| < 4.

zu (c):

tu= [0 (o) o=
E

=0 fiir alle &

denn es ist
1 n n "
A = — (z, —&)2=0.
R NS

10.8 Das eindimensionale Lebesgue-Integral

In diesem Abschnitt ist immer f: [a,b] — IR und

/f(m)dac ::/bf(m)dx.

[a,b]
Zur Wiederholung: Wenn f’ € R([a, b]) ist, dann gilt

10.8.1 Satz

Ist f monoton wachsend (fallend), so ist f fast iiberall differenzierbar und fiir das Lebesgueintegral
gilt:
b

/ (@) de < £(b) — f(a)

a

(beziehungsweise >).
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10.8 Das eindimensionale Lebesgue-Integral

Beweis: Spéter in 10.8.3.

10.8.2 Hilfssatz (Sunrise-Lemma)
(nach Riesz) Sei g: [a,b] — IR stetig und
E={z € (a,b): esex. &>z mit g(&) > g(x)}.
Behauptung: E ist offen, also E = ij(ak, bi.) oder = () und g(ax) = g(bx), auBer, wenn aj, = a ist.

Dort gilt nur: g(ag) < g(bg).

Beweis: Sei z € E und dazu £ > 2 mit g(§) > g(x). Es existiert ein § > 0 mit: Ist |2 — 2| < d, so
gilt: 2’ < £ und g(2’) < g(&) (wegen der Stetigkeit).
Also ist (z — 0,2+ d) N (a,b) C E, E ist offen. Damit ist E = | J(ax, b)-

k

Zeige noch, dafl g(ax) = g(by) ist:

1. Sei ay > 0. Dann ist g(ax) > g(bg), sonst wére nédmlich ay € E
(sonst: g(ag) < g(by) fiir ar, < by, = ap € E).

2. Sei z € (ax, b;) und 2’ definiert durch:
g(z") = max{g(t): x <t < by}
Wen z/ < by ist, existiert ein & > by mit g(§) > g(a’), weil 2/ € E und ¢(z') maximal
ist. Damit ware dann g(¢) > g(2’) > ¢g(br) und damit b, € E. WIDERSPRUCH! Also ist
g(z) < g(2') = g(by). Fir x — ay, gilt dann:
g(ax) < g(bk)-

Zusammen ist also g(ax) = g(bg).

10.8.3 Beweis zu 10.8.1

Sei f: [a,b] — IR monoton wachsend.
Behauptung 1: f ist fast iberall in [a, b] differenzierbar.

Beweis: Sei x € (a,b). Setze

p e SR )
h—0+ h

A= fim JEER = F@)
h—0+ h

Dies ist die rechtsseitige obere, bzw. untere Ableitung.

Definiere analog (mit h — 0—) die linksseitige obere/untere Ableitung A, und A\,. f'(z) existiert
nun genau dann, wenn Ay = Ay = A\, = A, < 00 ist.

Da f monoton wachsend ist, sind Ay, ..., A, > 0. Zeige noch in 3 Schritten:

1.) A, < +oo fast tiberall.

2.) A, < A fast iiberall.
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10 Das Lebesgue-Integral

3.) Ay < )\, fast iiberall.

Zusammen folgt dann:
Ay < A <A < X <) < 0 fast tiberall,

d. h. f ist fast tiberall differenzierbar.
1.) Esist
Ew ={z€(a,b): A, =400} C{x € (a,b): A, >n} =E,

fiir alle n € IN.
Sei x € E,. Dann existiert ein £ =z + h > x mit

f(&) = f(z)
E—x

> n,

d. h.
f€)—n-&>flx)—n-z.
=:9(¢) =ig(x)
Mit dem Sunrise-Lemma folgt damit: E,, |J(a, br) mit g(ar) < g(bg). Daraus folgt:
flar) = f(bx) < n(a — bi)

(b — 1) < (7w = Flax)).

Summiere auf:

Sk —ar) < = 3 F(b) — Flaw)

k k
< —(f(b) = f(a))

< e fir n > ng.

Damit ist m(Es) < m(Ey) < € fir n > ng, also ist m(Fs) = 0 und damit A, < +oo fast
iberall.

2.) Setze
E.g={z€(a,b): A, >d>c> N}

und
E={z € (a,b): A, > N\} = U E.q.

0<c<d rational

F ist eine abzahlbare Vereinigung.
Zeige: m(E. 4) = 0, also m(E) = 0.
Sei x € E, 4: Es existiert ein { < x mit

f(&) = flx)
[ <c
Setze g(x) = f(x) — ¢ x. Dann gilt:
9(&) < g(x)

und mit dem Hilfssatz (Sunrise-Lemma) folgt dann:
Eca € U(ak, bx) mit g(bx) = g(ax) oder
k

c(by, —ax) = f(bx) — f(ar).
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10.8 Das eindimensionale Lebesgue-Integral

Sei nun z € (ag,by), v € Ecq:

Es existiert £ > z, £ € (a,b) mit: g(z) := f(z) — dx: g(&) > g(z).
Hilfssatz, angewandt auf [ag, by]:

= Eea N (ak, br) © LEJ(%N%) mit g(ax,) = g(bk,),

d. h. d(bkg — akg) = f(bké) — f(akz). Setze

Es ist

m(S1) = > ) (bk, —ar,) = %Z <Z f(br,) — f(akz))
PR !

L

<f(br)—f(ar)=c(br—ay)

mit Ell = U(ak,bk).
k
Zusammen: (1) E. 4 C ¥} und E C ¥,

m(31) <gq- m(a’l).

Wiederhole (1), angewandt auf die Teilintervalle von ;.
Erhalte ¥, 2,2 mit Ec,d C Yo,

m(Xz) < q-m(3)
¥ C %y

und damit
m(S2) < ¢ m()).

Allgemein erhélt man mit Induktion 3, ¥/ mit
m(3n) < q-m(3)
E;L g Zn—l
Ec,d - Z:n

Also gilt fiir jedes n

m(Eeq) <m(S,) < ¢" - m(X])

s —=

<q"-(b—a) <efirn>ng.
Damit ist m(E.4) = 0, also auch m(E) =0 und A, < )\, fast {iberall.

3.) analog zu 2.)

Behauptung 2: Ist f: [a,b] — IR stetig, wachsend, so gilt fir das L-Integral

b

/ f'(2)dz < £(b) — f(a).

a
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10 Das Lebesgue-Integral

Beweis: Setze

fr ist mefbar.
Es ist fast iiberall

Jim fi(z) = f'(2).

Also ist f" meBbar (Setze f' = 0, wo die Ableitung nicht existiert).

Dann ist
b r b . b
0§/fk(:n)d:n:k: /f<x+k> da:/f(:c)d:c]

. b+1/k b

=k / f(x)dx—/f(a:)d:c
la+1/k a
faa—H/k f(z)dx bb+1/k f(x)dx

R

= —fa) + f ).

Dabei ist ® eine frithere Aufgabe.
Es gilt also

b
/ fulw) dz — [(b) — f(a).

Mit dem Lemma von Fatou gilt dann: f’ € L und

b b
/f'(:v) dzx < kh—>nolo fe(z)dz = f(b) — f(a).
10.8.4 Beispiel

(Aufgabenblatt) Zu jeder Nullmenge N C (a,b)
gibt es eine stetige und wachsende Funktion f: [a,b] — IR mit
flxz+h) - f(x)

y
heo h T

fir x € N.

Konstruktion: Es gibt Intervalle I mit

Zm([k) <1, N C U I, fir alle n
k k=n

f@) = mI N [a.a])
k=1

hat alle Eigenschaften.
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10.8.5 Beispiel einer stetigen, streng wachsenden Funktion mit Ableitung 0

Gesucht ist eine Funktion f: [0,1] — [0,1] mit f'(z) = 0 fast tiberall, f ist stetig, f(0) = 0 und

{((c}rzstrji.ere eine Folge (f,) mit f,: [0,1] — [0,1]. Dabei soll f, auf jedem Teilintervall I}’ =
[k-27", (k+1)-27"] linear sein. Fiir n = 0 wird fy(z) = = gesetzt. Konstruiere nun f,. Es ist
Iy = ISJ tu 13#1
Setze in k-27" und (k + 1) - 27", den Endpunkten von I}
fnt1 = fn-
Im Mittelpunkt (2k-+1)-27"~! (dies ist der rechte Mittelpunkt voon Ig,j ! bzw. der linke Endpunkt

n+1\ :
von I ) ist

Fa (254 1) 2707 = S fuk 27 4 2 (k1) 27,

Zwischen diesen Punkten wird f,,+1 linear deﬁmert.
Alle f,, sind stetig und streng wachsend.

(a) f(z):= lim f,(x) existiert punktweise und ist schwach wachsend.

Da fp(z) < fo41(x) < 1 ist, existiert f(x).
Da f, monoton ist, ist auch f monoton, aber nicht unbedingt streng monoton.

(b) f ist streng monoton wachsend: Sei 0 < x < y < 1. Wahle k und n so, daf§

r<k-27"
>(k+1)-27
Dann ist
@) < flk-27") = fuk - 27" < fu((E+1)271) = f(k+1)27") < f(y).

(c) Sei I} = [, Bn] geschachtelt, d. h. I} 2 Ig“‘l . Dann ist

0 < f(Bnt1) — flans1) (10.4)

_ 2f(an) + 2f(Bn) — f(ow) im linken Intervall (105)
f(Bn) — %f( n) — 3f(ﬁn) im rechten Intervall '

_ %(f(ﬁn) — f(ay)) im linken Intervall 106)
% (f(Bn) — f(ca)) 1im rechten Intervall )

< 2(7(8) ~ flon). 10

(d) Stetigkeit in x € [0,1]: Sei x € (ap, Bn] U [Bn,Yn) mit oy, = ky - 27", B, = (kp, +1) - 27" und

Yo = (kn+2)-27"
Sei € > 0: Wahle n so, dafl
2 n

Setze I = (ay, Bp). Sei nun y € I:

[f(z) = fy)| <
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(e) Nach dem Satz existiert f’ fast iiberall. Zeige nun: f’(x) = 0 dort, wo f’ existiert.

J () = F(oner) _ f(Bn) = flom) <2‘ <1 ., 1>>

Bn+1 — Qny1 Bn — oy 2 6
= M . (1 + 1)
5n — Qp 3 .

Wenn f/(z) existiert mit x € [, 3,], dann ist

n—1
F(z) = lim £0) = F(0n) 1od Jim T <1+ 15k>
k=0

e A, 3
mit € = 1 oder ¢, = —1. Setze
n—1 1
Pp = H <1 + 35k> und p = nlggop”'
k=0
p existiert genau dann, wenn p = 0 ist. Annahme p > 0:
Dann ist (1+%€n):%—>%:1fﬁrn—>oo.

Damit ist €, — 0 fiir n — co. WIDERSPRUCH! Also ist f/(z) = 0 fast iiberall.

10.8.6 Satz

Seien fi: [a,b] — IR stetig, monoton wachsend und
f@)=>" fulx)
k=0

sei konvergent in [a, b].
Dann ist f stetig, wachsend und es ist fast iiberall

fi(x) =" fila).
k=0

o0

Beweis: Sei OBdA f,(a) =0 (sonst betrachte > (fx(z) — fr(a)). Setze
k=0

sn(@) =Y fula)
k=0

(e 9]

k=n+1

f ist monoton wachsend (klar).
0 < rp(x) <ry(b) — 0 fiir n — oo.
Also liegt gleichméaBige Konvergenz vor und damit ist f stetig.
Sei
E = {x: f'(x) oder eine Ableitung f; (x) existiert nicht.

E ist Nullmenge. Sei = € [a,b] \ E. Dann konvergiert die Reihe

> filw),
k=0
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&
da s7,(x) < s), 1 (x) < f'(x) ist.
Dabei gilt ®, da f = s, + 7, und damit f' = s/, + r, > s/ ist.
~—

n

>0
Wahle ny so, daf3

WE

(f(5) = 50, (b))
—_——

Tny, (b)

B
Il

1

konvergiert. Dann konvergiert die Reihe

gleichméfig, da

konvergiert wie ) s} ().
Also ist sy, (v) — f'(2) fiir & — oo und damit x7,(z) — f'(z), da ((s,,(2)) 1).

10.8.7 Definition: absolute Stetigkeit

Eine Funktion F': [a,b] — IR heifit absolut stetig, wenn es zu jedem & > 0 ein ¢ > 0 gilt mit:
Sind (ag, bx) C [a,b] fur k = 1,...,n paarweise disjunkt mit

> ok —ar) <6,

k=1

dann gilt

> P (by) — Flag)| < e.
k=1

10.8.8 Beispiele und Bemerkungen

(a) Absolut stetige Funktionen sind stetig.

(b) Funktionen der Form
Fo) = [ 10

mit f € L([a,b]) sind absolut stetig.

(c) Absolut stetige Funktionen sind von endlicher Variation, also insbesondere existiert F’ fast
iberall.

(d) Wenn F absolut stetig ist, gibt es Fy, F», beide wachsend und absolut stetig, mit F' = F} — Fb.
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Beweis:

(a)
(b)

310

Gilt nach Definition der absoluten Stetigkeit mit n = 1.

Setze
E = J(ax, br)-
k
Es ist
m(E) =Y (by — ax) < 6.
Damit ist

> |F(bi) — Fag) SZ/U )| dt
k=1

—/\f(t)]dt<a.
E

@ gilt wegen der absoluten Stetigkeit des L-Integrals (10.5.15 auf Seite 284).

Zu e = 1 existiert ein § mit ... (Definition).
Wahle n € IN mit I’TT“ <n.
Sei Z Zerlegung von [a, b]:

(a+j-hya+(j+1)-h)\ Z = (a1,a2) U (ag,as3) U---U (am,bm)

Z(ak — ak_l) =h<d
k=1

= ) _|F(ax) — Flag-1)] < 1.
=2

Fiir jedes 7 =0,...,n — 1 gilt:

=var(F,Z) <n

= VY(F) <n.

In AnaAvysis II wurde gezeigt, daB sich F', eine Funktion von endlicher Variation, folgender-

maflen darstellen 148t:

Dabei ist p die positive und n die negative Variation:
— +. :
sup{z F(xgp—1))": {xo,...,Tm} ist Zerlegung von [a, x|}

Zeige: p ist absolut stetig.
Sei € > 0 und dazu § > 0 aus der absoluten Stetigkeit von F'.
Zerlegung {xo, ...,z } von [a,b] mit

b) <e+ > (F(zx) — Flzr-1)".
k=1
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Seien (a1,b1),..., (as,bs) C [a,b] paarweise disjunkt mit

Zbk —ay < 9.
k=1

Es ist
Zy, = ((ag, br) N Z) U {ay, b} = {t6, tF,... .t} }
und damit:
5 ANATI Sk
S opr) —plar) < DD (F(H)-FE )" +e
k:1\_;’0_/ k=1 j=1
B s
< DS IFEH) - FEE )| +e.
k=1 j=1
(t§—17 t;“) sind disjunkt fiir alle j und k,

-tk )= bp—ap<s
k

j7k

s

Z(p(bk) —plag)) < e+¢e = 2e.

k=1

Also ist p absolut stetig.

10.8.9 Hauptsatz

F: [a,b] — IR ist genau dann absolut stetig, wenn fiir das Lebesgue-Integral
F(z) = F(a) + /f(t) dt

mit f € L([a,b]) ist. Es gilt: F'(x) = f(x) fast {iberall.

Beweis: Sei OBdA F monoton wachsend, bzw. f > 0 iiberall.

we="" Sei N
F(x) = F(a) +/f(t) dt

mt f € Lund f > 0.

F ist wachsend und absolut stetig (siehe Beispiel (b)).

Zeige noch: F'(x) = f(x) fast {iberall.

Zuerst: f € LT, es existiert eine Folge (o) von Treppenfunktionen mit 5, < ¢ri1, pp — f
fast iiberall.

Setze
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10 Das Lebesgue-Integral

Es ist @} (z) = ¢x(X) aufler in den Sprungstellen (ANALYSIS I).
Mit ®¢(z) = 0 ist dann:

D (Rp(z) = Bpoi(2) = lim Op(2)

k:1 n—oo
+/f(t) dt = F(z).

By () — iy (x) = /wk() pra (1) dt > 0.

Vv Vv
monoton a >0
wachsende Funktion

Auflerdem ist

Damit gilt dann:

(Ph(x) — @1 (2))

Iz
Mg

F'(z) 3

B
Il
—_

&
M8

(or(z) — pr-1(x)) = Jim_ oy

B
Il
—

(o)
=
—~~
8
N~—

»=“ Sei F absolut stetig und monoton.
F’ existiert fast iiberall und es ist F’ > 0.
Es wurde schon gezeigt, dal I’ integrierbar ist mit

b
F(b) - Fla) > / F/(#) dt.

Setze

O(x) := /F'(t) dt.

h(z) := F(x) — ®(z) ist als Differenz zweier absolut stetiger Funktionen absolut stetig und
monoton wachsen, denn fiir a < z < y < b gilt:

Nach dem 1. Teil des Beweises ist
= f' —® = F' — F' = 0 fast iiberall.
Zeige noch, dafl h konstant ist. Setze
N = {z: h/(x) existiert oder ist grofer als 0}.

N ist Nullmenge. Sei € > 0. Dazu gehore aus der absoluten Stetigkeit von h ein é > 0. Dann
existieren (o, 3,) mit

N < (e, 8)

312



10.8 Das eindimensionale Lebesgue-Integral

und

Zﬁy—ay<5.

Fiir n € IN gilt (mit der absoluten Stetigkeit von h):

Zﬁu Oé,/<(5:>ZhﬂV* 1/
Fir n — oo gilt:

Zhﬂu_ V_

m(h<Lyjau,ﬂy>><Zhﬁy — h(ay,) <

Sei x € (a,b) \ N = E. Dann existiert ein £ > x mit

h(§) — h(x)
E—1x

da h/(z) = 0 ist. Also existiert ein £ > x mit

Daraus folgt:

<e,

h(§)—e-&>h(z) —e-x.

Nach dem Sunrise-Lemma gilt dann:

E = U ak,bk
k

mit

h(ak) —E&-ar = h(bk) — & bk

h(bk) — h(ak) = e (br — ak)

Al ) € a0} U ) 5 U Ut

und

<e+elb—a).
Also ist m(h([a,b])) = 0 =m([h(a), h(b)]).

)
Also ist h(a) = h(b), d. h h ist konstant (h ist monoton wachsend).

10.8.10 Folgerungen aus dem Hauptsatz
Folgerung 1: Absolut stetige Funktionen sind nullmengentreu, d. h.

m(N)=0 = m(F(N))=0.

Folgerung 2: Ist F' stetig und von endlicher Variation auf [a,b], so ist F' = ® + G mit absolut
stetigem ® und G von endlicher Variation mit G’ = 0 fast tiberall.
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10 Das Lebesgue-Integral

Beweis:

Folgerung 1: Als Aufgabe:
m(F(N)) < /\F’(x)]dx =0.
N

Folgerung 2: (Beweis des Hauptsatzes)
F’ existiert fast iiberall, F’ € L([a,b]) und

O(z) = /F’(t) dt

ist absolut stetig.
G := F — ® ist von endlicher Variation und G’ = F/ — &' = ( fast iiberall.
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11 Vektoranalysis

1

11.1 Der GauBsche Integralsatz im IR?

11.1.1 Definition: Normalbereich

Ein y-Normalbereich B C IR? ist eine Menge

B={(z,y):a<x<b, o(z) <y <)}

wobei ¢ und 1 stiickweise C! sind, sowie ¢(z) < 9(z) in (a,b) ist. B wird als geschlossene Kurve

aufgefaf3t. Dabei ist

11.1.2 Integralsatz von Gaul3

Y1t

Y2

V3

Y4:

Y1+ Y2 — Y3 — V4

Sei B ein xy-Normalbereich, u,v: B — IR seien stetig und u;, v, seien stetig und beschrénkt in

B°. Dann gilt:

/(u$+vy)d(x,y) = /udy—vdx

B

Beweis

b [ (=)

oB

/vyd(:r,y) :/ / vy(x,y) dy d:r:/bv(x,w(x))da:—

B o \e(2)

-3

Version 191 vom 13. Februar 2006

/

v(z, p(z)) de
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11 Vektoranalysis

Auflerdem ist

¥(b)
/v(x,y)d;v = / v(b,t)-0dt =0= /U(l’,y)dl’ =0.
72 »(b) 4
Zusammen gilt also:
/vy d(z,y) = /—Uda:.
B oB
Genauso wird gezeigt, dafl
[ dta) = [udy
B oB

ist.v’

11.1.3 Bemerkungen

(a) Der Satz von Gauf} gilt fiir Normalbereiche B = B; U Ba U - - - U By, mit xy-Normalbereichen
Bj, wobei B} N B)) = () fiir j # k ist.

(b) Sei f = <Z> ein Vektorfeld. Dann heifit

div f = u, + vy
Divergenz von f.

(c) OB sei parametrisiert nach der Bogenlénge:
x <I>(s)> .
= , 0<s<L(0OB) = Léange von 0B
<y> <\I/ ( 8) ( ) g
Es ist dabei
(@'(s)” + (¥'(s))" =1
(auBer fiir endlich viele s).
Der Tangentialvektor von 0B an der Stelle sqg ist

()

An dieser Stelle gilt fiir den Normalenvektor v:

= () =

Damit ist dann:

L(0B)
/udy—vdm— / (u~\I/’—v-<I>’)ds
B 0

L(0B)

= f-vds
0

(d) Divergenzsatz (Zusammenfassung von (b) und (c)):

/divfd(x,y):/u-fds

B oB
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11.1 Der GauBsche Integralsatz im IR?

11.1.4 Folgerung: Flache eines Normalbereiches

Ein Normalbereich hat das Maf

1
m(B):/xdy:—/ydx:Q/xdy—ydaz

OB OB 0B
Beweis: Wahle )
T 0 T
f= <0> oder <y) oder B (y)
Fir alle diese Funktionen ist
div f = 1.
Deshalb ist
TMB%=/1ﬂ%y[/$@=D~
B OB

11.1.5 Beispiel: Flache einer Ellipse

Zu berechnen sei die Fliache einer Ellipse

22 2
B:{(a:,y):az—kbzﬁl}.

Fiir den Rand der Ellipse gilt:

2 2
T+l
a b2
Setze fur 0 < ¢ <27
T = acost
= bsint.
Es ist dann
1
m(B) = [ 5(edy—yio)
OB
27

1
= 2/acost ~bcost —bsint - a(—sint) dt

27
1
0
L b-2 b
= —-Qq- 2m=Tm-qQ-
2

11.1.6 Leibnizsche Sektorformel

Sei S ein Sektor, der von einem C!-Jordanbogen « begrenzt wird (siehe Abbildung 11.1) Es ist
dann:

1
m(S) = 2/a:dy—ydx

v
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11 Vektoranalysis

0 € IR?

Abbildung 11.1: Sektor im IR? zur Verdeutlichung der Leibnizschen Sektorformel

Beweis: falls S Normalbereich:
9S = 0a + v + b0

(ac) = <a1t>’ mit 0 <¢<1und a= (a1>'
Y ast a2

xdy —ydr = aytag dt — asta; dt = 0dt

jm(S):/;(:cdyydaz):/;(:pdyyd@

0B Y

Fir die Strecke Oa gilt

Damit ist dann:

11.1.7 Beispiel zu Gau3
Sei D C IR? ein Gebiet und seien u,v € C1(D).
Zusatzlich sollen die Cauchy-Riemann-Gleichungen gelten:

Uy =vy und uy = —v,

= Uy —vy =0

Sei nun B C D Normalbereich.
Dann folgt mit Gauf} fiir v und —wv:

0:/(u$—vy)d(x,y):/udy—l—vdx

B OB

und fur v und u:

0= /(vw—l—uy)d(aﬁ,y) = /vdy—udaﬁ
B OB
Setze nun z = x 4 iy und
f(z) = u(z,y) +1-v(z,y).
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11.1 Der GauBsche Integralsatz im IR?

f heit differenzierbar in z, wenn fiir h € C

i D = ()
h—0 h

= f'(2)

existiert.
f heiBt holomorph, wenn f im gesamten Definitionsbereich differenzierbar ist. f diffbar = Cauchy-
Riemann gilt (Aufgabe). Beschreibe den Rand von B mit

OB: (Zj) = (%;) a<t<b.

2= lt) +i- (1)

Komplex ist dann:

/f(z)dz = /(u—i—iv)(cp'-i—il/}’)dt
0B

0B

b b
:/(ugo’—mb’)dt%—i/(uw’%-vgo') dt
:/udm—vdy+i/udy+vd$=0

0B 0B

(Cauchy’scher Integralsatz)

11.1.8 Die Greenschen Formeln
Sei D C IR? ein Gebiet, B C D ein Normalbereich und u,v: D — IR. Dann gelten
1. (u € CYD), v e C¥D))

/(uAv + (gradu) - (gradv)) d(z,y) = /ugz ds
B OB
2. (u,v € C*(D))
/(uAv —vAu)d(z,y) = / <ugz - v?jj) ds
B OB

mit dem Laplace-Operator A:
AU 1= Uy + Uyy

und v, der dufleren Normalen von 0B.

Beweis

1. Setze
U - Uy
/= <“ : Uy) '

div f = (uvg)z + (uvy)y = UgUy + W0zy + Uyvy + Uy,

= ulv + (gradu) - (grad v)

Dann ist
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11 Vektoranalysis

Mit v = (Vl) gilt dann:
V2
frv=ulvy -vi+vy- 1)
=u- (gradv) - v
ov, . .
= u - — (Richtungsableitung)
ov
Gaufischen Satz anwenden:v’

2. Folgt aus 1.: v und v vertauschen, dann beide Integrale voneinander abziehen.

11.1.9 Definition: harmonisch, Potentialfunktion

u € C%(D) heiBt harmonisch oder Potentialfunktion, wenn Au = 0 in D.

11.1.10 GauBsche Mittelwertformel

Sei u harmonisch in D, (zg,y0) € D. Dann gilt

2T
1
u(zo,yo) = o /u(mo + rcosf,yg + rsinf) df
™
0
fir 0 < r < ro(zo, yo)-
Beweis: Sei OBdA (zg,y0) = (0,0):
2. Greensche Formel fiir v = 1:
Ou , _
o
0B

Setze B = K(0,r): Dann ist

Fiir den Normalenvektor gilt:

Mit ds = r df gilt dann:
2m

0:/(ux-c039+uy-sin9) |ty (7 cos B, rsinf)

0
2m
O—/au(rcose rsinf) df
) or ’
0

2
= ai/u(rcosﬁ,rsin@) de

0
2

= /u(rcos@,rsinﬁ) df = const fir 0 <r <y
0
Fiir r — 0 geht das Integral gegen u(0,0) - 27.
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11.1.11 Minimum- Maximum-Prinzip
Ist u stetig in D und harmonisch in D, so ist u konstant oder

inu < fii D.
min u u(z,y) < max v fir (x,y) €

Beweis: Fiir max. (Fiir min betrachte —u): Setze

M = maxu
D

A={(z,y) € D: u(z,y) = M}
B=D—-A={(z,y) € D: u(z,y) < M}

B ist offen, da u stetig ist.
Sei nun (zg, yo) € A:

M = u(zo, yo)
2
= 217T/u(:c0+rcosf7yo+rsin0 do fir 0 <r <rg
0 <M
<M

Da w stetig ist, gilt fiir 0 <0 <27, 0 <71 < 7g:
u(zo +rcosb,yo + rsinf) = M.

Das heifit, daBl K((xo,y0),70) C A, A offen.

Da AN B = () und D zusammenhingend, folgt:
= 1. Alternative: A=0, B=D: u < M in D.
= 2. Alternative: B=0, A= D: u= M in D.

11.2 Flichen im R?
11.2.1 Definition: Vektorprodukt

Fiir a,b € IR?,
ay by
a = a9 y b= b2
as bs

heif3t

asbs — azby
axb= a3b1 — a1b3
a1by — agby

Vektorprodukt oder Kreuzprodukt.
Mit den Einheitsvektoren e!, e und e ist

az bo

1 2 3
axb:a3 b3e—a3 b3€+a2 er.
Symbolisch geschrieben:
et a1 b
axb=1e2 ay by
63 as b3

11.2 Flichen im IR3
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11 Vektoranalysis

11.2.2 Bemerkungen/Regeln

Seien a,b,c € R3, \, 1 € IR.

(a) axb=—-bxa.

(b) (Aa+ ub) x ¢ = Aa x ¢) + u(b x c).

(c) ax (bxc)=(a-c)b—(a-b)c.
)

(d
ap by

(axb)-c=lay by co| =det(a,b,c).
az by c3

() axb=0 <= a,b sind linear abhéngig.
(f) a x b ist orthogonal zu a und b, also auch zu

E={ a+ub: \,uecR}.

(g) Seien a und b linear unabhéngig und
P={Xa+pub: 0< A pu<1}
das von a und b aufgespannte Parallelotop. Dann ist

det(a, b, a x b) =3-dimensionales Volumen von
{da+pb+rv(axb): 0 <\ u,v<1}

=Fliiche von P = ||a x b||*.

Damit ist

det(a,b,a x b) = (a x b) - (a x b) = ||a x b))
und
Flache von P = ||a x b||
11.2.3 Def.: Parameterdarstellung eines Flachenstiicks

Sei D C IR? ein beschrinktes Gebiet, ®: D — IR? heifit Parameterdarstellung des Flichenstiicks
®(D), wenn gilt:

1) @ ist stetig differenzierbar, rg ® = 2 {iberall,
2) @ ist injektiv.
Die Ebene durch den Punkt ®(u,v),

= ®(u,v) + APy (u,v) + pu@y(u,v): A\, u € R

ISEENS .

heifit Tangentialebene im Punkt ®(u,v).

P, x D,
V=
[ @y X Dy

ist der Normalenvektor an ®(D). v steht senkrecht auf der Tangentialebene.
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11.2.4 Explizite Flache

w2 = o(z,y)“ Sei ¢ € CY(D), ¢: D — R.
Setze

Es ist dann

und
1 ~Pu
V= ———= =9y | .
V1It+el + 3 1
11.2.5 Mantelflache

~ sei ein ebener Jordanbogen mit

ist injektiv, ¢, € C'([a,b]).
Seien a, 3: (a,b) — R, C!, a < .
Wahle
D ={(s,t):a<s<b a(s)<t<ps)}

und die Parameterdarstellung

¢ 0 P'(s)
Py xPy= | | x|[0] =|-¢(s)].
(0)-¢)-0)

mit

11.2.6 Rotationsflache

11.2 Flichen im IR3

S =r(x)“ Seir: (a,b) — (0,00) stetig differenzierbar. Rotiere den Graphen von r um die z-Achse.

Waihle

D={(t0):a<t<b 0<8<2r}CIR%.

Dann ist

t
O(t,0) = (r(t) cos 9)
r(t)sin@
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11 Vektoranalysis

die Parameterdarstellung einer Rotationsflache mit

1 0 r(t) - r'(¢)
Oy x Py = | r'(t)cosh | x | —r(t)sinf | = | —r(t)cosb
r'(t) sin 6 r(t) cos —r(t)sin 6

11.2.7 Satz

Stellen ®: D — IR? und ¥: G — IR3 dasselbe Flichenstiick F = ®(D) = ¥(G) dar, dann gibt
es einen Diffeomorphismus h: D — G (h injektiv, C! und h=! ebenfalls injektiv und C!) mit
®=WVoh.

Beweis: Definiere h = U~! o W. Zeige: h € C1.
Es ist rg ¥/ = 2. Sei (sg,t0) € G: Dann gilt z. B.

o, v,
det & @ ;é 0 in (So,to).
ot ot

Setze
_ (B —
() ()

¥ hat Umkehrfunktion in einer Umgebung von W(sq, o) = (uo, vo)-

T st O (Satz uber die Umkehrfunktion bei mehreren Veranderlichen).
T ' 0 ist C1 in einer Umgebung von (ug, vo).

Es gilt: h = T 'odin Umgebung von (ug, vo)-

Es ist ® = ¥ o h nach Definition.

¢ =Vi0h | = = =1 =
(1)2_\1120h}®—\110h,h—\11 od
q)g:\l’goh

Dasselbe fiir h~! = &~ o U, also ist auch A~ in C'.

11.2.8 Zusatz
Es gilt:
O, x P, = (Vs x ¥;)oh-deth'.
Beweis: Esist ® = WVoh.
Damit ist ® = U o h - h'. Setze

O = (B, D) = (a,b)
U = (U, ¥,;) =: (c,d)

und
B = <Cll ClQ) .
C21 €22
Dabei sei
ai
a = a9 s
a3
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11.2 Flichen im IR3

Damit ist

a = ciic+ cad

b = ciac + c22d
Daraus folgt dann:

P, xP,=axb= 011622(0 X d) + 621612(d X C)

€11 C12

X d
21 €22 (e )

= (c11622 — e21012) (e x d) =

11.2.9 Definition: Flachenintegral, Oberflache

Ist F ein Flachenstiick und f: F — IR stetig, so heifit

/f@;i/ﬂ¢wwm@ux@¢a%m
F D

Oberflichenintegral von f iiber F, und

/@:ﬂ%x%mmm
D

f

die Oberflache von F (Flacheninhalt).

11.2.10 Satz

Die Definition von
/ fdo
]:

ist unabhangig von der Parameterdarstellung ®.

Beweis: Seien ®: D — F und ¥: G — F zwei Darstellungen von F. Es ist dann ® = ¥ o A und
P, x Py = (Vs x U;)oh-deth'.

Damit ist
@4 x @yl = [(¥ x ) o A - |det |

und mit der Transformationsformel gilt:

/ F(®(0)[| @0 % Dy | d(u, 0)
D

/f(\I/(h(u,v))) (W x ) o h(u, )| - |det B (u,v)| d(u,v)
D

/ FOU(s, )Ty % T, | ds, 1)

G
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11 Vektoranalysis

11.2.11 Beispiele
Explizite Flache: Sei z = o(z,%), p € C}(D). Dann ist

[ rdo= [ 5w ole )1+ (eulo )+ (o) fe,0)? o)
F D

Konkret: Oberflache der nordlichen Halbkugel: Setze

z2=+/1—a%2—9y?2

fiir
(z,y) € D = {(z,y) e R*: 2* +¢* < 1}.

Damit gilt dann:

Polarkoordinaten: 1 27
= T =r1rcost :// 1 rdo dr
2
Yy =rsint 00 V1—r2

2770/1 ﬁr_ﬂ dr = 2w (—m>

Rotationsflache: r = r(z):

b 27

/fdo = //f(t,r(t) cos B, r(t)sin@)r(t) - /1 + (r'(t))% db dt
F a 0

Mantelflache:
B(s)

b
/ fdo = / F((s), (), VT + (@(3)2 - @())2 dt ds
f

a afs)

z. B. Torus:

AW
NG

Darstellung der Kreislinie: (z — R)? + 22 =%, y = 0.
Polarkoordinaten der Kreislinie:

=R+ rcosé
y:
z=17rsinf
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11.2 Flichen im IR3

Darstellung des Torus:

x (R4 rcosf) -cose
@, p)=|y| =] (R+rcosh)- sing
z rsinf
mit 0 < ¢ < 27 und 0 < 0 < 27. Dann ist
—rsinf - cos ¢ (R+rcosf)(—sinp)
Py x &, = [ —rsinf-sinp | x [ (R4 rcosb)(cosp)
r cos 0 0

—r(R+rcosf)cosf - cosp
= | r(R+rcosf)cosf-siny
r(R+rcosf)sinf - (—1)

|Pg x Pyl =r(R+rcosh) -1
Fiir die Oberflache gilt dann:

21 2w

Oberflache = / /r(R + rcosf)df dy
00
27
=2r|2r-r-R+ r/cosﬁd@ = (27R)(27r)
0

11.2.12 Bemerkungen
(a)

f/fdo

heifit auch nichtorientiertes Flachenintegral.

(b) Sei F ein Flichenstiick, ®: D — F, v = rg=ger.

)

g: F — IR3 sei Vektorfeld mit g = (g1, g2, 93

/g-vdo

F

ist wohldefiniert und ist das orientierte Flachenintegral.
Sei jetzt ¥: G — F eine zweite Darstellung der Flache mit ® = W o h, h: D — G ist Diffeo-
morphismus und es gilt
P, x D, = (Vs x Uy)og-deth
d, x &, U, x U, det b’

1@ x @]~ [0 < 0] det 7]

——
=+1 oder —1 iiberall

Das heifit, dal das Vorzeichen von v von ® abhangt.

(c) Sind Fi, ..., Fm Fliachenstiicke mit F; N Fy, = O fiir j # k, so setzt man

/ fdo::i/fdo.

F1U-UFm I=lF;
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11 Vektoranalysis

11.3 Integralsitze (GauB, Stokes) im IR’

11.3.1 Definition/Motivation

Ein z-Normalbereich B C IR? ist eine Menge der Form

B ={(v,y,2): p(x,y) <z <Y(z,y), (v,y) € D}

mit einem Gebiet D C IR?, das von einer stiickweise C'-Kurve berandet ist und mit stetig diffe-
renzierbaren ¢,v: D — IR, o(z,y) < ¥ (z,y) in D und ¢, stetig in D.
Der Rand 0B wird aufgefafit als Vereinigung von drei Fléchenstiicken: dem Mantel, dem Boden
und dem Deckel.
Der Mantel M ist

M ={(z,y,2): (x,y) € 9D, p(x,y) <z <(z,y)}.

Die Normale v am Mantel ist

Der Boden F,, ist
Fy = {(z,y,0(x,9)): (v,y) € D}.

Die Normale v am Boden ist

1 (7, 9)
——| wy(z,y)
VItei+ep \ -1

Fo = {(ﬂs,y,¢($,y)): ($,y) GD}

UV =

Der Deckel F, ist

Die Normale v am Deckel ist

—— | —y(z,)
/19242 1

Sei nun w: B — IR stetig, w, stetig in B und beschrinkt. Dann ist

V=

p(z,y)

[ st dey.) = / / w. dz | d(z,y)

B

w(a, g, (e, y)) diz, y) - / (., o(z,9)) d(z,y)

D

w(@,y, (2, y)) - vs - /1 + 92 + 7 d(z,y)
—/w<z,y>,w<x,y» ST+ 22+ g2 d(a,y)
D

w~1/3d0+/w-1/3d0+/w-y3do

Fy, M
————
=0, da v3=0

U\ U\

T—
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11.3 Integralsitze (GauB, Stokes) im IR?

= /w - v3do (Nach Definition)
OB

11.3.2 Integralsatz von GauB im IR?

/divfd(a:,y,z) :aéfw/do

B

Dabei gilt:
B C IR3 ist ein xyz-Normalbereich,
u
f = v | ist ein C'-Vektorfeld in B, stetig auf B,
w
Ug, Uy, W, seien beschrankt,
0B wird als Vereinigung von Fliachen aufgefafit, v =Normale zur Fliache 0B und

div f = uy + vy +w,
Beweis: ', siehe oben, fasse fiir alle drei Richtungen zusammen.

11.3.3 Bemerkung

1) Die Greenschen Formeln (siehe 11.1.8 auf der Seite 319) gelten auch hier
(mit Au = Ugy + Uyy + Uzz).

2) Der Gaufische Satz gilt fiir Normalbereiche, d. h. endliche disjunkte Vereinigung von xyz-Normal-

bereichen.

11.3.4 Bezeichnungen der Vektoranalysis

o a 0
v._<ax’8y7a2:)
Vu = (ug, uy,u,) = gradu
2 9 92
Af(wﬂn¢+&ﬂ
ON? [0\ [0\ )
a=vv=(z) +(5) < (5) =¥
ofi  Ofz 0Ofs

or "oy Tar oV

Der Nablaoperator:

Es ist

Der Laplaceoperator:
Formal gilt:

Die Divergenz von f:
div f =

Die Rotation von f:

_<5f3 Ofp 0f1 Ofs Of 3f1>
rot f =

Es ist
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11.3.5 Regeln

Sei u eine skalare Funktion, f ein Vektorfeld, definiert in D C IR3. Dann ist
L. rot(uf) = urot f + (Vu) x f fiir u, f € C.
2. rotgradu = 0 fiir u € C?.

3. divrot f = 0 fiir f € C?.

11.3.6 Satz: Lemma von Poincaré

Im Lemma von Poincaré (9.5.6 auf Seite 249) wurde gezeigt:
Im Sterngebiet D C IR3 besitzt ein C'-Vektorfeld genau dann eine Stammfunktion, wenn rot f = 0
ist.

11.3.7 Integralsatz von Stokes im IR?
Es ist
/(rotf) -vdo = /Pdm+Qdy—i—Rdz.

F OF

Dabei ist:
1. D C IR? Gebiet, ®: D — IR3, zweimal stetig differenzierbar, injektiv, rg & = 2
2. B C D, B Normalbereich
3. F = ®(B) Flache
4. OF := ®(0B) Kurve im R3
P

5. f = | Q| ist C'-Vektorfeld in einer offenen Menge U D F U OF.
R

Beweis: Sei 0B parametrisiert nach der Bogenlange:
u=p(s) 0 < s < Léange von 0B = L
v =1(s)

® habe die Koordinaten X, Y und Z:

Damit gilt fiir OF:

z = X(p(s),¢(s))
= Y(p(s),9(s))
2= Z(p(s),9(s))
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11.3 Integralsitze (GauB, Stokes) im IR?

Daraus folgt dann:

(mit ®: GauB im IR?).
Nach dem Satz von H. A. Schwarz gilt:

(PXv)u — (PXu)v = puXo — P Xy
Fiir den Gradienten von p gilt:

pu:Pqu+PyYu+PzZu
pv:Pva+PyY1)+PzZv

Damit gilt dann:

(PXo)u — (PXu)o = PuXo — P Xy
=PrY, X, -PY,X,+P.2,X, - P.Z,X,

_ Yo Xy Zy Xy
-5 w2 )
Zusammen gilt dann fiir das Integral:

/ Pds - / (PX0)u — (pX)o) d(u, 0)

oOF B

Y. Xu Zy Xy
:/Py <Yu Xv> + P, <Zv XU> d(u,v)

Gilt das ,,7%?
Sei
P, x P,

vy | = ———.
[y X Dy

Damit ist dann

F

/(_py Vst Pu- ) do = /(—Py Vst Pu ) - ||y x By d(u, v)
B
!

(=P, (@4 x By)3 + Po(®y x By)a) d(u,v)
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11 Vektoranalysis

Fiir &, x ¢, gilt:

el X, X,
O, x P, =2 Y, Y,
e Zu Z,
_ Yu Yv 1 u v| 2 Xu Xv 3
'ﬁ% 2 T2 2| v v |©
12 V3
d. h.: Das ,,7* gilt, wenn
_ u Xu
||(I)U X q)UH (_V?)) - }/:L) XU
und
_ u Xu
H(I)UX(I)UH'VQ_ Zv XU

Dies ist erfullt. v/
Zusammen gilt dann:

/Pd:v = /(—Pyl/g + P,v5) do

oF F
/Q@Z/P@W+@%MO
oOF F

/Rdz = /(—RIVQ + Ry11) do.
oF F

Addition liefert:

/Pda;—dey—i—Rdz:/ul(Ry—Qz)—i—Vg(Pz—Rx)—i—yg(Qx—Py)do
oF F

:/I/-rotfdo

F

11.4 Differentialformen

In diesem Abschnitt gilt immer: U C IR" offen. Alle Funktionen U — IR sind wenigstens stetig,
bzw. aus C".

11.4.1 Definition: multilinear, alternierend, p-Form

Eine stetige Funktion w: U x R"™ x --- x R" heifit p-Form (0 < p < n), wenn sie multilinear und
—_————

p-mal
alternierend ist.
Sei w(z,ht,h?,... hP) mit h',... WP € R", z € U.
Dann heifit multilinear:

w(z,...,aht + k', ... W") =a-w(z,...,ht,... )+ 3 (z,...,K,...)

und alternierend:

w(...ht B )= —w(.. AR ) filrd £
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11.4.2 Beispiele
(a) p=0: Dann ist w:

(b) p=1:

(Linearform)

(c) p=2:

11.4 Differentialformen

U — IR stetige Funktion.

w(x,h) =w (x,zn:hl, . e”) = Zn:w(x,e”)h,,
v=1 v=1

w(x,h, k) = Zw(x,e”,kz)h,, = Z w(z,e”, e hyhy,
v=1 p,rv=1

(quadratische Form)

(w(x, eya eu))z,uzl

(d) p=mn:

11.4.3 Grundformen
., ip €{1,...,n} heifit

Fiir il,.

ist schiefsymmetrisch:

Grundform. Sie wird bezeichnet mit

11.4.4 Beispiel

(b) p=1:
(c) p=2
(d) p=n

w(z, e’ et) = —w(xz, e, e”)
hi hi hy
w(z, hlv h") = a(z)
hy, b, hy;
i, fiy
hi, hy,
w(h', ... hP) = )
W
ip ip
dzi, Ndziy A Adag, (B ... BP) = w(h!, ... hP)

w(x,h, k) = Z w(z,e”,el) dx, Adx,
—_———

=1
Y ()

w=a(x)dr; Ndxag A --- ANdxy,

333



11 Vektoranalysis

11.4.5 Darstellungssatz

Jede p-Form 143t sich darstellen als

(%) w = Z iy ..ip () gy Ndxiy N - Nday, = Z biy..ip(x) dziy N -+ N day,

11 yeenylp 11 <t <-<ip
Beweis: in 11.4.7

11.4.6 Beispiele im R?

Im R? = n = 3.
p=1
a1 dzry + as dxo + ag dxs

p=2:

a11 dx1 A dxy +ara dxy A dzo + a1z dxr A dxs
T
+ ao1 dxo N dxy + aso dxo A dxg +asg drs N drg
=0
+ as1 dzs N dzry + azo dxg A dxo + aggdrs Adrs=10

= (a12 - a21) dri Ndzrg + (a13 — a31) dri Ndrs + (a23 — a32) dxo A dxg

adry A dxo N dzs

11.4.7 Beweis des Darstellungssatzes (11.4.5)

n n n n
1 . 1 01 P i _ i1 P 1 1
w(x,h*,....,hP) =w l‘,g h; e ,...,E hl-pep = g wl|xe ,...,E hipe” h;,

i1=1 ip=1 i1=1 ip=1
n
_ i1 02 i 1 D
= g w(x,e'e ,...,ep)hil...hip
i1y ip=1
n
_ % ) 1 p
= E iy ..i,, () dig, /\---/\dmip(el,...,ep)hil...hip
i1,eyip=1
n
1
= E ail,_ip(a;)dmil /\-~/\dwz~p(h ,...,hp)
i1,eyip=1

ordnen:

= Z bi1...ip dwil FANRIREIVAN da;ip

11 <tg<-<ip
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11.4 Differentialformen

11.4.8 Definition: Ableitung von p-Formen

Eine p-Form (x) heiBt k-mal stetig differenzierbar, wenn alle a;,.;, € C*(U) sind. Fiir p = 0,
w = a(x) heifit

auflere Ableitung von w,
und fiir p > 1,

ist

0
dw = Z (dai,..i,) Ndxiy A -+ Ndx;, = Z a

11,...0p v=1

(w) dzy Ndzyy A--- N dxy,.

dw ist eine (p + 1)-Form.

11.4.9 Multiplikation von Formen
dwiy A--- Ndzg, N (dzj, A -+ Ndzj,) = dxy N - Ndxg, Ndzg, A - Ndxg,

Damit ist auch fiir p-Form w und ¢-Form o (dw) A (do) erklart.

11.4.10 Regeln zur Differenzierung von Formen

(1) Seien w; und wy p-Formen:
d(wl + CUQ) = dwl + dw2

(2) Sei a eine 0-Form und w eine p-Form:

d(aw) = (da) Nw + a(dw)

(3) Sei wy eine p-Form und wy eine ¢g-Form:

d(wl VAN CUQ) = (dwl) N wo + (—1)pw1 VAN d(wg)
Beweis: Aufgabe

11.4.11 Beispiele

(a) p=0:
w(x) = a(x)
"\ da "\ da
da(h) = dx,(h) = h, = (grada) - h
; ({')(EV v=1 81.” ©
(b) a(z) = x,:
da = dx,

335



11 Vektoranalysis

()

w= aidras N---Ndz,
—agdxry Ndxg N\ --- Ndxy, + - -
—|—(—1)”+1an drzi A -+ Ndxp—1

dsz((ngide) dwg N Aday — -+ -

v=1

:%d.’bl/\"'/\dd?n—l-%dﬁl/\"'Adﬂ?n+"‘
or 012
8@1 8an o .
—((axl—i—---—i-axrl) dzy A+ Ndxy = (diva) -dzy A -+ Adxy,
ai
mit a =
Gnp,
(d) n=3
w = a1 dx1 + as dxo + ag dxs
dw = % dri N dxq —l—@ dro N\ dxq + % dxs N dxq
8931 8932 8$3
—_—
=0
+ %dml A dzxo + %dxg A dzo —‘r%dx;g A dxo
ox1 0xo O3
—_————
=0
0 0 0
+ﬁd1‘1/\d$3+ ﬁdl’z/\dl‘:;—i-ﬂdxg/\dxg
o0x1 0x9 O
=0
8@3 80,2
= — ——]d d
<8CC2 8$3> 2 4 3
8@1 6a3
— — —— | dzsg ANd
+ <8.’L‘3 8951) 3 o
8@2 8@1
+ <8$1 — 8%‘2) dx1 N dxo
fo]gnal(rot a) - (dxg A dxs, des A dzy, dzy A dzg)
11.4.12 Satz

Fiir jede C%-Form w gilt:
d(dw) =0

Beweis: In zwei Abschnitten:
1.) fiir p =0,

2.) furp > 1.
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11.4 Differentialformen

zu 1.) Seip =0, w = a(x):

dd—dnaad —nnaaad d
() =d| D oo | =22 5\ 5, ) dow oy
v=1

p=1lv=1
0%a 0%a
= — dx, Nd
Z (830 Oz, 0Oz,0x ¢> T 1 G
1<p<v<n - !
=0 (H. A. Schwarz)
=0

zu 2.)

w=a(x)dry N Ndxp, = ao

dw 2 (da) Ao + a (do)
=0

d(dw) € d(da) A o + (1)  da A (do) = d(da) = 0,
iy

denn es gilt

do=d(xi N---Ndzp) = (di) Ndzy A--- ANdxp =0

11.4.13 Bemerkungen
(a) d(da) =0 <= Satz von Schwarz.
(b) Sei u eine C!'-Funktion, n = 3:

ou ou ou
w B r1 + 1 xo + B T3 U

dw = d(du) =0 <= rot(gradu) =0

w = ay dx1 + as dxo + az dxs
dw = (rota) - (dza A dxs, dzg A dzy, dxy A dxg)
0 = d(dw) = (div(rot a)) dz1 A dxa A dzs
= divrota =0

11.4.14 Definition: Stammform, geschlossen

(a) Eine p-Form w heifit erakt, wenn es eine (p — 1)-Form « gibt mit da = w. « heifit dann
Stammform.

(b) Eine stetig differenzierbare p-Form w heifit geschlossen, wenn dw = 0 ist.
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11 Vektoranalysis

11.4.15 Beispiele/Bemerkungen

(1) Ist w exakt und C, so ist w geschlossen.
Beweis:

w=da = dw=d(da)=0

(2) Sei w geschlossene 1-Form, U ein Sterngebiet und w € C*!. Dann ist w exakt.
Beweis: Sei

w=a1dx1+asdxs+ -+ a,dz,

mit ay,...,a, € CL(U).
w geschlossen:

=dw=0= Z <aa“—aalj>dw“/\dmy

T ox
1<p<v<n Oy K’
also

da,  Oay,

Ox, Ox,

Daraus folgt (Analysis II):

(a1,...,ay) = grad(u)
mit u € C?(U).
U: Nullform:

du:i@da:yzw

v=1 ay

)
w = x2+y2dx+a:2+y2

dy

ist geschlossen (Aufgabe).
wist in U = IR?\ {(0,0)} nicht exakt, sonst wire

_ -y x _
27r—/x2+y2dx+x2+y2dy—0
c

fiir jede geschlossene Kurve C' C IR?\ {(0,0)}.

(4) Wenn w nicht geschlossen ist, aber M (z)w geschlossen ist, dann heifit M integrierender Faktor.
p = 1: Sei

w=a1dx1+ -+ a,dzx,
Mw=Maydzy + -+ Ma, dz,

Sei nun Mw geschlossen:

d(Ma,) (Ma,)

e =
oz, Oz,
6a“ Oay,
— Xxua,u + M@:L‘,, = quau + Mal'u
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11.4 Differentialformen

fir p,v=1,...,n, p < v.
Dies ist ein System partieller Differentialgleichungen 1. Ordnung.
n=2: Seiw=adr+ bdy:

Muw ist geschlossen <= (Ma), = (Mb),
<= Mya+ May, = M;b+ Mb,
> aMy — bM, = (by — ay)M ()

mit M = M(z,y).
konkret: Sei
— Ty 2 _xy
w= (24 zy)e™ dr + z“e™ dy
=:a =:b

Dann ist

ay =z + (2 4 vy)zve™ = 3ze™ + rlye™

by = 2ze™ + 22ye™
Es ist also a, # b,. Gesucht ist nun ein integrierender Faktor M = M (x,y). Aus (x) folgt die
Bedingung fiir M:
(2 + zy)e™ M, — 2™ M, = —ze™M

Ansatz: Der Multiplikator M ist hier von z abhangig:

1

M, =-M

x

Eine Losung ist M = z:
rw = 2z + y?y)e™ dx + z3e™ dy = d(x2e™)

ist exakt, also auch geschlossen.

11.4.16 Definition

Sei p > 1 und

p
Oiyig..ip = Z(—l)yilﬂfiydl‘il VANRREIVAY dﬂ?iy VANRREIVAY dﬂj‘ip
v=1

(cﬂ; bedeutet: dx;, ist auszulassen). o;,;,..;, ist eine (p — 1)-Form. Ist

w = Z @iy, () dwgy N - Ndxy,
i1.ip

mit Koeffizienten a;, . ;, im Sterngebiet U bzgl. 0 definiert, dann setzt man

1
Tw = Z /tp_lail,,,ip(tw) dt| - oi..i,-

11.4.17 Bemerkung

Ist w geschlossen, dann ist Jw eine Stammform.
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11 Vektoranalysis

Beweis:

a=lw
do=w—-1(dw)=w
=0

11.4.18 Hilfssatz

Sei w eine p-Form, stetig differenzierbar im sternformigen Gebiet U C IR™. Dann gilt

I(dw) + d(Iw) = w.

Beweis: Hier OBdA fiir w = a(z)dx; A --- A dxp.

Fir dieses w ist
n

dwzzga dz, Ndxy N--- Ndxy

Ty

v=1

eine (p + 1)-Form.

Es ist
I(dw) = /t((p+1)_1)a(fvt) dt|{ ov12,..p
ox,
v=1 0
1
Tw = {/tpla(tx) dt| o12,..p
0
und

n 1

d(Iw) =" /tp—l -t;);(tm) dt| dv, Aoy p+ /tp_la(tx) dt| doy,._,p
v=1 10 Y 0

Die weitere Berechnung von d(/w) wird nun aufgeteilt:

(a)

p n
oz, —
dUl,..,pZZZ(—l)”*l < dry, Ndxy N Ndxy, A -+ Ndxy

=0 fiir p#v
=1 fiir u=v

=Y (=) Vday, Adwy A ANday A Aday
p
:del/\---/\dxp:pd:nl/\---/\dxp

(b) Es ist
p
dxy, Aoy, p = Z(fl)“_lxu dx, Ndxy--- ANdxy A - AN dop.

p=1

(i) Fir 1 <v <p gilt dann:

dz, N\ Ol,.p =Ty dri A ... d.%'p —O0u12,..p

=0
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11.4 Differentialformen

(ii) Und fiir p < v < n gilt:
p —
dx, Noi,.p=— Z(—l)”xu dxy, Ndxy N--- Ndxy, N --- Ndxy
pn=1
+ (=1)°, dxyy Aday A - Aday — zyda, Adzy A Adz,
=—0,12,..p+xdry A Ndxy,
Nach (i) und (ii) gilt also immer:

dz, N\ 01,2,...p = Ty dri N -+ A d:Ep —Ou1,2,..p

Aus (a) und (b) folgt dann:

n

1
0
I(dw)—l—d([w)zz /tpaa(ta:)dt xydry A ANdxy, + /tp_la(tx)dt -pdxy A -+ Ndxp
0

Ty
v=1 0

(

v=

L n
= / [ <tp§5 (ta:):z:l,> +ptp_1a(t:£)] dt » dzi A--- Ndxy
0 ! ’

| < 4 (pa(tx))

1
:tpa(tx)‘ dzi N+ Ndxp =w
N

=a(z)

11.4.19 Lemma von Poincaré

Ist w eine stetig differenzierbare und geschlossene p-Form in einem sternférmigen Gebiet U, so ist
sie exakt, d. h. es gibt eine Stammform «. Alle Stammformen sind gegeben durch

a=1Iw+dn,

wobei 7 eine beliebige zweimal stetig differenzierbare (p — 2)-Form ist (im Fall p = 1 ist dn durch
eine Konstante zu ersetzen).

Beweis: Zeige, dafl o = Iw eine Stammform ist:
do=d(Iw) =w—I(dw) =w

(dw = 0, da w nach Voraussetzung geschlossen ist.)
Seien nun « und @ Stammformen:

dlog —a)=doy —da=w—-—w=0

Das heif3t, dal a; — o geschlossen ist. Also hat a; — « eine Stammform 7, d. h. ay —a = dn. Daraus
folgt: a1 = o + dn, wobei n zweimal stetig differenzierbar ist.
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11 Vektoranalysis

Analysis Il | Kapitel 9.5.6: Dort ist p =1, w = a1 () dz1 + - - - + an(z) dx,,.
Sei u € C1(U) Stammform von w. Dann ist
ou ou
du=——d o —d
U By r1 + + e Ty

d. h. gradu =a = (a1,...,a,)

. 8@1- 8aj
w ist geschlossen <= =
8$j 8$1
11.4.20 Beispiel
by
Sei n = 3 und p = 2. Gegeben sei ein C!-Vektorfeld | by | in U (U sei sternférmig bzgl. 0).
bs
U1
Gesucht ist ein Vektorfeld v = | vg | in C%(U) mit rotv = b.
U3

w =bidxo ANdxs + bodrs N dx1 + bgdxry A dxs

w geschlossen <= divb = 0.
Damit ex. Stammform « von w:

a = vy dx1 + vo dro + vz dxs

Fiir die Stammfunktion « von w gilt in dieser Schreibweise, dafl rot v = b ist (frither mal gemacht).

1
Fir x = | z2 | gilt dann:
3
1 1
vi(x) = xg/tbg(tx) dt — x9 / tha(tz) dt + ug, ()
0 0
1 1
vo(z) = a1 /tbg(t:z) dt — x3 / thi (tz) dt + ug, ()

0
1

0

1

v3(z) = x9 /tb1 (tx)dt — 1 /tbg(m) dt + ug, ()
0 0

11.4.21 Zuriickholen von Differentialformen

Sei
w= Z Qirig...ipy(T) dTiy N Ndxy, (%)

T
eine p-Form in D C IR"™ und ®: G — D stetig differenzierbar in G C IR™. Dann erhélt man die
p-Form ®*w dadurch, indem man in (x) dz; ersetzt durch

0D

und z ersetzt durch ®(u).
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11.4 Differentialformen

11.4.22 Beispiel

Firn =3, m =2, p=2: Sei
w = by dxo ANdxs + bydxs A dxy

und

mit D = R?, G = IR2.
Dann ist

P*w :b1 (ul, U9, U1 — UQ) . [dUQ A (du1 — d’u,z)]
+ bg(ul,u2,u1 — Ug) . [(du1 — dUQ) A dul]
=(—b1(u1, u2,u1 — u2) + ba(u1, ug, ur — uz)) dus A dus

11.4.23 Regeln
(a) Fir die p-Formen wy und wy gilt:
" (w1 +wa) = P*wy + P*wo
(b) Fiir die 0-Form a und die p-Form w gilt:
P (aw) = (P*a)(P*w)
(c) Fiir die p-Form w; und die ¢-Form wo gilt:

(ID*(W1 VAN wz) = ((I)*W1) A (CIJ*wg)
Beweis: Aufgabe

11.4.24 Satz

Ist ® zweimal stetig differenzierbar, so gilt:

d(P*w) = ¢*(dw)

Beweis:

(1) Sei w = a Nullform. Dann ist

Daraus folgt:

Ausserdem ist
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11 Vektoranalysis

344

Und damit ist

Dabei wurde bei ® die Kettenregel angewandst.

Sei nun w = dz; (Der Beweis geht fiir w = dz; genauso).

Es ist
dw =d(dr1) =0
und damit
®*(dw) = 0.
Andererseits ist
"L 0P
d*w = — du;
und damit
. m m 9 (I)l m m P (I)l
d(P*w) = Z@uj(?u duj A du; = Zzauzauj du; A du;
i=1 j=1 i=1 j=1

mit dem Satz von Schwarz und Vertauschung von du; und du; bei ©.
Also: d(®*w) = 0.

Sei w =dxy A+ Ndxp. (w=dxy N--- Adr;, genauso)
Es ist
dw =0 ®*(dw) =0

und
O*w = (P dx) A+ A (PFdxyp).

Damit ist also

d(®*w) (=1 H@*dz1) A~ A d(D*dzj) A A (DFdayp)
=1 =0 nach (2)

0

p

Sei w = a(x)dry A--- Ndwy (w = a(z)dry, A--- Adz;, genauso).
Setze dabei o :=dx1 A --- Adxp.

d(@*w) Y d((@%a)(@°5)) = d(@*a) A (B*5) + (B*a) d(D*5)
0 nach (3)

W 3% (da) A (9%0)

—
3
=

9 $*(da A o) = B*(d(ac)) = D (dw)



(5)

11.

11.5 Flédchen und Mannigfaltigkeiten

Sei nun
w= Z @iy, (T) 04y iy = Zwil...ip

i1.ip

mit
Tiy.ip = dxiy N+ Ndxy,,.
Dann ist
d(*w) = d (Z @*wilmip) =3 d(® wi..a,)

= " (dwi,..i,) = O (dw).

5 Flachen und Mannigfaltigkeiten

11.5.1 Definition: p-Flachenstiick

Eine Abbildung ®: D — IR" heifit Parameterdarstellung eines p-Flachenstiickes F, (1 < p < n),
wenn gilt:

(1) D C IRP ist ein konvexes Gebiet. (d. h. mit a,b € D ist auch {a+t(b—a): 0 <t <1} C D).

(2)
(3)

® ist injektiv, F = ®(D), ®~1: F — D ist stetig.

® ist stetig differenzierbar, rg ® = p in D (9’ ist n x p-Matrix).

11.5.2 Beispiel

fir n =3, p = 2: Sei

und

D = {(u,v): u* +v? <1} CIR?

1 2u
S(u,v) = %
U2+U2+1 1_u2_02

Priife nach, dafl

F = {(xl,:rg,:vg) :x%—l—x%—i—x% =1, 3> O}

die Flache der oberen Halbkugel ist.

®~1 ist stetig (einfach nachrechnen):
2 2
RE DI A T2t
U= or1 U = 0T2
Aus
_ 1 o?*(af +a3)
P Tr R )
folgt:
O (1 +a3)(af +23) = 1 — a3
i =1—22=(1—x3)(1+x3)
2 2 1
c(l+mz3)"=1 o= T o
U 1 1
()= ()
ist stetig.
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11 Vektoranalysis

11.5.3 Definition: Vertraglichkeit von Flachenstiicken

Zwei p-Flachenstiicke F1, F» heiflen vertrdaglich, wenn es zu jedem x € F; N Fy ein p-Flachenstiick
F3 gibt mit x € F3 C F1 N Fo.

11.5.4 Bemerkungen
(a) Gilt Fy N Fy =0, dann sind F; und Fy vertraglich.
(b) Sind F; und F; vertréglich, xg € Fi1 N Fa, o = P(ug) = ¥(sp), dann ist
hi=T0"1o0@
in einer Umgebung von wug erklart und stetig differenzierbar.

Dasselbe gilt fiir
hl=0"1ow

genauso, d.h. h ist ein Diffeomorphismus, ® = W oh und ¥ = ®o A~ L.

(¢) Sind ®,¥ Parameterdarstellungen von F, so gilt ® = ¥ o h mit einem Diffeomorphismus
h: D— G.

Beweis fiir (b):
Da rg ®'(so) = p ist, existieren 1 <1y < iz < --- < ip < n mit:
Fur

ist det @/(30) # 0.
U hat eine Umkehrfunktion in einer Umgebung von W¥(sg),

T und ¥ sind stetig differenzierbar.
Setze in einer Umgebung von wug

hi=Ulod =0 oW
N—_——
eCct
®;,
mit ® = :
U

iP
Fiir h~! wird genauso verfahren.
11.5.5 Definition: Tangentialraum

Sei F ein p-Flachenstiick mit Parameterdarstellung ®: D — F, z € F und z = ®(u).

Dann heifit der von ®,,,, ®,, ..., ®,, aufgespannte Vektorraum Tangentialraum im Punkt z. Ge-
schrieben: T, F.

Esist T,F CR", dim T, F = p.

Fir n =3 und p = 2 ist T, F die in den Nullpunkt verschobene Tangentialebene.

11.5.6 Bemerkungen

(a) Sind F; und Fy vertraglich und ist x € Fy N Fa, so ist T, F1 = T, Fo.

(b) T,F hingt nicht von der Parameterdarstellung ab.
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Beweis

(a) Seien @,V Parameterdarstellungen von F; und Fo.
Dann ist lokal ® = W o h, det h’ # 0. Damit ist

<I>/:(\I/'oh)-h’

®,, ist Linearkombination von W, ,..., ¥y .

U, ist Linearkombination von @y, ..., @y, .

(b) entspricht (a) mit F; = Fo.

11.5.7 Definition: gleichorientierte Flachenstiicke

Zwei vertragliche Fliachenstiicke heilen gleichorientiert, wenn in ® = W o h (lokal) det h’ > 0 ist.
Andernfalls heiflen sie entgegengesetzt-orientiert.

11.5.8 Definition

Sei F ein p-Flachenstiick, 7 C U, U C IR" offen, w eine p-Form in U. Dann definiert man

/w - /w (®(u), ®uy (), ..., Do (u)) du,
A

D

falls die rechte Seite als Lebesgue-Integral existiert.

11.5.9 Beispiele

(a) Firp=1,n>2:
Sei F definiert durch ®: (o, 8) — IR", Kurve im IR" und

w=ai(zx)dry + -+ ap(z) dz,

Dann ist

’ﬂ\d Q\m

(a1 (D) B (1) + -+ (B ()P, (u)) ds

/-

a1dri + -+ anp dry, ,Kurvenintegral

(b) Firn=3,p=2:

b1
Sei F definiert durch ®: D C R? — R?, u = (Zl), b=10b2|, und
2
b3

w = bi(x)dry A dxs + ba(x) des A dzy + bs(z) dzq A dxs.
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11 Vektoranalysis

Dann ist
02, 0%
b <I> 8’LL1 81@ d
1(®(u)) Obs 03| T U
D Our Ouy
— / B(B()) - (o, (1) X By () du
D
D/

‘ D,y X Dy,
[Puy X Py ||
————

S
—~

o

S

) [Py X Py || du

Normalenvektor
(), 7= (u)

- / b(z) - v(z) do
D

11.5.10 Satz

Die Definition von [ w ist unabhéngig von der gewéhlten Parameterdarstellung, d.h.:

f
Sind ®: D — F und ¥: G — F zwei Parameterdarstellungen von F und ist & = ¥ o h mit einem
Diffeomorphismus h: D — G mit det i’ > 0, so gilt:

/w(@(u),@ul,...,q)up) du = /w(\Il(s),\Ilsl,...,\Ilsp) ds

b =:f(u) g =:g(s)

Beweis

g(h(u)) - | det b (u)| du

Q\
s}
—_
N
QU
VA
Il

b\ U\

g(h(u)) - det ' (u) du = /f(u) du

f(u)
11.5.11 Bemerkung
Die p-Form ®*w ist definiert in D C IR?, also von der Form
fu)dug A -+ A dup.

D ist eine p-Fliache in IRP mit der Parameterdarstellung id: D — D (Identitét)

/@*w—/f(u)du
D D

/f(u)dul/\'--/\dup:/f(u)du

D D

also
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11.5.12 Definition: Flachenstiick mit Rand
Sei ®: D — IR™ die Parameterdarstellung eines p-Flachenstiickes und sei
H={uelRl: u <a}

ein Halbraum mit DN H # (0, D € H.
Dann heiit F mit der Parameterdarstellung ® - p-Flachenstick mit Rand.
n
0F =®(DNOH), 0H = {u: u1 = a}
F = FUOF heifit Flichenstiick mit Rand.
Beachte: OF ist nicht der topologische Rand, und F ist nicht unbedingt der topologische Abschlus.

11.5.13 Bemerkung
Das Urbild von 0F in D,
A ={(ug,...,up): (a,ua,...,up) € D}
ist ein konvexes Gebiet im IRP~L,
(ug,...,up) — P(a,ug,...,up)
ist eine Parameterdarstellung von 0F. 0F ist (p — 1)-Fléche (fir p > 2).

11.5.14 Beispiele
(1) Anschaulich z. B. die Nordhemisphére mit dem Aquator.

(2) Sei
Fz{xG]R?’:x%anngxgzl,xl>O,a:3>0}.

Suche Parameterdarstellung fiir
OF ={zeR*: 2] +23=123=0z >0}.

Eine Parameterdarstellung fiir eine gréflere Flache ist:

1 cos 3 cos A
To | = | cosBsin A
T3 —sin 3

mit —7/2 < A < 7w/2 und —7/2 < § < 7/2 (rechte Halbsphére).
Setze
D={(B,\): —7/2<\[(<7m/2}

und

H ={(8,A): 8 <0}

(3) Firn=3und p = 3:
Sei
F = {(331,(E2,.’E3)Z 33% +:13% +x§ <1, x1,29,23 > 0}

der positive Kugel-Oktant im IR? und

OF = {(v1,20,33): ¥ + 25 + 23 = 1, 21,29, 73 > 0}

349



11 Vektoranalysis

die dazugehorige Kugelabschnittsflache.

Setze dazu
1 7 COS (3 coS A
F: |xz2| = | rcosfBsinA
3 rsin 3

fir0<r<1,0<A<7/2und 0 < 8 < /2. Fiir die grofle Fliche sei 0 < r < 2.

1 cos (3 cos A
OF: | xa | = | cos@sin A
T3 sin 3

fir0<A<7/2und 0 < B < m/2.
Setze also fiir D:0<r<2,0<A<7/2und 0< (< 7/2und

H={(rp\N:r<1}

11.5.15 Definition: p-Mannigfaltigkeit, p-Flache

Sind Fi, ..., Fy, vertrigliche und orientierte p-Flachenstiicke [mit Rand], so heifit
M=FU---UF,

orientierte p-Mannigfaltigkeit [mit Rand, falls 0F; N F; = 0 fir ¢ # j].
Wenn M C IR" zusammenhéngend ist, so heifit M orientierte p-Fldche.

11.5.16 Beispiel
§m = {a: |l = 1}

ist eine (n — 1)-Flache.

11.5.17 Bemerkung
OM :=0F U---U0dF,
ist eine (p — 1)-Mannigfaltigkeit.

Beweis Sei F; C F mit der Parameterdarstellung G Dj— ,7}]

Fir Fj ist ®;: D;NH — F; Parameterdarstellung mit H = {z: x; < 0} und fiir 9F; ist ¥;: A —
O0F; Parameterdarstellung.

Dabei ist

Ay ={(ug,...,up): (0,ug,...,up) € D;},

also
U(ug,...,up) = ®;(0,u2,...,up).

Wir haben bisher:

®1 = &9 0 h mit h: Dy — D5 lokal diffeomorph.
Damit ist lokal h(A1) C Ag, weil h = <I>51 o ®y.
Es ist also

@1(u1,uQ, - .,up) = @2(h1(ul, e ,’U,p),hg(ul, e ,up), - .,hp(ul, e ,up)).
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11.5 Flédchen und Mannigfaltigkeiten

Mit uq = 0 ist
\Ifl('LLQ, oo ,up) = @2(0, h2(0,u2, e ,’U,p), . .,hp(O,UQ, e ,’U,p))
= \IIQ(E(UQ,...,UP))
ho
mit h = |
h

P
= 0F1, OF, sind vertraglich.
Noch zu zeigen:

det ' > 0 == det /7' > 0.

Es ist
8U1 8’&2 o 3up
ohy
= | Ous
: I
Ohy
8u1
Dabei ist in Ay
oh__oh
ouy  Oup,
Also gilt dann:
0<detn' = 23
Oouq

Ist 2 > 07 Dann ist namlich det k' > 0.
Zeige also noch: g—f& > 0:
Es ist h1(0,ug,...,up) =0,

h(Al) C Ay und h(DlﬂH) CDyNH.

g >0, weil hy(u,ug, . .., up) < 0 fiir uy <0,

11.5.18 Zerlegung der Eins
Sei M eine kompakte p-Mannigfaltigkeit,

M=FU---UFn, OM=0F U--UdFn.

Dabei sei
M:=MUOM CIR"
kompakt.
Dann existieren endlich viele Kugeln Kj, ..., K, mit dazu gehérenden C°°-Funktionen ¢;: Ki U

-+ U Ky — IR mit p;j(x) = 0 auBlerhalb von K; und ¢; > 0 in K; und

> pi(r) =1
j=1

firze K1 U-- UK.
Weiter ist M C K1 U--- UK, und zu jedem z € M, x € K, gibt es ein Fu(j) mit MNK;C Fu(

i)
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11 Vektoranalysis

Geometrisch bedeutet das, daB es nicht erlaubt ist, daB der Schnitt von M mit K eine Unter-
menge irgendeines F, ;) sein muf}; es darf kein F,,(;y zusitzlich in K; (v(k) # v(j)) ,hineinragen®.
Fu(j darf aber z. B. (unter der Annahme, daf Fu(j) eine Kurve ist) zeitweise die Kugel K verlassen
und danach wieder schneiden.

Beweis: Sei z € M beliebig. i
Dazu existiert eine Kugel K (x) und ein v mit K (z) C F,.
Da M C U, 57 K (2), gilt:

(Satz von Heine-Borel, 7.5.11 auf Seite 197)

Dabei ist K; C F,(;) fiir geeignetes v(j).
Wenn nun ¢ € C* ex. mit:

1. @b]((L‘) >0 in Kj,
2. Y(x) =0in R"\ Kj,

dann setze in K1 U---U K

Nachweis der Existenz von ¢ zu K: Setze K = K(0,1) und

D) = exp <||33”21—1> in K(0,1)

0 sonst

Es ist ¢ € C*° (Aufgabe).
Zu K = K(&,r) gehort dann (4”7_5)

11.5.19 Def.: Integral von p-Form iiber p-Mannigfaltigkeit

Sei M eine kompakte, orientierte p-Mannigfaltigkeit, w sei eine p-Form, definiert in der offenen
Menge U, U O M.
{¢1,...,ps} sei eine Zerlegung der Eins.

Dann wird definiert:
S
/ wi=Y / o
M =g

v(4)

11.5.20 Satz

Die Definition in 11.5.19 ist unabhéngig von der Zerlegung der Eins.
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11.6 Der Integralsatz von Stokes

Beweis: Seien ¢1,...,9s mit Ky,..., Ksund 91,...,%¢ mit Ly, ..., L; eine Zerlegung der Eins:

7j=1 1 1 1
Fuj) I=E,m =L =lE
®
> / TS v
=rw 7t Fui)

Wieso gilt ®7

Zu F, ;) und F, ;) gehoren die beiden Kugeln K; und L;, sie konnen sich schneiden, miissen es aber
nicht, auflerdem ist ¢;¢; = 0 auerhalb von K; N L;, deshalb ist es egal iiber welches F — beide
sind Obermengen der Kugeln — integriert wird.

11.6 Der Integralsatz von Stokes

11.6.1 Integralsatz von Stokes

Sei M ein C2-Mannigfaltigkeit der Dimension p (p-Mannigfaltigkeit), w eine (p — 1)-Form, stetig
differenzierbar in U D M, U offen.
Dann gilt:
/ dw = / w
M oM

Speziell fiir p = n ist dies der Gaufische Integralsatz (Divergenzsatz):

oby Oby,
/(aleFMJraxn) dxy N -+ /\da:n—/bl(:z:)dazg/\~--/\dxn
M

(dz) oM
—bodry Ndxg N\ --- Ndxy,
et (_1)”+1bn(:ﬁ) dry A - ANdzp_—q

11.6.2 Bemerkungen
(a) ,O?“-Mannigfaltigkeit:
U W @y Dy — T

alle ®; sind zweimal stetig differenzierbar.

(b) OM = () ist moglich. Dann ist die Aussage:

/dw:O
M

(c¢) Fir p =1 ist M eine Kurve (Bogen oder geschlossen).
¢: (o, ) = R"

sei Parameterdarstellung von M.
Wenn M geschlossen ist, hat M keinen Rand, wenn M ein Bogen ist, sind die Endpunkte der
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11 Vektoranalysis

Rand.

w sei eine 0-Form: w = u: U — IR, eine Funktion. Dann ist

" du
j=1

/w:...ff

oM

Was ist

/ dw = / grad u(x) - dz ,2Kurvenintegral
M M

— u(®B(8)) — u(®(a) = / w
oM

11.6.3 Beweis zum Integralsatz von Stokes, 11.6.1
Sei
M = U F;  (mit oder ohne Rand)

und @1, ..., ps Zerlegung der Eins.
Dann ist

©1,- .-, s ist auch Zerlegung der Eins beziiglich 9

oM oM \I=1 =az7, )
Zeige also:
[ o= [ e
Fus) 9F, )

Schreibe JF anstelle von F,,(; und w anstelle von ¢jw.

Dann ist zu zeigen:
/ dw = / w
F oF

Dabei ist w = 0 auflerhalb einer Kugel.
Sei

¢:DNH—F, H = {u:u; <0} (z.B.)
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11.6 Der Integralsatz von Stokes

eine Parameterdarstellung von F mit ® € C?(D).
Setze nun o := ®*w und damit do = ®*(dw).

Damit ist dann
/ dw = / do

F DNH
und
ek
oOF A

mit A =0H N D.
o ist (p — 1)-Form im IR?:
U:blduQ/\---/\dup—deul/\du;:,/\---/\du,,
o (=1)P by dug Ao Aduy g

" ob;
do = Z@TJ duy A -+ A duy
j=1 """

Zu zeigen bleibt also:

ob; : ——
/8ujdu1/\/\dup:(_l)]_l/bjdul/\/\duj/\/\dup
DNH ! A

Der Fall j = 1: Es ist

8[)1 abl
= d o ANdu, = —d
/ Du, up A A auy, / Du, U
DNH DNH

0
oby _
()

yAN
- / (b1(0,) — by (@), 7)) da
A

o

/bl(O,u)du:/bldug/\du;),/\"-/\dup
A AN

Der Fall 2 < j <p: Seiz B. j=p:

ob, Fubini
T%dU1/\/\duP_ ‘IRPZIR,I)_I < R
DNH
Aa) b
= / / L du, | di=0
Ouy,
(@)

/bpdul/\---/\dup_l = /bp((),uz,...,up)dul N Ndup—y =0
AN yAN
(Aufgabe!)
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11 Vektoranalysis

11.7 Oberflachenmalle

11.7.1 Definition: Gram’sche Matrix und Determinante

Sei A eine n x p-Matrix, 1 < p <mn.
Dann heifit
AT A

Gram’sche Matriz, (p x p)-Matrix, und
gr(A) := det(AT A)
heilt Gram’sche Determinante.

11.7.2 Bemerkungen/Beispiele

(a) Ist @’ die i-te Spalte von A (a; € R™), dann hat AT A die Eintriige o’ - a’ = gj; = g;;, AT A ist
symmetrisch.

(b) Sei p =2, A habe die 2 Spalten a und b:
7, f(a-a a-b
ATA= <a ‘b b b)
CSU
gr(A) = [lal® - [Ib]* — (a-b)* > 0

(c) Fiir n =3, p=2ist gr(A) = ||a x b||?> (Aufgabe!)

(d) Sei c e IR"™ fest und

1 0 1+ C% c1C . c1Cn
.. cocp 1+ cg o CcoCn
A= . , AT A =
0 1
2
cl ... Cp CnC1 .. cncn—1 1+cj

Es ist dann:
gr(A) :1+C%+"'+C$L: 1+||c||2

Beweis zu (d): Berechnung der Eigenwerte von A7 A:
1 ist Eigenwert:

n
ATAr =12 = Zcicjxj:Ofiirizl,...,n

J=1
n
< Ci'ZCj:BjZO
i=1
< ci(c-x)=0firi=1,...,n

Dies ist richtig, wenn c - x = 0 ist.
Es gibt (n — 1) linear unabhéngige Losungen von ¢ -z = 0.
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11.7 Oberflichenmafe

Es gibt also die Eigenwerte 1,...,1 und den Eigenwert
N——
(n—1)x

(n—1)x

—
A=spur(ATA) - (1+---4+1)
=(1+c+-+1+c2)— (14 +1)
=1+ci+-+c

Damit ist

n

det(ATA) =1-- 11+ +---+2)
(n—1)x

11.7.3 Hilfssatz

1 a2, ..., aP linear abhingig sind.

(a) Es gilt: gr(A) > 0. Es ist gr(A) = 0 genau dann, wenn a
(b) Fiir eine (p x p)-Matrix C' gilt:

gr(AC) = (det C)? - gr(A)

Beweis

(a) mit Induktion:
p = n: gr(A) = (det A)? > 0, = 0 genau dann, wenn a',...,a" 1. a.
p+1—p:Sei A= (a',...,aP). Wihle a € R" so, daf} ||a|| = 1 und a - a’ = 0 fiir alle i. Setze

1

A= (at,... a?,a):
0 < gr(A) = det ((A)TA') = gr(A)
denn
0
T )
det <<AT> (A a)) = det ATA 0 = gr(A)
0 0 1

Dieses ist = 0, wenn a',...,a”, a linear abhingig sind. Da aber a senkrecht zu allen anderen

Vektoren steht miissen al, ..., aP 1. a. sein.

11.7.4 Definition: Oberflachenintegral
Sei F ein p-Flachenstiick mit der Parameterdarstellung ®: D CR?P — R" und f: ®(D) =F — R

stetig. Dann heif3t
/ f(x)do = / F(®(w))v/ar (@ () du
F D

Oberflichenintegral, sofern die rechte Seite als Lebesgueintegral existiert. Insbesondere heifit

].’F\:/l-dOZ/do

F F

p-dimensionaler Inhalt von F.
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11 Vektoranalysis

11.7.5 Bemerkungen
(a) [ f(z)do 148t sich mittels einer Zerlegung der Eins fiir Flichen bzw. Mannigfaltigkeiten erkla-
f

ren.
(b) Firn =3, p=2:
Sei ®: D C IR? — IR?: dann ist
gr(®) = [Py x Byl

(ﬁbereinstimmung mit fritherer Definition.)

(¢) Sei nun n beliebig, p =1 und

®: (a, ) = R"
eine Parameterdarstellung von F mit
o)
o= |, gr(®)=det((®)" @)=
@l
n

Damit ist
B
/ f() do = / F@(1)) - 160 dt
F o]

(Integral nach der Bogenlénge)

(d) Die Definition ist unabhéngig von der Parameterdarstellung von F:
Seien ¢: D — F und ¥: A — F Parameterdarstellungen von F.
Es gilt: ®(u) = ¥(h(u)), mit h: D — A diffeomorph.
Damit ist dann

und

(e) Zur Motivation: Sei
D={uelRP:0<u; <1firl<j<p}
und ®(u) = A - u mit der n x p-Matrix A = (a',ad?,...,aP).
Damit ist ® = A und
p
F=®D)=4q> uja:0<u; <1fiirj=1,...,p
j=1

In der Geometrie des IR™ setzt man dann

|F| = Inhalt von F = /gr(A) = / ver(4)du
D

Im Fall n = 3, p = 2 ist dann |F| die Oberfliche des im Raum stehenden Flachenstiickes F.
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11.7.6 Beispiel: Inhalt der n-dimensionalen Einheitssphare
Die n-dimensionale Einheitsspare ist

St ={z e R", |z| = 1}.
Suche eine explizite Darstellung fiir

stt=x""1n{z: 2, >0}

Es ist , = ¢(z1,...,Tp—1), genauer:
Uy
O(u) = : , mitu € R"Y Jul| < 1
Unp—1
o(u)
Damit ist
1 0
' (u) =
1
Pur " Pun_y

gr(®'(uw) = 1+ [|¢']?

und
Apog={u: |ul| <1, w e R}

Also ist p
|Sn—1|:wn:2,’5271|:2 / 7112
V=Tl
n—1

Auflerdem ist

) = VTl = /1 -] =~
1
/
O(u) = ——————= "+ (—2uy, —2ug, ..., —2Up_1)
2y/1— [ul]

1
/112 — 2
1]l 71—\|u||2”“”

1
L+ ¢l = W

1. Sei nun n = 2: .

2 / du 2
wg =2+ | —— =27
2 V1—u?

-1
2. und nun n — n + 1:
mit
Yy = (.T1, - ,:L’n_l) e R !

" _s. dx _ r=xz, €R
nHl Az —l<r<i1

& Iol? < 17"
und Fubini
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11 Vektoranalysis

1 Transformation:
dy y=V1-r%
= 2 2 =g, = (1 2yD/2g
1— 72— [[y]] y=(1-r% 3
~Lly||<vI-r2 lyll? = (1 = r?)]I€)?

1

B 1 (1_r2)(n 1)/2
_2_/1¢1—r2 A/ Vicler ¢

n—1

1
:2/1(1 " /1—u512

Daraus folgt also:

1
wn+1:wn-2/1—r
0

Wenn nun substituiert wird mit » = sint, dr = costdt, dann gilt folgende Rekursionsformel:

27

Wntl = 2/(00875)"_1 dt| - wy,
0

mit wo = 27.

11.7.7 GauBscher Integralsatz oder Divergenzsatz [klassische Form]

Sei G C IR™ ein Gebiet, OG sei der topologische Rand von G. G wird aufgefaf3t als n-Flache, 0G
als (n — 1)-Mannigfaltigkeit.
Sei nun w ein Vektorfeld, stetig differenzierbar in einer offenen Menge O G. Dann gilt:

/divwdw—/w~ud0

G oG

Dabei ist 5 P
w1 Wn,
divw = —=
= oy + Oy’
v ist die ,duflere” Normale: v € R", ||v|| = 1, v(z) LT,0G.

sauBere® heifit: x — tv(x) € G fur 0 < t < 4, ,v zeigt nach auflen*.

Beweis (Idee): Mit Hilfe des Satzes von Stokes fir p = n:
Fir

n

w= —1j71w~dx1/\~-/\db:v‘/\~-/\dxn
D (=1 i

Jaw=[w

G oG

wird

auszurechnen sein.
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12 Fourierreihen und -Transformationen!

12.1 /P-Raume

12.1.1 Vorbemerkungen
Generell sei E C IR"™ mefbar und
f+ E—C, f=u+iv, u,v: B — 1R

f heifit meBbar [integrierbar], wenn u und v mefbar [integrierbar| sind.

Man setzt
/f(a:) da ::/u(x)d:x+i/v(a:) da

E
Es gelten die iiblichen Regeln, insbesondere (wie bei Riemann):

’/f‘ s

12.1.2 Definition: Der L”-Raum
(a) Fiir 1 <p < oo ist
LP = LP(E):={f: E — C meBbar, |f|’ integrierbar}

(b)

L% — [%(F) — {f: E — C meBbar, es ex. eine Nullmenge N mit}

sup{|f(z)|: z € E\ N} < o0

1/p
1]l = ( / f(w)pdfc)
FE

|| flloo :=1nf{A > 0: |f(x)] < Ain E\ N, N Nullmenge}

Man setzt

und

12.1.3 Bemerkungen und Beispiele

(a) Fiir m(E) < oo und p < ¢ < oo gilt: LI G LP
Beweis: Fiir ¢ = co: Dann ist f und damit auch |f|P beschrankt, zusammen mit m(E) < oo
folgt dann:

/\f|p existiert.
Sei nun p < q¢ < oo, f € LY: Es ist dann
IFIIP <14 f]|9 (Majorante).
Daraus folgt: f € LP.

Version 179 vom 13. Februar 2006
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12 Fourierreihen und -Transformationen
(b) Beispiel: Sei
E ={z: ||z|| < 1}, f(z) = ||z|~ fir a > 0.

Damit ist (®: Kugelkoordinaten)

/ (@) dz = / el ~2P d
F FE
1

£ const - /r_aer”_l dr

0

Dieses Integral existiert genau dann, wenn

—ap+n—1>-—-1 < ap<n

(¢) Fiir m(E) = +oo existiert keine Relation zwischen LP und L9 (siche Beispiel unter (d)).

(d) Beispiel: Sei
E={z:|lz| >1},  f(z) ="

Damit ist
feLl’ < ap>n
12.1.4 Holdersche und Minkowskische Ungleichung

(a) Seien 1 < p < 00, 1 < ¢ < 0o mit % + % = 1 (Konjugierte Zahlen).
Dann gilt fiir f € LP, g € L4:

1fglle <1 f1lp - llgllq (12.1)
(Holdersche Ungleichung)

(b) Fiir f € LY, g € L™ gilt (12.1) ebenfalls. (p =1, ¢ = o0)

(c) Sei f e LP, g€ LP mit 1 < p < +oo. Dann gilt
1f +gllp < 1F1lp + llgllp

Beweis:

(a) Die Gleichung (12.1) ist richtig, falls f(z) - g(z) =0 f. .,
sonst sei
Iflp=A>0,  lgllq=B>0.

Setze

Sei x fest: Es ist F'(xz) > 0, G(x) > 0.
Dann gilt
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12.1 LP-Raume

Mit @ als Aufgabe gilt dann:

Zusammen ist dann

= |falli < Ifllp - llgllq

(b) Esist
[f()g(@)] < [f(@)] - [|gleo £ 1.

also
I£gll < (111 lglleo

(c) Beweis hier nur fiir 1 < p < co. (p =1, oo als Aufgabe.)
Wahle ¢ so, dafl % + % = 1. Es ist

|f 4+ gl? < (LF1+ 1gl)P = (L1 + gD (LFL+ Lgh)P™!
/ AL+ TgDPE < D - IAFT+ 1gDP g
N N—

eLr €rLar?
Hierbei ist
1 ) 1/q
1051+ 19071 = ( 51+ 19-7)
Aus 3 + ¢ =1 folgt (p — 1)g = p. Damit ist dann

105141900 =  f51-+1a0P)’

Zusammen folgt:
1
q

11 < 151+ Nl ( Jus+ |g|>p)
Mit ; =1- % folgt

ST+ gDl < W[ fllp +[lgllp
= NF+glly <A+ 19l < 17l + gl

Jetzt bleibt noch zu zeigen: Ist (|f| + |g|)P~! € L9?

(IF1+1gh "= = (1f] + lg)? < 2P max (If ", |g]) € L'
—_—
eL!
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12 Fourierreihen und -Transformationen

12.1.5 Bemerkung

Fiir p = 2 ist in Gleichung (12.1) ¢ = 2 und sie lautet dann

Ifglly < [Ifll2 - [lgll2

2 2
/ f(@)g(x)dz| < / F@)g(@)|de | < / F(@)Pde | / lg(@) 2 da
E E E

E

Dies ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung. Normalerweise wird sie auf der linken Seite mit g(x)
statt g(x) geschrieben.
12.1.6 Satz: L? ist ein Vektorraum

LP ist ein Vektorraum iiber C, und ||.||, hat die Eigenschaften

(1) |1 fllp =0, ,= 0% genau dann, wenn f(z) =0 f. i.

@) Al = XAl

B3) I1f +gllp < 171l + llgll

12.1.7 Bemerkung

Wegen (1) ist ||.||, keine Norm, heifit aber p-Norm oder LP-Norm.

12.1.8 Definition: Konvergenz im L?

Eine Folge (fx) in LP heifit konvergent in LP gegen f € LP, wenn || fi, — f|l, — 0 fir k£ — oo.
kurz: f;, — f oder klim fi=1f.

Achtung: f; — f ist etwas anderes als fi(z) — f(z) fir x € E.

12.1.9 Satz von Riesz-Fischer

LP ist vollstandig, d. h. jede Cauchyfolge in LP konvergiert in LP.
(Cauchyfolge bedeutet: Zu jedem ¢ > 0 ex. ein kg € IN mit || fr, — fi|| < e fir alle kK > 1 > ko.)

Beweis: Bemerkung: Aus f; — f in LP folgt, daB8 (fx) wie immer eine Cauchyfolge ist.
Sei (fx) Cauchyfolge in LP mit 1 < p < oo (p = oo als Aufgabe).
Setze nun € = 277. Finde dazu ein k; mit

Ifx— fillp <277 firk>1>k;, (j=1,2,...)

OBdA sei k1 <k2<k3<~-.
Sei nun E mefbar und F' C E mit endlichem m(F):

1/p
Holder

[0 - fi@] de "2 nEn e | [ 1e) - i@ da
F F

< (mF)Y| £ ~ fill,
(m(F)Y9-279 falls k > 1 > k;

IN
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12.1 LP-Raume

Mit Beppo-Levi folgt dann:

S (fayin (@) = fi, (@)
j=1
konvergiert fast Uiberall in F', also fast iiberall in

E= G EN[—k, k"

k=1 =:F}, mit m(Fy)<oco

Setze nun

f(x) = fi, (z) + Z frj (@ ](sc)) = Jlirgo fr; () £ 1.
j=1

(sonst setze f(z) =0.)
Da || fx|l, < const (Wie bei jeder Cauchyfolge).
f € LP: Lemma von Fatou:

Jj—00

[1t@P s < 1w 17, @)pds <o
E
Zeige nun, daf} fi, — f in LP:

/’f z)Pde < lim [ |fp,(x)— fkj(x)]pda;

l—00

d. h.:
1f = fr;llp < lle | fry = foyllp < 277

Also konvergiert die Teilfolge (fx,) gegen f in LP.
Sei nun k > kj;. Dann gilt:

1f = Fells < UF = Frsllo+ 1y = fill, <277+
<27 <2
nach Def. von k;

Also: fr — f in LP.

12.1.10 Zusatz

Konvergiert die Folge (fy) gegen f in LP, so gibt es eine Teilfolge (fy,) mit fy,(z) — f(z) f. ii. fiir
j — oo.

12.1.11 Beispiel

Betrachtet wird der Raum L?([0, 27)).
Sei (cg) eine Folge in C mit k = —o0,...,00 und die Reihe

konvergiere. Setze dann
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12 Fourierreihen und -Transformationen

Zeige: (fy) ist Cauchyfolge: Sei n > m und € > 0. Dann gilt:

2 o 2
2 ik "
o= fulb=| 3 act| =[] 3 ac*|
m<|k|<n 9 0 |m<|k|<n
2w
0 m<lkl|jl<n
= Z len|? - 2m
m<|k|<n
<2r Z x| < €2 fiir m > ng
|k|>m

Somit gilt also: f,, — f in L?([0, 27)).

Abkiirzung: Setze

27
Uyy—/j@m@mw
0
Fir —n < j < n gilt dann:
21 n
(fn,€97) = / Z cre’ I dp = o - ¢
0 k:—n

Daraus folgt fiir ¢;, den j-ten Fourierkoeffizienten von f,:

1 ijx
Cj = %(frwej )
Fiir die Funktion f gilt: y g .
(f,e7") = (fn, €7%) + (f = fn, 7).
Daraus folgt dann:
|(f,€79%) = (fn, €9%) = |(f = fn, €77)]
~

=c;
CSuU
< Nf=falz-2m =0 (n—o0)

Es ist

2
1

=5 /f(m)eijx dx

0
¢; = fj (Analysis I)

Die Folge c; erzeugt f € L?, ¢; sind die Fourierkoeffizienten von f.

Ziel:
2r|| fllz = /D lexl?

(> schon bewiesen mit der Besselschen Ungleichung, siehe 6.5.6 auf Seite 144).
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12.1 LP-Raume

12.1.12 Approximation durch stetige Funktionen

Zu beliebigem f € LP(IR"), 1 < p < oo, gibt es eine Folge (gi) von stetigen Funktionen im IR™ mit
gr — fin LP, sowie gi(x) = 0 fiir ||z| > R.

Beweis:

(1)

Es existieren Treppenfunktionen ¢y mit

or(z) — f(2) £ i, lon(x)] < |f(2)] f. ii.

(Aufgabe).
Da
o (@) — f(2) < 2°|f(2)P,

ist der Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz anwendbar und es gilt fiir £ — oo

/||f—sok||w0-

Approximation von ¢ = ¢ durch stetige Funktionen g = gx:
Sei OBdA

1 inI:(al,bl)x---x(an,bn)
o(x R
0 inIR"\I

In das Intervall I, in dem die Treppenfunktion ¢ gleich 1 ist, wird nun ein zweites Intervall J
gelegt, dessen Rénder den Abstand § zum Rand von I haben. Setze nun

1 in J
g(x) = { 3 dist(z,0I) sonst
0 in R™ \ T

Dabei ist
dist(x,0]) = min{|lz —y||: y € 01}

g ist stetig in R", g(z) = 0 fir ||z| > R.
Es gilt damit dann

lo—gllz = / o(2) — g(@)P da
—_——
NJ <1

1
<1-m(I\J)< > fiir kleines § > 0.
Somit folgt dann:
1 .
\|<Pk*9k||p<ga lgr — Il — 0 fiir & — oo

12.1.13 Erinnerung an Analysis |

Sei f: R — IR eine 27-periodische Funktion und Riemann-integrierbar {iber dem Intervall [0, 2r].
Definiere dann den Fourierkoeffizienten fy:

2

Ry P

0
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12 Fourierreihen und -Transformationen

Seien

insbesondere
V) = 1fl2

und es gelten:

(a)
Hf__s%HQ < Hf'_I%HQ V]%

(b)

n

1 A
1f = Sullz = 11115 = 5 > Al

k=—n
(c) die Besselsche Ungleichung:
> Ul < 2allf 13

k=—o00

12.1.14 Definition

Definiere
L, := L*([0,2m))

Funktionen f € L2_werden 2m-periodisch fortgesetzt, d. h. es gilt
ffIR—C

Unter diesen Bedingungen gelten (a), (b) und (c) weiter.

12.1.15 Bemerkung
Sei

2= {(ck)zo_oo: Z |ex|? ist konvergent}

k

Auf diesem Raum wird die folgende Norm definiert:

ew)ll2 ==, D lewl?
k

((cr), (di)) = cxdy,
k

Das Skalarprodukt ist:
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12.1 LP-Raume

Die Abbildung
12 — L%W
(k) +— cheikx (konv. in L?)
k
ist bijektiv und normerhaltend.
L. Carleson zeigte 1963: Fiir f € L3_ gilt:

flx) = Z fre™® L.

12.1.16 Satz
Fiir f € L3 gilt:

Z fre™ = f im L?-Sinn, d.h.

150 = fIl — 0 (n —o0)

und es gilt die Parsevalsche Gleichung:

o0

> AP =27l115
k=—o0
Beweis: Sei ¢ > 0. Dann existiert:
1. eine stetige Funktion g¢: [0, 27] — C mit
If —gllz <e
OBdA sei g(2m) = ¢(0). Falls nicht, &ndere g im Intervall [27 — 4, ] so, dal § hier linear ist.
Dabei ist g(2m — 9) := g(27 — §) und g(27) := ¢(0).

2. ein trigonometrisches Polynom T}, mit

19(z) = Tn(2)] < —

Ver

in [0, 27]
(Weierstrafischer Approximationssatz)
Sei nun n > m: Dann gilt:
Hf - Sn||2 < ||f _TmH2
<\f = gll2+lg — Tnll2

27r62

<e+ /dx:2e
2

0

d.h. S, — fin L3 .
Aus (b) folgt:

> 1Al = 2wl 13 — 27 IS0 — fl2
—_———

k=-n —0 (n—00)

= Y Il =2xlf13

k=—o0
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12.1.17 Bemerkung

Fir .
l(x) == me’k’“
und f € L3 gilt:
A 1 T 1
fe= o= / F@@) dr = ——(1.60)
und )
f= oz ;(f’ Ol in L3,
Zudem ist: -
o S I P = 2xl 1B
k=—00
und

1 k=n
(ﬁk,ﬁn):{o k#n

12.2 Die Fouriertransformation
12.2.1 Definition
Fiir f € LY(IR™) heifit
flo)i= my ™2 [ pe e e
i

Fourier-transformierte von f (Dalzei ist £-x=8&x1+ -+ &pxy das Ska}arprodukt im IR™.).
Dabei wird die Abbildung ™ f — f definiert. Die Existenzbedingung fiir f ist:

[F©e™ s = f(©)

12.2.2 Beispiele

(1) Sei fir A >0
f(g) = ef)‘”le — 67)\|§1‘7...,/\|£n|

Dann ist
@2m)"2f(z) = /GXP< (—=Al&k] —iikxk)> d§
Br k=1
:/(ﬁ €_A§k|_i§kxk> d¢
R" k=1
Fugini h(l’k)
k=1
mit

h(xy) = /e—Mék—iiwk &,
R
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12.2 Die Fouriertransformation

Berechne nun

%) 0

0o
h(u) _ /e—At|—itu dt = /eAt—itu+/e—At—itu dt
0

— 00 —oo S=—t
ds=—dt

o0 o0

:/e—)\s-l-isu d8+/e—)\t—itu dt

0 0
1 1 2\

:/\+iu+)\—iu:)\2+u2

Also ist dann:

n

; . N 1 2\ LA
fo - e - (3) s

2 2
P A%+ g T P
(2) Sei
F(&) = e el
mit .
l€l® =&
k=1
Dann ist
2m)"2 f(z) = / exp <— Z AR+ z{kxk> d¢
= [ nlxx)
k=1
mit
h(u) — /G—AtQ—itu dt
_76X . t—|—i—u 2—u—2 dt
- P 21 A\
u? 7 i\ 2

= exp <—4)\> . / exp <—)\ <t+ 2)\> ) dt

_ t+igy =s

" |Funktionentheorie I

_ 6—u2/4)\ / e—)\s2 ds

_ \/§6u2/4/\
Also ist

Fla) = (20)/2 . ¢~ lel?/4A
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12.2.3 Einfache Eigenschaften der Fouriertransformation

(1) 3
@)l < 2m) 72| £l

(2) Die Abbildung
Jrt — 1>
{f — f
ist linear, d.h.
of +Bg = af + 85,
und es gilt
1flloo < 2m) 72| flh

(3) (a) Fiir a € R™ und g(&) = €™ f(€) ist

(b) Fiir a € R" und g(§) = f(€ — a) ist
g(x) = f(z) - e
(c) Fiir eine regulire n x n-Matrix A und g(¢) = f(A~1¢) ist
§(x) = |det A| - f(ATx)

(d) Fiir g(&) = f(€) ist

(e) Fiir g(&) = f(=¢) ist

Beweis: Auf dem Aufgabenblatt.

12.2.4 Satz von Plancherel
Fiir f,g € L' sind fg, fg € L' und es gilt:

[ o= [ 10

)2 [ fa) - g(a) dz = / (‘R/ f(f)eiﬁ””dé) 9(w) da
Pubin / (m/ eite dx) €) d
R"”

=§(¢)-(2m)"/?

— (2m)n/2 / a(e) - £(6)de

R"™

Beweis: Es ist
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12.2 Die Fouriertransformation

Auflerdem gilt: X
(Fg)(@)| < 2m) "2 fllx - 19 ()]

€L (IR™)

Also gilt: fg c L.
Wieso ist oben der Satz von Fubini anwendbar?
Nach dem Satz von Tonnelli gilt:

//‘f(f)e_ig'x‘g(x)‘ d§d$=/\g(w)|/f(§)|dfdx existiert.
R" R"

R" R™

12.2.5 Satz: Stetigkeit und Differenzierbarkeit von f

(a) f e C(R™), d.h. f ist stetig.

(b) Falls f(€)||€]|™ in L* ist, so ist f € C™(IR™) und fiir |o| < m gilt:
D f(w) = (—i)*lgaF.

Dabei ist
a:(al;OZZ;...,Oln)Ean’ |O[’:Oél++05n

und

olel
Or110x9%2 - - - Dz’

z.B. ist fur a = (1,0,...,0):

Def = £ =66 &K

for () = —i - (2m) "2 / € F(E)e 6 de
J

Beweis:

(a) Setze
F(z,8) = f(€)e™™™
F:R*"xR"—C.
Ist & fest, dann ist x — F(z,£) stetig.
Ist x fest, dann ist |F'(z,&)| < [f(§)], integrierbar unabhéngig von z.
Zusammen ist

flo) = 2m) [ P, ag
Rn
als Parameterintegral stetig.
(b) Beweis durch Induktion nach m:

m = 1: (||¢|| - f(&) integrierbar) Sei z.B. a = (1,0,...,0).
Ist & fest, so ist x — F(x,&) stetig differenzierbar nach x;

Fy (2,8) = —i&1 f(£)e .

Ist x fest, so gilt:
|Fey (2,9 < €N - 1£(6)
———

integrierbare Majorante

= fz, ist stetig, f Parameterintegral, Formel gilt.
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12.2.6 Satz

Fiir f € LY(IR") ist f € Co(IR™), d. h. f ist stetig und

f(z)=0.

||| —oc

Insbesondere ist f gleichméfig stetig.
Beweis: Siehe 12.2.8 auf Seite 375.

12.2.7 Hilfssatz

Fiir f € LP(R") sei f,(v) := f(z —y). Dann ist

h(y) = IIf = fallp

gleichméBig stetig (h: R™ — [0, 00))

Beweis: Es ist:

h(y) = k()] = (I = fpllp = IIF = feo)llp| < i) = Feollp

= ([ 1= - s - ppac)

r=y+¢
Transformationsformel

i~

d.h.: Zu zeigen ist die Stetigkeit im Punkt 0.
Sei also € > 0. Dazu exisitert eine stetige Funktion g mit || f —g|l, < ¢, g(z) = 0 fur ||z|| > R(= R:).
Es existiert also ein 0 > 0, so daB fiir ||y|| < 0 < R gilt:

£(Q.(2R)™) VP fiir ||z|| < 2R

l9(x) = g(z —y)| < {0 fiir |« > 2R

Damit ist dann

|h(y) = hO)| = If = fpll = If —9+9—9@w) + 9w — Flp

3=

<e—+ / lg(x) —g(x —y)|P dz | +e
[z[|<2R <& (92, (2R)™) !

<e4e( Q2R VP (Q,2R)MVP + &

=3¢ fir ||y|| <.
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12.2 Die Fouriertransformation

12.2.8 Beweis von 12.2.6
Es ist

271‘ n/2f /f —zfmd§

B Subst.
E=n- ”W

71'7]-:1: T
- [ 1) S

<o

Nach Addition ergibt sich:

enr2jw)| = | [ 1@ -1 (¢

T
-7
]

BE
x
S/’f(é)—f(i—ﬂ’gg”z) at
==t
(”Hxﬂ?) 1
Zu e > 0 existiert ein 6 > 0 mit
|f(x)] < const - f—f< " ) < e fir wﬁ

s
]2
also fiir [|z|| > §

= lim f(z)=

ll#]|—o0

= f ist gleichméafig stetig.

12.2.9 Ziel: Die Umkehrformel

Im weiteren soll hier gezeigt werden, daf} fast iiberall die Umkehrformel gilt:

£(6) = (2m)~? / ()6 da

12.2.10 Definition: Faltung
Fiir f,g € L'(IR™) heit
Frgle) =@ [ 1= o) dy

Faltung von f mit g.

12.2.11 Satz: Einfache Eigenschaften der Faltung
Fiir f,g € L'(IR™) existiert f g fiir fast alle  und es gilt:
frg=gxfeL(R")

und
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Beweis: Setze fiir F: R?" — R:

F(z,y) == f(x —y)g(y)

/ (/ ’F(x’y”dx) dy= [[ 156~ vl o)l dedy
= a1 ([ (= w)la) ay

=Ifll

Dann ist

= If1lx - llglh

Nach dem Satz von Tonelli-Fubini gilt:
2n)" - (f + ) = [ Flag)dy
existiert fiir fast alle -, und f * g € L*(IR").
2" Feg(o) = 20 [ (7 g7 dg
— [[ e~ nawe e dyag
— [[ e = e gyev dy e
= / [ / F(E —y)e T dE| g(y)e™ " dy
— n) i) - 3(x)

(Mit der Transformation £ —y = u in der vorletzten Zeile.)

12.2.12 Beispiel 1

Sein =1 und

Dann ist

Das ergibt 3 Falle:

1. »<a:

2. x> b:

S

o

i

8

QU
<
Il
o

i

8
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12.2 Die Fouriertransformation

.a<xz<b:

b b
/ey_”"dy—l—/e”"_ydy: 1—e* T 41—¢""
a X

12.2.13 Beispiel 2

Sei
H(E) = e €l = e—lal=-=l&nl N\ > 0

Dann gelten folgende Aussagen:
(1)

T A2 4 22
v=1 +

ha(z) = (2m) 2 / H(\E)E de = (2)n/2 ]
.

/ ha () da = (27)"/2

i
(3) Fiir f € L! gilt:
frin@) = 20 [ HOOF O de
A

(4) Wenn f € L* und stetig im Punkt x ist, dann gilt:

lim f+ hy(2) = f(2)

Beweis:
1. Wie in Beispiel 1, 12.2.12

2. BEs ist

s () (] )

| t=2As
T ldt = \ds
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3. Esist
(2m)2 f % hy(z /f T—y !% —”/2/H AE) iﬁ'ﬂd&] dy

(27) ”/2//H A fz — y)e @Y€ gy € ¢

R™ R™
= (27T)_n/2 H()\f) (m f(x _ y)e—i(:c—y)§ dy) RIS de
[0\
Transf.:
Ayt
= / H(A)f(€)e™™ dg

4. Tst f * hy definiert? Es ist |f(x — y)ha(y)| < ||flleo fast iiberall, hy(y) € L', also ist f * hy
definiert. Es gilt:

1 *ha(a) — f(z)] = | (2m) /2 / @ —y) — F(@)ha(y) dy

<) [ |f@-y) - @) dy
_ ‘ y =X
dy = A€
— (2m) "2 / &= AE) — F()] - A" ha(A€) de
—_———

=h1(€)
Fiir A, \, 0 gilt

1)
|f(z — Ae&) — f(2)|h1(§) b punktweise

2)
[f (@ = M) = f(@)[h1 (&) < ([ flloo + [f(@)]) - ha(E) £

ist integrierbare Majorante.
Mit dem Satz von Lebesgue gilt dann:
hy, * f(x) — f(x) = 0 fiir k — oo

12.2.14 Umkehrsatz
Ist f € L' und f € L', dann gilt iiberall dort, wo f stetig ist:

£(6) = (2m) "2 / F(a)e ™S da

fast iiberall, wenn f stetig ist. Auflerdem gilt:

F(—€) = (2m) "2 / f@)e ™ dz = f(e)
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12.2 Die Fouriertransformation
Beweis: Die rechte Seite sei g(§), g € Co(IR"). Es ist

f % ha(z) = (2m) /2 / HOE)F(€)c'S de, vgl. HS

mit
H(\E) = e MiEl
Hier gilt
1.)
H(E) (€)™ =2 f(g)eié
und
2)

|H(AE) f(©)e®| < 1-|f(€)] -t

hat eine integrierbare Majorante.

Nach dem Satz von Lebesgue (angewandt auf f * hy,, A, — 0) gilt dann:

hmf*h)\ (2m) n/2/f et de = g(x)

Da f stetig in x ist und f € L gilt:

lim fxhy(z) = f(z)

A—0
Es ist
If % hy — flly = (2m)7"/* / L/(f(rc —y) = f(2)) - ha(y) dy| da
M2 (o) 2 / (m f(z — ) f(:v)‘hx(y)dx) dy
=0 [ (m/ Fa—y) - >dx)
]Rn
=|feyy—Flli=:p(y) stetig
— (2m) "2 / o)) dy
J
:(p*h)\(())
220 0 (0)
— o~ fllh =1f—fl =0
Also:

li hy — =0
;L%Hf* x— flli =0,
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12 Fourierreihen und -Transformationen

insbesondere gilt f * hy, — f in L' fiir jede Folge A — 0. Es existiert eine Folge Ag \, 0 mit:

fxhy(z) — f(z) (k — o0) f.i.
(%)

Wo (x) gilt, ist:
f(z) = lim fxhy, (z) = g(x)

k—oo

12.2.15 Bemerkungen
(a) Ist f, f € L'(IR™), so existiert ein g € Co(IR™) mit f(z) = g(x) Lii.

(b) Fiir die Abbildung " gilt: * L'(IR™) — Cu(IR™). Die Klasse S besteht aus allen Funktionen
f e C®(IR") mit
sup o]+ [D*f ()| < o0
zelR

fiir alle m € N, und alle o € INjj.
Ein typisches Beispiel ist f(z) =e =l Denn es ist

for = =211 f,. .

12.2.16 Satz

Die Fouriertransformation bildet S bijektiv auf sich ab.

Beweis: Esist S C L'NCyund DYf € S fiir f € S.

(1) f € S. Zeige, daB daraus folgt: f € C°(IR"). R X
Sei m € INo. ||€[|™ - f(&) ist integrierbar, also ist f € C™(IR"™), d.h. f € C*°(IR").

(2) Sei f €S, me INg. Zeige:

sup [[z]|™ - [ f(z)] < o0
z€lR

Es ist
—imlf( (2m) ”/2/f —ixe ”5) d¢

_9 T §
0&1 c

Schreibe nun:

= _ €_1 & n—1
5‘(5)’563

Fublm n/2 / (/ f 617 —i(&1z1++Enxn) dfl) dg

Das innere Integral ist:

= f(&,8) e " _/<8§ (51,§)> e T dgy

380



12.2 Die Fouriertransformation

Also gilt zusammen:

i (@) = 20 [ fa (e dg = (o)
J)

Per Induktion nach || zeigt man:

(iz)* f(z) = D f ()

Sei x fest und k so, daB
I?Zaf(\xj‘ = |zgl, dh|z|| <n-|xg

Wihle a = (0,...,0,m,0,...,0) mit m an der k-ten Stelle. Dann gilt:

(D lall™ - 1F(@)] < o™ - | F(2)

< |D7f(@)|

< sup sup |[z]|™[Df(x)]

|a|=m z€IR™

)
< 00?77

Wenn das ,,7“ gilt, gilt die Behauptung (2).
Beweis hiervon im Hilfssatz 12.2.17

(3) Sei 8 € IN: Betrachte (2) mit D°f € S:

sup ||z D" f(z)| < o0
zeR"

fur alle m. Daraus folgt: f €s.

(4) Zeige:"ist injektiv:
Sei f = 0. Daraus folgt mit dem Umkehrsatz, da§ f(x) = 0 f.ii.. Da f stetig ist, gilt f(x) =0,
d.h. " ist injektiv.

(5) Zeige: "ist surjektiv. Sei g € S,

und es ist f = g, d.h. " ist surjektiv.
Zusammen mit (4) gilt dann: "ist bijektiv.

12.2.17 Hilfssatz

Sei m € INg, « € INgy und f € S. Dann gilt:

sup [l2]™ | D (2] < o0

381



12 Fourierreihen und -Transformationen

Beweis: Es geniigt, dies fir a = (0,0,...,0) zu zeigen. Es ist

f(x) = (2m) "2 / F(€)eiE de

[ Ggre) e
<o [ ‘%f(&)’ e

= Cm,k <cm

(2) el || < e

(Dies gilt auch fiir D*f € S, d. h. fiir beliebiges «)

und

‘(zxk)mf(x)‘ = (gw)fnm

Also gilt fiir alle x € R™:

12.2.18 Die Warmeleitungsgleichung

Sei u(x,t) fir x € R", t € R, die Temperatur im Punkt 2 zum Zeitpunkt ¢. Sei nun u; = Au:

n
9%u

ug(x,t) = —Z(m,t)

Zu 16sen ist das Cauchyproblem: uy = Au fiir t > 0, x € R™ und den ,Anfangswerten® u(x,0) =

/().

Ansatz:

u(x,t) = (2m) /2 / a(&, )T de
i

Formale Rechnung liefert:

up = (2m) /2 / (€, 1)e € de

R"™

g, = (27) 72 / (—E2)ale,1)cs* de
Rn

Damit ist dann

we — D = (2m) "2 / [00(6,1) + |€]2ae, )] € de

Rn
=0, falls [...] =0
Dadurch entsteht ein Problem fur :
u(€,0) = f(§)

Die Losung hiervon ist:

g, t) = fe)elEl*
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12.2 Die Fouriertransformation

Daraus folgt dann fiir u(x,t):

u(z,t) = (2m)™" / /f(y) ey dy| - €_Hf||2t€i§'ﬂf d¢
k"

— (27)" / / et eiew2) ge | £y ay

mit

K(w,t) = (2m)™" / e It g=ibw ge
Rn
= (27['t)7n/267”w”2/4t

Damit ist dann
(@, ) = (2mt) "/ / eI/ §(Y dy. (12.2)
Rr
Der Nachweis der Richtigkeit geschieht folgendermafien:

1. Alles ist erlaubt, falls f € S ist, oder

2. Verifiziere alles an (12.2). (Dies gilt, falls f stetig ist und |f(z)| < C.efl®l* fiir € > 0.)

12.2.19 Bisherige Eigenschaften der Fouriertransformation

Bisher haben wir gezeigt, daf fiir die Fouriertransformation die folgenden beiden Aussagen gelten:

~ LY = O
8-S

Nun wollen wir zeigen, dafl auch
N L2 L2
gilt (nicht formelméBig).

12.2.20 Hilfssatz
Fir f e L'n L2 ist f € L2 und ||f]]2 = ||f]2.

Beweis: Setze

Damit ist

o(x) = (2m) /2 / f(—z+y)- Fw) dy
.

= (277)_n/2(f($)7 f)
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12 Fourierreihen und -Transformationen

9@ < @)l fwll2 - 1fll2 = @)~ £113
2. ge L}
3. g ist gleichmafBig stetig:

(2m)"?lg(z) = 9(2) = [(f@) = fip: )

csu
< f@) = fllz - I f 12
= Hf(xfz) - fHQHfHQ

— 0 fir ||z —z|]| = 0

Es ist
g% hx(0) = (2m) /2 / HOE)3() dé (12.3)
J

mit H(¢) = e ¢l
Da g stetig ist, gilt:
lim g 1, (0) = g(0) = I1£113-

Rechts in (12.3) ist fiir A — 0: H(AE) /7 1: A N\ 0 = H(ME)G(€) /| f (€)%, also
a©) =1f©F =0

Mit dem Satz von Beppo-Levi ist dann

Jim rechts = (2r) /2 / F(6)2 de
= (2m) 2|13

12.2.21 Satz, Parsevalsche Gleichung

Die Fouriertransformation 18t sich zu einer ,linearen“ und ,bijektiven Abbildung™: L? — L? mit
1£11% = 17113 ,Parsevalsche Gleichung*

fortsetzen.

Bemerkung: Dabei soll heiflen:

Hlinear“ -
of 4+ Bg(z) = of + B4 . i
minjektiv* )
fz) =g(z) = f(z)=g(z) L i
»surjektiv*

gel? = esex. feL?: f(x)=g(x)f i
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12.2 Die Fouriertransformation

Beweis:

(a) Fortsetzung: Sei f € L?. Setze

fulw) = { flx) in [k k"

0 sonst

Es ist fi, — f in L?. AuBerdem ist f; € L' N L?, also ist fk definiert und fk € L2
(fx) ist Cauchyfolge in Lo, da

Ifk = fillz = lfu = fill2
= fk konvergiert im L?, setze

k—o0

(b) Die Fortsetzung ist unabhéngig von (f):
Gelte g — fin L?, g, € L' N L*:

i = drll2 =1 fx — grll2— 0

Also ist fir £ — oo:

fr=Ff=0<a

Die Linearitat wird als Aufgabe gestellt.
Zeige nun die Normerhaltung:

A . ; HS ;.
17l = lim [|fkll2 = lim [[fill2 = [ f]l2
sinjektiv® Sei f =0 (d.h. f(z) =0 £.ii.): Fiir k — oo gilt:

foo = f Ikl = l1£12
. . J| I f(z) =0 fi.
e = F = e = 0 (k— o)

wsurjektiv* (teilweise)
LN L2 ist dicht in L?, d.h.:
Zu jedem g € L? gibt es fi € L' N L? mit
fk — g in L2

Dann gibt es zu g € L? eine Folge (fx) in L' N L2 mit fr — g.
(f») ist eine Cauchyfolge in L?, da (/f;) Cauchyfolge ist, also f;, — f € L?. Also gilt:

f: lim fk:ginL2
k—o00

also f(z) = g(x).
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12 Fourierreihen und -Transformationen

Beweisskizze: Skizze, dafl LN L2 dicht in L? ist (Funktionalanalysis):
Sei g € L? und setze

A:nﬁﬂm—fm:feleLﬂ

Dann existieren f;, € L' N L? mit
lg = filla — A

(1) (fi) ist Cauchyfolge [|lu + v[|3 + [[u — vl|3 = 2]jul3 + 2l[v|3], fx — /-

(2) Esist (g — f,h) =0 fiir alle h € L' N L2.
Idee:

(3) Setze nun h(z) = hy(x — a) fiir a € R™ und X > 0. Dann ist fiir fast alle a:

hax (g~ F)a)=-=0

=g—f=0tfi
= A=|f-gll2=0.
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